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1 Aussagenlogik

Losung 1.
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1 AUSSAGENLOGIK

Losung 6.
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2 MENGEN

2 Mengen

Losung 8.
{2,3}U{5,3,1} = {1,2,3,5}
{r.2}n{2,3,1} = {1,2}
{1,5,2}\ {3,1} = {5,2}.

Losung 9.

{zlzeRAz>3}N{ylye QAy <5}
= {z|zeRA2€QAz>3Az <5}
z€Q 3<a<5
= {z|lzeQA3 <z <5}

Dies ist die Menge aller rationaler Zahlen im Intervall |3, 5].

Losung 10.
.. 1 2 3 4 ) 6 7o
bbb - ——b-—-b-——-b-- TELANT>2
) reQANAx<H

{zlzeZNnz>2}\{z|z e QAz <5}
{zlzeZNhax>2N-(zeQAx<5H)}
{z|le€eZNx>2N (¢ QVar>5)}
{z|(x€ZNhnz>2Nc¢Q)V(x €ZNr>2Nx>5)}

immer falsch da ZCQ
{z|lz€eZNhx>2Nx>5}
{z|xr €eZNx>5}

{5,6,7,...}.
Losung 11.
RNZ)UQ = zZzUQ = Q
R\Z)UQ = {z|(zeRAz¢Z)VzeQ}

{z]|(zeRVzeQ) A (x€ZVzeQ)}
[ S —
immer wahr da ZCQ
= {z|jzeRVzeQ}
RUQ
R.



2 MENGEN

Losung 12.

Bn(A\ B) {z|lreB}n{z|z € ANz & B}

{r|zreBAxz e ANz ¢ B}.

immer falsch

Da es kein x gibt mit z € B und = ¢ B, ist

Bn(A\B) = 0.

Losung 13.

AuBNC) = {z|lzcA}U{z|lze BArze(C}
= {z|lr€eAv(zreBAze(C)}
= {z|(xreAvaezeB)AN(zxe Avze(C)}
= {z|lreAvezeBin{z|lzrcAveeC}
= (AUB)N(AUCQC).

Losung 14.

M = {z|lz€eQA(z¢ZVzecN)}

{z|(xr € QA2 Z)V (€ QArxeN)}
{r|lz e QA2 gZ}U{z|z € QAx €N}
= (@Q\Z)uN.



3 TERME 7

3 Terme

Losung 15.
Konstantensymbole: 1,3
Variablensymbole: z,y
Funktionssymbole: \/  (einstellig), + (zweistellig), — (zweistellig), / (zwei-
stellig).

Losung 16.

In(z) + e**!

1,3,z,y,y — 3,z + 1,e,In(x), e In(z) + T, 3
y—

Losung 17.
x
5 (1 +sin(y)) .
Losung 18.
+
sin :
T 3 COS
2
Losung 19.

7\
A

/\



4  ASSOZIATIV-, KOMMUTATIV-, DISTRIBUTIVGESETZ

4 Assoziativ-, Kommutativ-, Distributivgesetz

Losung 20.
(a+b+c)? = (a+b+c)(a+b+c)
= aa+ab+ac + ba+bb+bc + ca+cb+cc
a® + b + ¢* + 2ab + 2ac + 2be.
Losung 21.
(a+b+ce)z+y) = axr+ay+bdbx+by+cx+cy.
Losung 22.
(-y)?° = (@-y-y(z-y)
= (¢® —2zy+y?)(z —y)
= 23— 2%y —22%y + 22y + vz — o3
z3 — 322y + 3zy% — >,
Losung 23.
32%yPu — 27xy?u? + 6(axu)*y? = 3zy u(ry — Yu + 225u?).
Losung 24.
(az)? +9b* + 6abr = (ax)® + 2(3axb) + (3b)?
= (ax +3b)>.
Losung 25.

(z+1-(2z+3)(-z+1))(3—1x)

= (z4+1—(-22"+22—-32+3))(3—1)
= (z+1+222—22+32-3)(3—2)
(22 — 2 +22%)(3 — x)

(22 — 2+ 22%)(3 — 2)

2+ —1)(3 —2)

= 2322 +3z -3 —2% - 2% + 1)

2(22°% 4 42 — 3 — %)

= 2% 4+ 42® + 8z —6.



4  ASSOZIATIV-, KOMMUTATIV-, DISTRIBUTIVGESETZ

(a—b)(a+b)

3z —1

Losung 26. Mit der Binomischen Formel
a? — b2
und der Substitution
a
b

Losung 27.

(F—>G) = (G—F)

3rz+1

Bzx—1-3x-1)Bx—1+3x+1)

a—b a—+b

—2-6x —12x.

(-FVG)—= (-GVF)
ﬂ(—\F\/G) V (F\/—\G)

(==F AN=G)V (FV-G)
(FA-G)V (FV-G)

(FV (FV-G)A(-GVFV-G)
(FV-G)A(FV-G)

Fv -G

G — F.



5 BRUCHRECHNEN

5 Bruchrechnen

Losung 28.
6 4 2 2 2 1 2
n x + 1 = n r+1 T+
3r+6 2x+14 T+ 2 x+2 T+ 2
24 2zx+1-2z-2  z+1
N x+ 2 x4 2
Losung 29.
6 LT 2z —4 B 3 x 2(x—2)
2v—4  2—x z2—4dr+4 -2 z-2 (v-—2)2
_ 3 z n 2
 z—-2 -2 x-—2
_ 3-z+2  S5-u
(r—2)  z-2

Losung 30. Erweitert man den Bruch mit a, erhdlt man

a+b  ala+b)
| - b+a
Losung 31.
a?—4 (a—2)(a+2) a-+2 2
a? —2a ala —2)
Losung 32.
14+ -4 1 1 1 (z—1+1
— =l = Sy —) = S
x T z—1 T z—1
1 =z - 1
- zax-—1 z—1
Losung 33.
a b a?  bv*  2ab a? + b? — 2ab (a — b)?
- +--2 = —4+—=—-— = = .
b a ab ab ab ab ab
Losung 34.
—1 —1 —1
l42+— = 142 = l4a+=
1 — =& z+l—=x 1
z+1 z+1 z+1
l4z+(z-1(x+1) = (z+1)1+2-1)

x(z+1).
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Losung 35.
drs . (1 1)1
h B (z+h_:z:> h

_ x x+h
- (x(x—l-h)_a:(x—i-h)
oz —(x+h)1
= z(x+h) h
B h 1
T z(z+h) h
- 1
T z(z+h)

Wenn h gegen Null geht, gilt
1 1
im ———— -
h—0 z(z+h) x?

falls « # 0.

)

1
h
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6 Potenzrechnen

Losung 36.  Der Faktor, um den die Héhe des Modells kleiner ist als das
Original, ist
32cm 32 x lem 32 x lem 1

320m  320x 1m 320 x 100cm  1000°

Wiirde der Eiffelturm nur in der Hohe geschrumpft, nicht aber in Linge
und Breite, wiare er um Faktor 1000 leichter. Die Schrumpfung in den
anderen beiden Dimensionen bewirkt aber jeweils nochmal einen Faktor
1000, so dass insgesamt ein Faktor 1000% entsteht. Damit ist das Gewicht
des Modells

10000 x 1t 10 x 1000kg 10 x 1kg

= = = 10 .
1000 10002 1000 &

Losung 37. Fir alle z € R gilt
Va2 = .
Weiterhin ist
lz] = —=x
genau dann wenn z < 0, d.h.

{x|\/:£72:7:£} = Ry.

Losung 38.

5vV8 — V32 + V16 — V72 5V4-2—/16-244—/36-2
5V4V2 — V16V2 + 4 — V362
10V2 —4V2 +4 - 6v2
= (10—4-6)V2+4

4.

Losung 39.

(V2= V3)(V8+V3)(V1+V6) = (V16+ V6 —v24—v9)(1+6)
(446 —2v6 —3)(1+ V6)

(1 —6)(1+V6)

]__

6

= 5.
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Losung 40.
(an)m — anan...an — aa---a aa---a --- aq - - - — aaq - - -
——— —_—— —— —— ——
m n n n nm
— anm "
Losung 41. Fir 2 = —1, y = 2 und z = 1/2 erhilt man
(@) = (-1 = 1 1
¢ = (=)' = -1
Losung 42. Es gilt
1
a7t —
x
1
-2
‘ z2
S 1

B

Alle Funktionen haben an der Stelle z = 1 den Funktionswert 1 und einen

Pol an der Stelle z = 0. Weiter gilt

g2 > 0
Ue? < 1Yz
Uz? > 1/
Yva > VY
YvE < Ve

fir alle z # 0
fir x > 1
fir0<z<l1
firz > 1
firo<zez<l1

Die Funktion 1/yz ist nur fiir > 0 definiert. Die Funktion 1/z ist im
nachfolgenden Bild gestrichelt dargestellt.
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Losung 43.  Es gilt e* > 0 fiir alle € R. Die Funktion ist streng monoton
steigend und € = 1. Weiterhin gilt e* — 0 fiir x — —o0.

Die Funktion e~* erhélt man aus e durch Spiegelung an der y-Achse.

Losung 44. Beide Funktionen sind streng monoton steigend und nur fiir
x > 0 definiert.
o Fir z > 1 gilt /ax > Ja.
o Fir z <1 gilt o < Ja.
e Firz=1¢gilt /o= Jzr=1.
o Firz=0gilt Vo= ¥z =0.

Losung 45.

a’ +at a’(1+a) ad
a2—-1  (a—1)(a+1)  a—1

Losung 46.

Gl - 070 - 06 - 6" -

e
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Losung 47. In der Aufgabe treten die Terme /a und v/a — 1 auf. Daher ist

a =
a—1 >
und folglich
a = Vava
a—1 = va—1va—1.
Damit gilt
Vol —va Vi —vao _ Jaa'-1) _ Ja(a-1)
ava—1 ava—1 ava—1 ava—1
vava—1ya—-1 a—1 a—1
Vavaya—1 —— a a

Losung 48.  Erweitern mit \/x — /y ergibt

ViV (Va— i) (VE— Vi)
VERVE (Ve tve) (Ve - V)
_ e’

-y

Losung 49.
VxS 505 /;1:72 _ m
5vr3 2523 5 V5

Losung 50.  Alle negativen Zahlen. Zum Beispiel fir z = —3 gilt

Va2 = /(=32 = V9 = 3 # =z

Losung 51.

V40 = V85 = V8Y5 = 25
V135 = V275 = V27v5 = 3/5.
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Damit ist

v/ V40 4+ V135 = /29543056
= /55
AL
2\ 4
= 5 (51/3)
— 51/451/12
51/4+1/12
— 54/12
_ 51/3

Losung 52. Die Taktfrequenz ist 3 x 10° Hz. Ein Takt dauert somit

1
3% 109 °

Damit kommt das Licht in einer Sekunde

1 1
300.000 km/s x 1w S = 3% 10° x 10° x 510—9 m

= 18¥x10° m
107" m

= 10 cm.

Losung 53.
2040 202><20
4020 4020
(202)20
4020

202 20
- (%)
20
20
- (Zx2
(i <)

= 10%.
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Losung 54.

v/ 0.652 — 0.162

) - ()

1
\/1002 (652 — 162)
1
—14/652 — 162
10
1

75 V(65— 16)(65 + 16)

1

E\MLQ x 81
1

E\/49 x V81

1 XT7x9
10

63
10
0.63
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7 Logarithmen

Losung 55.
In(l) =
In(e) =
In(e?) =
In(ye) =
In(Ye) =
1
n(7) -
Losung 56.
logy(2) = 1
logz(9) = 2
logs(V3) = 5
log./,(7) = -1
ln(\/ﬁ)
logy(V32) = @)
log1/3(\/§) = log1/3(31/2)

N = N = O

ln(e_lh) -3

In (25/2)

In(2)

= 10g1/3(1/3

Man hétte die letzte Aufgabe auch so l6sen kénnen:

In(v/3) 1/21n(3)
10g1/3(\/§) In(1/3) —1n(3)
Losung 57. Da
In(z)

logy(z) =

,1/2) _

~ 1.44In(x)

erhdlt man den Graph von logy(x) aus dem Graph von In(z) durch eine

Streckung um Faktor 1.44 in y-Richtung. Insbesondere gilt
In(1)

In(e)

logy(1/2)

logy(1) = 0

log,(2)
—1.
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Losung 58.
In(z) — In(zy) + In (;) = In(z) — (In(z) + In(y)) + In (y ')
= In(z) —In(z) —In(y) —In(y) = —2In(y).
Losung 59.
In (efil> = In(2?) —In(e"*!) = 2In(z)— (u+1) = 2In(z)—u—1
Losung 60.
=y (V5 In(5"%) 11n(5) 1
logs (‘/5) () () 31n(5) B
Losung 61.
log,, (\/a?3> = log, (\/E\/af‘?) = log, (el/Qa*/Z)
I (el/2a73/2) ~In (el/g) +In (aig/z)
N In(a) In(a)
_ z—ah@ _ 13
N In(a) ~ 2In(a) 2’
Losung 62.
In(a® —v*) —In(a —b) = In((a—b)(a+0b)) —In(a—b)
= In(a—b)+In(a+b) —In(a—b) = In(a+bd).
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Losung 63.
In (z'm(@) In(a) In(x)
log, (a()) = =S = SRUAE (),
%8a \¥ In(a) In(a) n(z)
Losung 64. Unter Verwendung der Identitit e™(®) = z gilt
uln(S) — eln(ul“(?’)) — eln(S) In(u)
3ln(u) eln(31"(“)) — n(wn@3)
Damit gilt
uln(3) _ 31n(u) - 0.
Losung 65.
1
In(a®) +In (2v/a) + 21In () = 3ln(a) +In(2) +1In (al/z) +2In(a™ ")
a

= 3ln(a) +1n(2) + %ln(a) —2In(a)

_ (3 + % _ 2) In(a) + In(2)

_ gln(a) +n(2).
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8 Gleichungen

Losung 66. Rechte Seite mit « erweitern ergibt

X
z+1

= .
Beide Seiten mit = 4+ 1 multiplizieren.

z(x +1)
x2—|—:1:

2 = 0.

Damit ist die einzige Losung = = 0. Die linke Seite der Gleichung ist bei
x = 0 jedoch nicht definiert, folglich hat die Gleichung keine Losung.

Losung 67. Bei der Losung wird vorausgesetzt, dass x # +3, da die beiden
Seiten sonst nicht definiert sind.

Zunéchst bringt man die linke Seite auf den Hauptnenner.

x(z+3)+4(x — 3) 222 + 32 -9

(x —3)(x +3) B x2 -9

Vereinfachen und Zusammenfassen ergibt

22+ T7r—12222+3z -9
z2 -9 x2-9

Da 22 — 9 # 0 kann man beide Seiten mit 2% — 9 multiplizieren ohne die
Losungsmenge zu dndern.
2+ T —12 = 22°+3z-9
2> —4x+3 = 0.

Mit der Mitternachtsformel erhilt man die beiden Losungen

44416 —-12 442
Ty = ———= = —Z = 241
’ 2 2
r, = 3

Ty =

Da laut Voraussetzung x # 3 ist, bleibt nur die eine Losung =z = 1.

Losung 68.  Nullstellen des Nenners.

>+2-3 = 0
-2+ /4412 —2+4
12 = = = —1+£2
’ 2 2
ry = 1

T2 = -3.
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Diese beiden Werte sind folglich keine Losungen und kénnen ausgeschlos-
sen werden.

Mit der Faktorisierung des Nenners
2?4220 -3 = (z—1)(z+3)

erhélt man die Gleichung
2z —1 14 T+ 3
— x -
x—1 (x —1)(x +3)

20 —1 14 1
= =z
r—1 rz—1

Da laut Annahme z —1 # 0 kann auf beiden Seiten mit « — 1 multipliziert
werden ohne die Losungsmenge zu andern.

20 —1 =
20 —1 =
-2 +1 =
(x—1)° =

xr =

(x—1+1)
2

- o o 8 8

Diese Losung wurde jedoch ausgeschlossen, da die Gleichung fir z = 1
nicht definiert ist. Folglich ist die Losungsmenge leer.

Losung 69.

20 —1 = /322 —4dx +2.

Um die Wurzel zu eliminieren, werden beide Seiten quadriert. Da die Qua-
dratfunktion nicht injektiv ist, konnen hierbei “falsche” Losungen dazu-
kommen. Daher muss am FEnde die Probe durch Einsetzen gemacht wer-

den.
(22 —1)? = 32 —4x+2
47 —dz+1 = 32° — 4z +2
-1 = 0
r = =l
¢ Einsetzen von x = —1 in die gegebene Gleichung. Auf der linken Seite

erhélt man —2, auf der rechten
1+vV3+4+2 = 14V9 = 4

Folglich ist = —1 keine Losung.

o Einsetzen von z = 1 in die gegebene Gleichung. Auf der linken Seite
erhdlt man 2, auf der rechten

14vV3-44+2 = 14V1 = 2.

Folglich ist & = 1 die einzige Losung der Gleichung.
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Losung 70.

Losung 71.

In ( 2:r73)

(22 —3)1

z(21n(a) —

Losung 72.

Substitution u = e” ergibt

u? + 2u
W 4+2u—3

U2
U1

Uz

n(a
2In(a)z — 31n(a

In(b)

xT

In(5) + (z + 1) In(d)
In(5) + In(b)z + In(b)
In(5) + In(b) + 31n(a)
In(5) +In(b) +3In(a)  In(5a%b)
21n(a) — In(b) In (%)’
In(e” +2)+2 = In(3)
e“+2) = In8)—=z
L9 = JnB)-e
et +2 = Bee
e +2 = 3e”
e’ +2% = 3.
—Qi\Q/m _ —2;4 _ 14o

)
)
)

In2xr —1) —In(z+3) = 1

ln<2x1) _
T+ 3

2¢ — 1
z+3 ¢
2r—1 = e(x+3)
2-ex = 3e+1
e+
o= o

Logarithmieren auf beiden Seiten ergibt

In (5b$+1)

Riicksubstitution. Fiir u; = 1 erhélt man

Fiir us =

—3 erhilt man

el‘

z = 0.
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Diese Gleichung hat keine Losung. Damit ist die Losungsmenge

L = {0}
Losung 73.
9T +2m71 + 2$+1 = 7
1
2I—|—§-2“"—|—2-2“’ = 7
1
27 (1 + -+ 2) = 7
2
7
2% - =
2
14
2Y = — = 2
7
z = 1
Losung 74.
3
2In(z+1)—In(z) = In (1 + )
x
2 3
In((x+1)°) = In(1+=)+In(z)
x
2 3
In((x+1)?) = In((1+=)=x
x
9 3
(x4+1)° = [(1+—- )=
x
P +2r+1 = z+3
P?+r—-2 = 0
—1++v1+38 —1+£3
Ti2 = ——H —— = T
’ 2 2
ry = 1
Tro = -2
Der Wert xo = —2 ist keine Losung, da dieser zu undefinierten Werten auf

der linken Seite der Gleichung fiihrt. Damit ist die Losungsmenge

L = {1}
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Losung 75.
62 ]%
62 ]%
813
8:8
8£L‘
In(8%)

21n(8)

Losung 76. Zunéchst formt man um:

()

Damit wird aus der Gleichung

()

gleta)/2
3Y2 3%
9(3%)"2
9v/32,

3 —9v3r+20 = 0.

Substitution u = /3% ergibt
u? —9u+20 =
Ur2 =

U1 =

U =

Riicksubstitution. Fiir u; = 5 erhélt man

V3T =5
3 = 25
zIn(3) = In(25)
1
. n(25)
In(3)
Fir us = 4 erhélt man
V3E = 4
3 = 16
zIn(3) = In(16)
In(16
__ mag)

0
9+/81-80  9+1
2 2
5
= logs(25) = 2logs(5).
= log(16) = 2logs(4).
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Losung 77.
9(97) 2((3)7) = 2(3™)
8(3%) (23)(3“”) 9(3:37)
Damit wird aus der Gleichung
2(3) 1
263 T 4
9(3%7=3:3%)  _ 92
3% 3.3 = -2
(3°)-3.3° = -2
Substitution u = 3* ergibt
u?—3u = -2
v —=3u+2 = 0
3++9-82 3£1
ULQ = =
2
U1 = 2
Uy = 1.
Riicksubstitution. Fiir u; = 2 erhélt man
3 = 2
zIn(3) = In(2)
In(2)
v = he - s
Fir us = 1 erhélt man
3 =1
zIn(3) = In(1)
zIn(3) =
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9 Polynomdivision

Losung 78.
l+z z+1
1—z r—1"
z+1 -1 = 142
rz—1
2
Damit ist
14z 2 2
= —(1+—— = -1+ —-.
1—2 <+x1) +1fx
Losung 79.
2t —at 4622 —zx—1:2x2—1 = z24+3z+1
2zt — 28
622 —x—1
622 — 3z
20 —1
20— 1
0.
Losung 80.

20° — 5ot +203 — 422 —52x+2 : 22 —3z+1 = 2x3+x2+3x+4+1f+;2+1
2z° — 6z* + 223
xt — 42 — 5z +2
z* — 323 + 22
33 — 52% — 5 + 2
32% — 922 + 3z
422 — 8x + 2
422 — 122 4+ 4
4o — 2

Losung 81.
826 : 222 —1 = 4da*+222 + 1+ 53
86 — 474
4zt
4ot — 222
222
222 — 1
1
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Losung 82. Man kann die Aufgabe ohne Polynomdivision 16sen.

x5 +at —20% — Tt -3 = 22Bad+a2? -2 -T)+x—3
= 3z23$3+x2_2x_7+z73.
3
Damit ist
325+t — 223 — T2+ 2 -3 _ 3x3—|—x2—2x—7+x—3

3z2 3 32
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10 Ungleichungen

Losung 83.  Umformen ergibt
4z > 3
xr > 34
Damit ist

L = {z|z>3/}.

Losung 84. Umformen ergibt
?+r-6 > 0.

Berechnen der Nullstellen.

-1+v1+24 —1+£5

T2 = 2 - T2
X1 = 2
To = —-3.
Der fithrende Koeffizient der Parabel ist positiv, daher ist diese nach oben
geOffnet. Die Losungsmenge der Ungleichung ist folglich

L = {zr|z<-3vz>2}

Losung 85.  Fallunterscheidung.

e Fall 1:
3z+2 > 0
3z > -2
x > —2/s.
In diesem Fall ist die Ungleichung
3z+2 < 7
3z < 5
x < 53
Damit ist
Ly = {x|z>-2/3Az <53}
= {z| —23<z <53}
o Fall 2:
3z+2 < 0
3z < =2

x < =2/
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In diesem Fall ist die Ungleichung

-Bz+2) < 7
3xr+2 > -7
3r > -9
r > -3
Damit ist
Ly, = {x|z<—-2/3Az> -3}

= {x]| -3 << 23}
Die gesamte Losungsmenge ist

L = LiulLy, = {Z‘|—3<Z’<5/3}.

Schnellerer Rechenweg:
Bz+2] < 7
|z +2/3 < 7/3
o= ()| < s

Somit muss der Abstand zwischen z und —2/3 kleiner als 7/3 sein, d.h. =
muss grofer als

—2/3-7/3 = =3
und kleiner als
—2/34+7/3 = 5/3
sein. Damit ist
L = {z] -3<x<5/3}.

Losung 86.  Fallunterscheidung.
o Fall 1:

r+1

X

AVANIY)

In diesem Fall ist die Ungleichung

z+1 > 3z—1
2 > 2
r < 1.

Damit ist

Ly = {zlz>-1Az<1}
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o Fall 2:

r+1 < O
r < -1

In diesem Fall ist die Ungleichung

—(z+1) > 3z-1
—r—1 > 3z-1
0 > 4z
z < O
Damit ist
Ly = {z|lz<-1Az<0} = {z|]z<-1}

Die Losungsmenge der gegebenen Ungleichung ist folglich

L = Liul, = {$|$<1}
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11 Summen

Losung 87.
4 .
_1z+1 _11 _12 _13 _14 _15
A o SO oV e Vi e et
21 20 21 22 23 24
=0 —— Y~ Y~ —— ——
=0 =1 =2 =3 =4
B 1+1 +1 1
- 2 4 8 16
. -16+8—-4+2-1
N 16
!
T 16°
Losung 88.
11
21 9
1+1 7 1+1 3
2L 722 2 4 4
1+1+1 _ 1+1+1 T
ol 922 923 T 2 4 & 8
1+1+1+1_1+1+1+1_15
ol 192 93 " 24 T 9 48 16 16
Folglich ist
on 1 1
S = = 1- —
2n Q'n
Da
1 .
2—n—>0 fir n— oo
gilt
il S S S SR S _
20 2 4 8 16
Losung 89.
/ .”L'l {L‘2 5(13 $4 !
)y = 1+ —+—
() (+1‘L1-2+1-2-3+1-2~3.4+ )
B 0+1+2x1+ 32 N 4x3 N
B 1 1.2 1.2:3 1.2.3.4 "7
331 xz 3
= 1+—4+ "=+ ——+...

1 1.2 °1.2-3



11 SUMMEN 33
Losung 90.  Sei
S = 1+z+22+22+z*+42°.
Dann gilt
xS c+a?+a3+at+ 25+ 28
S—xS = 1+x+x2+x2+x4—|—x5—(x+x2+x3+x4+x5—|—x6)
= 14+ 42242t 42> —z—2?—23 -2t —2° — 2
= 1—28
S1—=z) = 1-—2°
1— 26
S = .
1—2x
Sei
S = sz
i=0
Dann gilt
xS = xei = Z:cxi = Zx”l
i=0 i=0 i=0
n+1
- $1+$2+...+Jjn+1 = le
i=1
n n+1
S—xS = lefo’ = 20— "t = 11— nt!
i=0 i=1
Sl—z) = 1—a"
s - 1 — gt
1—2x
Losung 91.
()
i:03Z i=0 3
I U0
1-1/3
1_1/371+1
= T
3 1
Da

1
— — 0 fir

gn+l n — oo
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SUMMEN

11

B

— %

TG

gilt

Losung 92.

— — — | ~
N |-
=] ,MA ,72 , 1m ™
1 > N— ~—— | -
—
U AL AL il
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12 Binomialkoeffizienten

Losung 93.
n!
— = !
)
(n—1Dln = nl
Elk+1) = (K+1)!
k+1 1
(E+1)! kU
Losung 94.
10 10! 10! 10 10-9
8 812! 218! 2 1-2

Losung 95. Es ist leichter, die 4 Spieler auszuwéhlen, die nicht in die Mann-
schaft kommen.
o Fiir die Auswahl des ersten Spielers hat man 15 Moglichkeiten.
o Fiir die Auswahl des zweiten Spielers hat man 14 Moglichkeiten.
e Fiir die Auswahl des dritten Spielers hat man 13 Moglichkeiten.

o Fiir die Auswahl des vierten Spielers hat man 12 Moglichkeiten.
Somit gibt es
15-14-13-12

Moglichkeiten fiir die Auswahl der 4 Spieler. Allerdings spielt bei dieser
Form der Auswahl die Reihenfolge eine Rolle. Die Ausahl der Spieler

13,2,7,9 bzw. 2,9,7,13

wird als 2 Moglichkeiten gezdhlt, obwohl die gleichen Spieler gewéhlt wur-
den. Da es 4! Moglichkeiten gibt, die 4 ausgewéhlten Spieler anzuordnen,
ist die tatsdchliche Anzahl der Moglichkeiten, 4 Spieler (ohne Berticksich-
tigung der Reihenfolge) auszwéahlen, nur

15-14-13-12
113120 e
4!
Erweitert man mit 11! erhilt man
15-14-13-12-111 15! 15 B 15
4111! o4y \4) 0 \11)°

Losung 96.

« Fiir jeden Streifen gibt es 7 Méglichkeiten, daher sind 72 = 343 Flag-
gen moglich.
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e Da die drei Streifen unterschiedliche Farben haben miissen, gibt es
fir den ersten Streifen 7 Moglichkeiten, fiir den zweiten 6 und fiir den
dritten noch 5 Moglichkeiten. Damit gibt es 7-6 - 5 = 210 Moglich-
keiten.

e Hat ein Land 3 unterschiedliche Farben ausgewahlt, gibt es 3! Moglich-
keiten, diese anzuordnen. Diese sind nun jedoch nicht mehr zuléssig.
Damit reduzieren sich die bisher erlaubten Moglichkeiten um Faktor
3l. Somit gibt es nun noch

7-6-5  T7-6-5-41 L‘ AN 35
3! N 314! o34t \3)
Moglichkeiten.

e Mit 8 Farben und 6 Streifen gibt es

-0 -5

Moglichkeiten. Das reicht zwar fiir derzeit 27 Mitgliedsstaaten, nicht
aber fiir die Beitrittskandidaten.

Losung 97.

n!

~ (n— k)
n!

T K-k

I
PR
> 3
N

Losung 98. Zunichst werden die beiden Summanden vereinfacht. Ziel ist
es, in beiden Summanden den Nenner k!(n — k)! zu erhalten, so dass die
Briiche leicht addiert werden kénnen.

n—1\ (n—1)!

( k > T W —k—1)
(n—1)!
kl(n—1-—k)!
(n—1)!
Elln —k —1)!

(n—1)!
(n—1ln—k)
kKl(n—k)!
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Damit ist

(

n—1
k

(i) -

)+ (

n—1
k—1

)

(n—1)!
(k—=D!n—1—(k—1))
(n—1)!
(k—1)l(n —k)!
(n—1)!
Elin —k)!
(n—1)k
kl(n — k)

(n—Dln—-k (n-1k

El(n — k)! El(n — k)!
_ (n=Dn—-k+k)
kl(n — k)!
 (n—=1)n
 Kl(n—k)!
n!
" EKl(n—k)
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13 Funktionen

Losung 99. Keine Funktion, da es ein Element aus A gibt, dem durch f kein
Funktionswert zugeordnet wird.

Losung 100. Es handelt sich um eine Funktion, da jedem Element aus A
genau ein Element aus B zugeordnet wird.

Losung 101. Es handelt sich um eine Funktion, da jedem Element aus A
genau ein Element aus B zugeordnet wird.

Losung 102.  Keine Funktion, da es ein Element aus A gibt, dem durch f
mehr als ein Element aus B zugeordnet wird.
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14 Zusammengesetzte Funktionen

f(1+1) = 3<1+1>+cos<1+1>
x x x

1

g(f(x)) = gBx+cos(z)) = m+1.

Losung 103.

~
—~
=2
8
S~—
S~—"
I

f (esin(1/z)) = m

T T . 1 T . r+1
= S1Nn = S11 .
g z+1 a:—l—lb %H :c—i—lb T

=
)
—
8
S~—"
S~—
[

<
—~
—
—~
8
N
=
I

Losung 106. Mit

gilt

flg(x)) = fRx+1) = sin(2z+1)—3 = h(z).

Losung 107. Da o > 0 ist 0 = Vo2. Damit ist
1 T—p 1 —(2=)?)2
— 6 o
L o ( - ) —

_ (m—/§)2
= e 20
2mo?

= fuﬁ(-r

-3l

S
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15 Umkehrfunktion

Losung 108.  Es gilt

FNe2) =
I =

Losung 109. Die Funktion hat keine Umkehrfunktion, da sie nicht injek-
tiv ist. Dreht man die Pfeile um, ensteht keine Funktion von B nach A,
da einem Element y € B zwei verschiedene Elemente aus A zugewiesen
werden, d.h. f~1(y) wire nicht eindeutig.

ffl

.

e
&

Losung 110. Die Funktion hat keine Umkehrfunktion, da sie nicht surjektiv
ist. Dreht man die Pfeile um, ensteht keine Funktion von B nach A, da
einem Element y € B kein Element aus A zugewiesen wird, d.h. f~!(y)
ware nicht definiert.

A ft

Sy

Losung 111.

f) =0
@ =1
@) = -1
f4) = 2
fG) = -2

Man sieht somit, dass keinen zwei unterschiedlichen x € N der selbe Fun-
kionswert zugeordnet wird, d.h. f ist injektiv.

Weiterhin gibt es zu jedem y € Z ein © € N mit f(x) = y, d.h. f ist
surjektiv.

Folglich ist f bijektiv. Man hat also eine 1:1 Zuordnung von Elementen
aus N zu Elementen aus Z und damit sind N und Z gleich machtig.
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Fir die Umkehrfunktion gilt

710y =1
/i) =2
=) =3
7@ = 4
F71(-2) 5

Damit erhilt man

1 1 _ 2y falls y > 0
fTEZoN ) = {—Qy—l—l falls y < 0.
Losung 112.  Sei f(z) =y, d.h.
reRy, yeRy

und

Fiir die Umkehrfunktion f—! gilt

fTlly) =
Berechnung von x in Abhéngigkeit von y:

—y = 2%

Da beide Seiten nicht negativ sind, kann die Wurzel gezogen werden.

VI o= VE
Da x <0 ist, gilt
Vi@ = —a
Folglich ist
vV-y -z
x = —/—y.

Damit ist
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Losung 113.  Sei f(z) =y, d.h.
TeRy, yeR, y>1
und
y = x*+1.
Berechnung von x in Abhéngigkeit von y:

.’II2 =

y—1
r = +£4/y—1.

Da y > 1, ist die Wurzel definiert. Da x € Rar, gilt

Damit ist

flefpeRlz>1} =Ry, [T =Vy-1

Losung 114.  Sei f(z) =y, d.h.
reR, yeR™
und
y = —3el7%
Berechnung von = in Abhéngigkeit von y:

Yy el—2z

Da y € R™, ist —y/3 positiv und In(—y/3) definiert. Damit erh&lt man

In (%) = 1-2
In(-y) —In(3) = 1-2z
22 = 1+1In(3)—In(—y)
v o= S(+() ().

Damit ist

fFfeR™ =R, fly = %(1 +1n(3) — In(—y)).

Losung 115.  Sei f(z) =y, d.h.

reRy, yeRS
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und
y = In(2z + 1).

Berechnung von x in Abhingigkeit von y. Da beide Seiten nicht-negativ
sind, kann man quadrieren ohne dass sich die Losungsmenge der Gleichung
dndert und erhélt

y> = In(2z+1)
R S |
W1 = 2
1
T = 3 (e(yz) — 1) .

Damit ist

fTPeRy = RE, fHy) =

(e(yz) — 1) .

DN | =

Losung 116.  Sei f(z) =y, d.h.
zel0,1], yel0,2]
und
y = 14sin(r(x —1/2)).
Berechnung von z in Abhéangigkeit von y.
y—1 = sin(n(z—1/2)).

Da y —1 € [—1,1] ist arcsin(y — 1) definiert.
Da w(x — 1/2) € [—7/2,7/2], ist

arcsin(sin(w(z — 1/2))) = =(z —1/2).

Damit erhalt man

arcsin(y —1) = w(x—1/2)
1
—arcsin(y—1) = xz—1/2
77
1
x = —arcsin(y — 1) + /2.
7r

und

FEDA 01, f ) = —arsiny — 1)+ /2

Losung 117.  Sei f(z) =y, d.h.

x €]0,1], ye€ Rg
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und

y = (In(z))*

Berechnung von x in Abhéngigkeit von y. Da beide Seiten der Gleichung
nicht negativ sind, kann man die Wurzel ziehen.

Vi = /(@)

vy = [ln(z)].
Da z €]0,1] ist In(z) < 0 und folglich |In(x)| = — In(z). Damit erh&lt man
die Gleichung
Vi = ()
nz) = —vj
r = e VY,

Die Umkehrfunktion ist daher

freRy =101, i y) =e VY
Sei g(z) =y, d.h.
r€[l,o0], yeR]
und
y = (n(2))*

Berechnung von z in Abhéngigkeit von y. Da beide Seiten der Gleichung
nicht negativ sind, kann man die Wurzel ziehen.

Vi = V@)
Vi = |h(z)].

Da z € [1,00[ ist In(x) > 0 und folglich |In(z)| = In(z). Damit erhélt man
die Gleichung

Vy = In(z)
r = evy,

Die Umkehrfunktion ist daher

g te Rg — [1,00], g_l(y) = eV,
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16 Trigonometrie

Losung 118.

o Wenn sich das vordere Zahnrad um Winkel o (im Bogenmaf}) dreht,
ist die Lénge des entprechenden Kreissegments rja;. Dies ist gleich
der Translation der Kette, die wiederum gleich dem Kreissegment des
hinteren Zahnrads ist. Somit hat man

riayp = T202
1
Qg = —Q7.
T2

¢ Das Drehmoment im vorderen Zahnrad ist
M, = F¢.

Da dieses Moment auf die Kette tibertragen wird, gilt fiir die Kraft
F' auf der Kette

F{ = F/T'1
, 4

FF = —F.
1

Diese Kraft wirkt nun tangential auf das hintere Zahnrad, so dass
man dort das Drehmoment

T2

M2 = F/’I"Q = (—=F
™
erhalt.
o Fir die Kraft F” gilt

M2 = F//Tg
1

o= Ltap = f2p
T3 r3r1

Losung 119.
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tan(z)
A
2m
A i - T
- T2 o
Losung 120.
arcsin(x) arccos(x)
71'/2 ,‘, T ,‘,
| | - X 71'/2
—1 1
1 \
,71'/2 € 1 1
Losung 121. Verschiebt man die Funktion um eine Einheit nach unten,

erkennt man dass es eine negierte Sinusfunktion mit Amplitude 2 ist. Die
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Periodendauer ist T' = m, folglich ist die Kreisfrequenz w = 27/ = 2.

Somit erhdlt man den Term

f(z) = —2sin(2z)+ 1.

Losung 122.  Es handelt sich um eine um eine Einheit nach oben und 7/3
nach rechts verschobene Cosinusfunktion. Die Periodendauer ist T = 27

und somit die Kreisfrequenz w = 1. Damit ist

f(x) = cos(z—7/3)+1.

Losung 123.  Die Cosinusfunktion hat ihre Nullstellen bei 7/2+ kr fiir k € Z.

Somit ist
cos(l/xz) = 0
genau dann wenn
1 T
- - g
T 2 o
1 1
= — = —, ke Z.
* 2+ 7k + 12)
Losung 124.
sin(z) + co.s2(a:) B sinQ(x).+cos2(ac) _ 1 .
sin(z) sin(z) sin(x)
Losung 125.
tan(z 4 7) = sin(x + ) _ — sin(x) _ sin(x) _ tan(a).
cos(z + ) —cos(x) cos(z)
Losung 126.
‘02 2 ;2
sin?(2) cos®(x) + sin®(z) 1
1 + tan? = 1 — _ .
+ tan’(z) + cos?(x) cos?(x) cos?(x)
Losung 127. Es gilt
sin(z) = 1
genau dann wenn
r = il + 2k, ke
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Damit ist
sin(3z —2) = 1
genau dann wenn
8z—2 = +2kn
38 = 247 +2kn
x = %(24—%—!—21%).

Losung 128.

Mit der Hilfsgrole h gilt

2+ h? = d?
(c—xz)>+n* = b

Subtrahiert man die Gleichungen, erhilt man

> —(c—2)? = a®-0b?

22— 42 —12> = a®-b

2er —c? = a®—b°
2er = a?—b%>+c2
a?® — b? n c
r = —.
2c 2

Losung 129.

) 2 1
sin®(a) = 1—cos(a) = 1—5
sin?(a) = 2/3
[sin(a)] = /23

sin(fa) = £+4/2/3.
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Losung 130.

1+tan2(a) = 4/1 +(Sin(a)>2

_ 14+ sin?(a)

cos?(a)

_ \/COSQ(Q) + sin?(a)

12(05)

Q
[}
7}

Losung 131.

1 B 1 1+ cos(z) — (cos(z) — 1)
cos(z) —1 1+ cos(x) (cos(z) — 1)(cos(x) + 1)
1+ cos(z) — cos(z) + 1

cos?(z) — 1

2

— sin?(z)

- sin?(z)

Losung 132. Im Spezialfall « = § folgt aus den Additionstheoremen
sin(2a) = 2sin(«@) cos(a)
cos(2a) = cos*(a) —sin?(a).
Damit ist

sin(2a)  2sin(a) cos(a)

tan(2a) = cos(2a)  cos?(a) — sin®(a)’

Dividiert man Zéhler und Nenner durch cos?(«), erhilt man

sin(a)

cos(a) 2tan(a)
n(20) = a7 tan?(a)
cos?(a)
Losung 133.
cos(r) cos(x) 1

sin(2z)  2sin(z)cos(z)  2sin(z)’
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Losung 134.

sin(a + ) + sin(a — §)

= sin(a) cos(B) + cos(a) sin(B) + sin(«) cos(—/3) + cos(a) sin(—p)
(a) cos(B) + cos(a) sin(B) + sin(«) cos(B) — cos(«a) sin(p)

= 2sin(«) cos(B).

C
= sin(a)c

Losung 135.  Mit der Substitution

y = a2-1
erhélt man die Gleichung
cos(y) = 1
Die Losungen sind
y = 2km, keZ.
Riicksubstitution.
-1 = 2=«
® = 2kr+1

Diese Gleichung hat nur dann Lésungen wenn 2km+1 > 0 bzw. k£ > 0. In
diesem Fall ist

r = =V2km+1

und die Losungsmenge ist

L = {&v2kr+1|keNo}.

Losung 136.

7r/4 K

1

In einem Quadrat mit Seitenléinge 1 hat die Diagonale einen Steigungs-
winkel 7/4. Es entsteht somit ein rechtwinkliges Dreieck mit zwei Katheten
der Lénge 1. Mit dem Satz des Pythagoras hat die Hypothenuse die Linge

V12412 = V2.
Damit gilt
sin (7/4) = cos(7/4) = 1/va.
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Losung 137. In einem gleichseitigen Dreieck ist jeder Winkel /3. Ohne
Beschrankung der allgemeinheit seien alle Seitenlédngen gleich 1. Fallt man
das Lot von einer Spitze auf die gegeniiberliegende Seite, wird diese Seite
halbiert und in der Spitze entstehen zwei gleich grole Winkel /6. Man
erhélt ein rechtwinklinges Dreieck mit

cos(7/3) = — = 1)z
sin(7/e) = - = 1/a.
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17 Differentialrechnung

Losung 138.
f'(x) = e cos(x)+ e (—sin(z)) = e*(cos(z) —sin(x)).
Losung 139.
fla) = 22(1 + 22) — 2%(22) _ 2z 4 273 — 223 _ 2x
1+ 227 1+ 227 T+ a2
Losung 140.
fl@) = V& = o
1 3 1 1-n 1, 1
! = — E71 = — n = /pl—n = e —
() e T ~Va Tt
Losung 141.
() = 1 +e %) cos (Vo —e ).
2z
Losung 142.
x
f@) =
, ozt l-z 1
Pl = Wi ~ e
Losung 143.
f'(x) = cos(z)cos?(z) + sin(x)2 cos(z)(— sin(z))

= cos®(z) — 2sin®(x) cos(z).

Losung 144.

cos(z) (¢* + 1) — sin(x)2e® (e® + 1)
(e= +1)*
cos(x) (e® 4+ 1) — 2e” sin(x)
(er +1)° .
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Losung 145.

f(z) = (sin(z)+ 2)—3/2
flx) = _g(Sin(a?) +2) 7" cos(x)
__ Benste)
24/ (sin(x) + 2)5'
Losung 146.
_ sin(e)
@) = cos?(x)
flz) = 2sin(x) cos(x) cos (Jclo—sj(l;l) ()2 cos(z)(—sin(z))
- QSin(x) cos®(x) + sin® () cos(z)
cos*(x)
_ sin(z) cos?(z) + sin® ()
cos3(x)
cos?(x) + sin?(x
= 2sin(x) (C(L:—(x) ()
_ 2sin(z)
cos3(x)
_ 2tan(x)
~ cos?(z)
Losung 147.
fl(x) = e"sin(z)+ x(e”sin(z) + e cos(x))

)
e’ sin(z) 4+ xe” sin(z) 4+ xze” cos(z)

e’ (sin(x) 4+ z sin(z) + x cos(z)).

Losung 148.

f@) = @)+ x% 1
= In(z)+1-1

= lIn(z).

)

Damit weif man bereits, dass zIn(z) — 2 eine Stammfunktion von In(x)

ist.
Losung 149.
o - 8
fie) = hia)% - :z:hi(a)
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Losung 150.

_ In(a)
—In(a)t In(a
fl(l') _ 2x - _ ( )2.
In(x) xIn(z)
Losung 151.
1
fla) = Veln(3) — 4/ exn(3) — (exln(?»)) & - e%
, =in(3) In(3) In(3)
fll@) = e 5 VaT=
Losung 152.
f(l‘) _ eln(QSi“(“")) — esin(z) In(2)
flz) = em@On@m2)cos(z) = 25@) In(2)cos(z).

Losung 153.

. (z+Ax)? — 2% + 2Az + Az?
lim
Axz—0 Ax
224 2eAx 4+ Az — 22+ 2Ax + Ax?
= lim
Az—0 Az
. 20Ax + 2Ax2 + 2Ax
= lim
Az—0 Az
= lim 2z +2Az+2
Az—0

= 2x+2.
Losung 154.
+ Az) —ax
! — 1 a(x
Y
. ax +alAzr — ax
= lm ——Mm——
Az—0 Az
alAx
= im
Az—0 Ax
lim a
Ax—0

= Q.
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Losung 155.

, . (x4 Ax)3 — 23
Fle) = Aligo Ax

— lim 23 + 322 Az + 3xAx? + Ax? — 28
Az—0 Az

— im 322 Az + 3zAx? + Ax?
Az—0 Az

= Aligo 322 4 3zAz + Az?

= 3z°.

Losung 156. Die Funktion f(z) ist 2m-periodisch. Folglich geniigt es, die Ex-
tremwerte in [—m, 7] zu suchen. Alle weitern befinden sich um ganzzahlige
vielfache von 27 verschoben.

flo) = —cos(x)

sin?(z)
Diese Funktion hat ihre Nullstellen dort wo cos(z) = 0 ist, d.h. bei

T = g+k7r, keZ.

Im Intervall [—m, 7] befinden sich somit zwei stationdre Punkte

r1p = 7T/2

o = —7T/2.
Die zweite Ableitung ist

sin(z) sin?(z) + cos(z)2sin(z) cos(x)

fx) =

sin(x)
sin®(z) 4 2sin(z) cos?(z)

sin*(z)

Auswerten bei den stationdren Punkten ergibt
') =1
fr=rp) =

Folglich ist x; ein Minimum und x5 ein Maximum. Damit hat man lokale
Minima bei

g+2k7r, kez

und lokale Maxima bei

—g+2k77, ke Z.
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Losung 157. Die Nettostromstérke, die in den See flie3t, ist
igu(t) — tap(t).

Dies ist gleich der zeitlichen Anderung der Wassermenge im See, d.h. ¢'(t).
Damit hat man

izu (t) - Zbab(t) = q/(t)
iab(t) = im(t) —q'(t).
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18 Integralrechnung

Losung 158.
i -2
F(z) = %2:5) — —4sin(3-2z) = 4sin(2z —3).
Losung 159.
/\/ax +bdx = /(ax—i—b)l/Qd;v

— 321

= 3/ (cw: +b) s C

= %\/(ax +0)3 4+ C.
Losung 160.

2.2

1
/x—i— dx
1 2z

Losung 161.  Substitution

d 1
u=1+¢e", —uzez, dxr = —du.
dzx er
Damit ist
/ € der = — —du
1+e® u er
\\/./

\ I
—
g
U
S

\
E B
e
£

da 1+ e* nie negativ ist.
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Losung 162. Die Regel der partiellen Integration besagt

/ f@)d @ = f(o)g(x) - / f(2)g(x)de.

Mit der Wahl

flx) = =
g (z) = sin(2)
erhdlt man
fll@) =1
g(r) = —cos(z).
Damit ist
/a:sin(a:) = x(—cos(x)) —/—cos(x)da:
= —:ccos(z:)—l—/cos(x)dx
= —zcos(x)+sin(z) + C.
Losung 163.

/(Qf(ac— 1) — g3z +1))dx 2/f(x—1)dx—/g(3x+1)dx

= 2F(z—1)— éG(Bx +1).

Lo6sung 164.  Substitution

du 1
2
= ~ =9 -
U o r, dx 2$du
ergibt
9 . 1
zsin(z)dr = xsin(u) Z—du
N
dx
.y
5 [ sin(w)du
1
= —=cos(u)+C
= ——cos(z?)+C
Losung 165.  Substitution
du 1

~ cos(x)
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Damit ist

[ - ?CO:?) =

= e “du
= —e "+C
e~ sin(x) +C
Somit ist eine Stammfunktion
F((E) _ e~ sin(z)
Losung 166.
o Substitution
d 1
u = sin(z), £ =cos(z), dr= con(@)
Damit ist
1
i de = d
/sm(m)cos(x) x /ucos(w) cos() )
——
dx
= /udu
1
= 7u2
2
1
= 5 sin?(z)
o Substitution
d 1
u = cos(x), ﬁ = —sin(x), dx= ~sn()

Damit ist

/ sin(z) cos(z)dr = / sin(z)u <Sin1($)>du

= —3 cos?(z).

Beide Ergebnisse sind Stammfunktionen von sin(x) cos(z) da

1 1 1 1
5 sin?(z) = 3 (1 —cos®(z)) = 573 cos?(z).
Die beiden Funktionen unterscheiden sich somit nur um einen konstanten

Summanden 1/2, der beim Ableiten wegfallt.
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Losung 167. Die Funktion 1/23 ist unstetig an der Stelle z = 0. Folglich
berechnet man zuerst fiir ein € > 0

14 1
/ —de = / x 3dx
1> z 1>

Anschliefend nimmt man den Grenzwert

im s (L 1) =
Ao\~ - %
e>0
Losung 168.
1 1 1
/len(2x3) = gxgln(2x3)—/§x3ﬁ6x2dx

1
= ga:?’ In(223) —/xgdx
1 1
= —2°In(22%) — =23
3 3
1
= gmg (In(22°) — 1) .
L6sung 169. Am einfachsten 16st man die Aufgabe mit einem Bild. Die
Funktion |z — 1| ist die Betragsfunktion um 1 nach rechts verschoben.

Damit sieht man, dass der Flidcheninhalt unter |x — 1| zwischen = 0 und
x = 3 gleich 1/2 + 2 sein muss.

|z —1]

2

AN
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Rechnerisch wiirde man wie folgt vorgehen: Um die Betragsstriche loszu-
werden, macht man eine Fallunterscheidung. Es gilt

-1 = r—1 fallsx>1
. ~  —(-1) fallsz<l.

Damit kann das Integral in zwei Teilintegrale zerlegt werden:

/03 o — 1|d /Ol(xl)d:v+/13(x1)dx
— —/Ol(a:—l)da:—&—/lg(x—l)dx
1 3
e

1 1
= —(—1>+9—3—+1

2 2 2
1 8
2+2
1
- 42
2+

Losung 170. Eine Stammfunktion von

sin(1/x)
@ = =
erhalt man mit Substitution:
1 du 1 9
U=, =g dr = —z°du

Damit ist

/ fla)dr = / sin(w) 2

da
= —/sin(u)du
= cos(u)+C
= cos(l/z)+C
Folglich ist
[j WD g = feos1/a)3,

= cos(0) — cos(m)
2.
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Losung 171. Da die Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse ist, gilt

| L
dr = 2/ dx.
/-1 NI o /Il

Da nun x > 0 im gesamten Integrationsbereich ist, kann man die Betrags-
striche weglassen und erhélt

|
—dx.
0 VT

Die Funktion ist nicht stetig bei z = 0. Folglich wéhlt man ein € > 0 und

berechnet zunéchst
1 1 y
2 / —dzx = 2 / x~ Pdx
£ \/E €

2 !
- 2{1/2}8
= 4[val,
= 4 (VI-Ve)
= 4—4/e.

Abschliefend nimmt man den Grenzwert

2

lim4— 4y = 4.

e>0

Losung 172. Die Wassermenge, die zwischen ¢ = ¢y und ¢t = ¢; geflossen ist,

ist
ty
/ i(t)dt.
to

Um die Wassermenge zwischen ¢y und dem variablen Zeitpunkt ¢ zu be-
kommen, muss man t; durch t ersetzen. Da dann sowohl die Obergrenze
als auch als Integrationsvariable ¢ heiflen wiirden und das verwirrend wére,
ist es iiblich, die Integrationsvariable umzubenennen, z.B. in 7. Der Name
spielt keine Rolle, da es sich um ein bestimmtes Integral handelt und am
Ende fiir 7 die Integrationsgrenzen eingesetzt werden. Man erhélt dann

q(t) = /t: i(7)dr.
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