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Ubungen zu Mathematik 1
mit Musterlosungen
Blatt 13

Aufgabe 1. Berechnen Sie die Losungsmenge der Gleichung

1000" — 2% 100* = 3= 107%.

Losung von Aufgabe 1. Mit den Potenzrechengesetzen gilt

1000* = (10%)®
= 10%
= (10)3.

Mit der Substitution v = 10% erhilt man somit

1000* = o®
100" = u?

und damit die Gleichung
w—2u? = 3u.

Da u # 0 fiir alle z € R kann man beide Seiten durch w teilen und erhélt

-2 =

u? —2u—3 =

Mit der Mitternachtsformel erhélt man

2+ /4412
Ui,2 e e—
2
= 1+2.
Fir u; = —1 existiert kein & mit 10* = u. Fiir us = 3 erhélt man
z = logy(3).

Aufgabe 2. Sei f € (R\ {0} x R) — (R\ {0} x R) definiert durch

ran) = (2:3)

Berechnen Sie einen Term fiir die Komposition f o f und vereinfachen Sie
den Term so weit wie moglich.



Losung von Aufgabe 2

f(f(z,y))

(#2)

:</
(57)
- (57)

Aufgabe 3. Eine Funktion f € R — R heifit ungerade wenn

‘)

f(=z) = —f(x) fiir alle z € R.

Sei f € R — R eine bijektive, ungerade Funktion. Zeigen Sie dass dann
auch f~! ungerade ist.

Hinweis: Sie miissen zeigen, dass fiir beliebiges y € R gilt
iy = ='W
Beginnen Sie mit der Annahme
fl=z) = —f(z) fiir alle z € R.

Da f bijektiv ist, gilt dies insbesondere auch fiir x = f~!(y), d.h. Sie
kénnen auf beiden Seiten z durch f~!(y) ersetzen. Danach muss man nur
noch umformen.

Losung von Aufgabe 3. Sei y € R beliebig.

Annahme:

fiir alle x € R. Fiir z = f~*(y) folgt hieraus

f= ) = —f( ).

Da f~! Umkehrfunktion von f ist,folgt hieraus

f=r) = —v.

Anwenden von f~! auf beiden Seiten ergibt
My = ().
Aufgabe 4. Beweisen Sie, dass die Funktion

f(x) = /[cos(z)|

keinen Grenzwert fiir £ — oo hat.



L6sung von Aufgabe 4. Sei

T, = 2mn
z, 2mn + /2.
Dann gilt
lim z, = lim 2], = oo
n—oo n—oo
aber
lm f(z)) = lim \/feos(a,)
= lim /|1]
n—oo
=1
. / _ : /
T f(a) = lim \/feos(a)
= lim /|0]
n—oo
=0
und somit

lim f(z,) # lim f(z),).

n—oo

Aufgabe 5. Definieren Sie eine Funktion f € R — R, die an der Stelle & = 2
stetig ist, dort aber nicht differenzierbar ist. Zeichnen Sie eine Skizze dieser
Funktion in der Néhe von Z.

Losung von Aufgabe 5. f(x) = |z —2|.
Aufgabe 6. Sei a € R beliebig und
fERT =R, f(z)=2"
Zeigen Sie, dass dann
ffeRT R, f(z)=az*"

Sie diirfen hierbei die Ketteneregel verwenden und die Ableitung der e-
und der In-Funktion. Hinweis: Nutzen Sie, dass

% = eln(xa) = e ln(x).
Losung von Aufgabe 6.
/
(ea ln(a;)) — e In(z) (a ln(x))'

o 1
= z%a—
x

= azz !
— ama—l



Aufgabe 7. In nachfolgendem Bild ist ein Wagen der Masse m an einer Fede-
rung mit Federkonstante D befestigt und kann sich reibungsfrei horizontal
bewegen. Die Position des Wagens zum Zeitpunkt ¢ sei s(t).

Auf den Wagen wirkt somit nur die Federkraft
Fp(t) = —Ds(t).

Das negative Vorzeichen kommt daher, dass diese Kraft nach links zieht,
wenn s(t) positiv ist.

Nach dem Trigheitsgesetz ist die Summe aller Kréfte auf einen Korper
gleich Masse mal Beschleunigung. Damit erhélt man die Gleichung

—Ds(t) = maf(t)
ma(t)+ Ds(t) = 0
ms”(t) + Ds(t) = 0.

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass die Beschleunigung gleich der
zweiten zeitlichen Ableitung der Position ist. Eine Gleichung dieser Form
heifit Differentialgleichung. Gesucht ist die Funktion s(t).

Anschaulich ist klar, dass der Wagen eine Schwingung ausfithren muss,
d.h. die Funktion s(¢) hat die Form

s(t) = asin(wt)+ bcos(wt).

Berechnen Sie damit s”(¢) und setzen Sie s(¢) und s”(¢) in die Differen-
tialgleichung ein. Da die rechte Seite Null ist, miissen die Koeflizienten
vor den Sinus- und Cosinustermen Null sein und Sie erhalten somit zwei
Gleichungen.

Berechnen Sie hieraus die Kreisfrequenz w der Schwingung. Verifizieren
Sie, dass eine harte Federung und eine geringere Masse zu einer schnelleren
Schwingung fiihrt.

L6sung von Aufgabe 7.

s'(t) = awcos(wt) — bwsin(wt)

s"(t) = —aw?sin(wt) — bw? cos(wt).

Einsetzen in die Differentialgleichung.

ms” (t) + Ds(t)
—maw? sin(wt) — mbw? cos(wt) + Dasin(wt) + Db cos(wt)
sin(wt)(—maw? 4+ Da) + cos(wt)(—mbw? + Db) =



Daraus folgen die beiden Gleichungen

—maw? + Da
—mbw?+Db = 0

Wenn der Wagen nicht in Ruhe ist, sind nicht sowohl a als auch b Null
und es folgt

—mw?*+D = 0
D
w? o= =
m
D
w =
m

Da D im Zé&hler steht und m im Nenner, fithrt ein grofleres D und ein
kleineres m zu einer héheren Kreisfrequenz w.

Aufgabe 8. Berechnen Sie alle lokalen Extrempunkte zu der Funktion
flx) = sin(z)e”

und entscheiden Sie anhand der zweiten Ableitung ob es Hoch- oder Tief-
punkte sind. Hinweis: Wenn man sin(x) und cos(z) im Einheitskreis ein-
zeichnet, erkennt man dass

sin(z) = —cos(z) fiir x =37/4 und © = —7/4.
Losung von Aufgabe 8.

flx) = sin(z)e”

f'(x) = cos(x)e” + sin(z)e”
= (sin(z) + cos(x))

(cos(x) — sin(x))e” + (sin(x) + cos(x))e”

= 2cos(x)e”.

e$

()

Nullstellen der ersten Ableitung hat man fiir

= 3n/a+ k27
= —7/a+ k27

fiir k € Z. Die zweite Ableitung ist im ersten Fall negativ, im zweiten Fall
positiv. Daher hat f(z) ein lokales Maximum fiir

x = 374+ k27
und ein lokales Minimum fir

x = —T/a+ k27

Aufgabe 9. Ein Taylor Polynom ist eine Approximation an eine Funktion f
in der Nahe des Entwicklungspunktes Z. Es stellt sich natiirlich die Frage,
wie gut diese Approximation im Arbeitsbereich [, Zmax] ist.



Allgemein ldsst sich zeigen, dass es fiir jedes x einen Wert £ zwischen &
und z gibt so dass

7!

n ) (s D)
fa) = LR ey + -,

Restglied

=0

Taylor Polynom p(z)

Der Approximationsfehler des Taylor Polynoms vom Grad n an einer be-
liebigen Stelle « € [Z, Tmax] ist damit garantiert nicht groBer als
‘mmax - i'|n+1

(n+1)!

wobei

LRGP

m = max

€€l Tmax]

o Sei p(x) das Taylor Polynom von f(x) = cos(z) zum Entwicklungs-

punkt & = 3 mit Grad n. Berechnen Sie mit o.g. Formel eine Ober-

grenze fiir den Approximationsfehler des Taylor Polynoms im Ar-

beitsbereich [Z, Tmax] fiir Zmax = 10 fiir beliebiges n, fir n = 10 und
fir n = 20.

o Sei p(x) das Taylor Polynom vom Grad 3 von f(z) = y/z zum Ent-
wicklungspunkt & = 1. Berechnen Sie eine Obergrenze fiir den Ap-
proximationsfehler von p(x) im Arbeitsbereich [£, Zmax| fir Zmax = 3.

Losung von Aufgabe 9.

¢ Da die Ableitungen der Cosinus Funktion immer zwischen 1 und —1
liegen, gilt

m = max
£E€[%,Tmax]

)] = 1.

Damit erhédlt man die Obergrenze fiir den Approximationsfehler
1
(n+1)!
Fiir n = 10 erhdlt man den Wert 49.5, fiir n = 20 den Wert 0.01.
e Die Ableitungen der Wurzel Funktion sind wie folgt.

n+1

fla) = a2
1
@) = 595_1/2
1
f”(l‘) — _Zx—3/2
n _ § —5/2
) =
15
" —  _2.-T)/2
@) = o
Im Intervall [1,3] ist die vierte Ableitung im Betrag maximal
15
m=—.
16



Aufgabe

Damit ist eine Obergrenze fiir den Approximationsfehler

152 155
164! 24 8
10. Sei
et —e ”
‘nh _
sinh(z) 5
cosh(z) = c te
2
Zeigen Sie, dass
sinh’(z) = cosh(z)
cosh’(x) = sinh(z).

Zeigen Sie, dass sinh(z) und cosh(z) fiir > 0 monoton steigend
sind.

Berechnen Sie das Taylor Polynom p(z) vom Grad 3 der sinh-Funktion
zum Entwicklungspunkt & = 0.

Berechnen Sie eine Obergrenze fiir den Abstand zwischen p(z) und
sinh(z) fir z € [0, 2].
Zeigen Sie, dass fiir alle x gilt

elel

|sinh(z)] <
|cosh(z)| < el

Sei pp,(z) das Taylor Polynom vom Grad n fir sinh(z) zum Entwick-
lungspunkt & = 0. Zeigen Sie, dass

lim p,(z) —sinh(z) = 0

n—oo
fir alle . Man erhélt somit beliebig genaue Approximationen an die

sinh-Funktion, wenn man den Grad des Taylor Polynoms grof} genug
macht.

Losung von Aufgabe 10.

sinh’(z) = %(e“’—(—l)e‘x)

cosh’(z) = =(e"+(=1)e™®)

= sinh(z).



e Taylor Polynom.

sinh(0) = 0

sinh’(0) = cosh(0) = 1
sinh”(0) = sinh(0) = 0
sinh”’(0) = cosh(0) = 1

Damit ist das Taylor Polynom der sinh-Funktion vom Grad 3 zum
Entwicklungspunkt & = 0

p(r) = sinh(0) + sinh’(0)(z — 0) + % sinh”(0)(z — 0)2 + % sinh”’(0)(z — 0)3
1 3
= z+ ?‘T .

e Zu zeigen: Fir x > 0 ist

sinh’(x)

cosh’ ()

0
0.

(AVARYS

Die e-Funktion ist streng monoton steigend auf ganz R. Sei z > 0.
Dann ist z > —z und folglich

er > e " und
e te ™™ >
Dabher ist
cosh(z) >
sinh(z) >
und damit auch
sinh’'(z) > 0
cosh’(x) > 0.

e Der Abstand zwischen Taylor Polynom und Funktion ist begrenzt
durch

w = max |sinh(¢)| _0)4.

. h////
max] | sinh"””(€) 41 €el0,2] 4!

£€[0,2 |

Da sinh(x) im Intervall [0, 2] monoton steigend ist, folgt

inh”’(¢)] = sinh(2).
Jnax | sinh™(£)) sinh(2)

Der Fehler ist somit begrenzt durch

16 2 _ -2
sinh(2)ﬂ = %



Da das Taylor Polynom fiir n = 3 und n = 4 gleich ist, erhielte man
sogar die bessere Grenze

N7 (2 — 0)5 _ 32
51;1%7);]|smh (§)|T = COSh(Q)ﬁO
2
_ 2 -2y 2
= (e“+e )15
~ 1.

e Da die e-Funktion monoton steigend ist, gilt
el > et

Weiterhin gilt e* > 0 fiir alle z. Damit ist

|e” —e™]
2

le”] + e

2

et +e "
2

elrl 1 elel
2

|sinh(z)| =

— ol

le” + e
2

et +e "
2

elzl 1 elel
2

= elol

|cosh(z)| =

IN

e Der Fehler zwischen Taylor Polynom vom Grad n und sinh-Funktion
an der Stelle x ist damit begrenzt durch

.1 (n+1) || ! €] ||+
max_|sinh )] < max elSl——
¢€l0,a] (n+1)! ¢e0,2] (n+1)!

I
(n+1)!

Da die Fakultdtsfunktion schneller wéchst als die Potenzfunktion,
geht der Fehler fir beliebiges = gegen Null wenn n gegen unendlich
geht.

Aufgabe 11. Ein See enthélt zu jedem Zeitpunkt ¢ die Wassermenge ¢(t) Liter,
wobei die Funktion ¢(¢) bekannt ist. Der See hat einen Zufluss aber keinen
Abfluss.

o Wie viele Liter Wasser flieflen in den See im Intervall [¢,¢ + At]?

¢ Die Stromstérke im Zufluss wird in Liter pro Sekunde gemessen. Wie
kann die Stromstérke in Abhéngigkeit von ¢(t) berechnet werden?



o Es ist viel einfacher, die Stromstérke i(¢) zu messen statt ¢(t). Kann
q(t) aus i(t) berechnet werden?

o Stellen Sie eine moglichst einfache Formel zur Berechnung von ¢(t)
in Abhéngigkeit von i(¢) auf wenn zusétzlich bekannt ist, dass ¢(0) =
100 Liter.

o Berechnen Sie ¢(t) wenn ¢(0) = 100 Liter und i(t) = 1 + sin(¢) Liter
pro Sekunde.

Losung von Aufgabe 11.

o Im Intervall [t, ¢+ At] flielen
q(t + At) —q(t)

Liter den See.
o Fir die Stromstérke gilt

i(t) = lim

Ohne Startwert ist jedoch nicht klar, welche Stammfunktion genom-
men werden muss.

o Wenn zusétzlich ¢(0) = 100 gilt, kann man ¢(t) berechnen durch

o) = /Ot i(r)dr +C

0
4(0) = / i(r)dr +C
0
= C = 100.
und damit
¢
q(t) = / i(7)dr + 100.
0
o Fiir i(t) =1 + sin(t) ist somit
¢
q(t) = / (1 4 sin(7))dr + 100
0

[T — cos(T)]g, + 100
t — cos(t) + cos(0) 4+ 100
t — cos(t) + 101.

10



Aufgabe 12. Sei f € R — R eine stetige Funktion und

o) = [ " fw)du.

Zeigen Sie, dass ¢ eine Stammfunktion von f ist und dass g(0) = 0 gilt.

Losung von Aufgabe 12. Sei F eine Stammfunktion von f. Dann gilt

/: flu)du
[F'(uw)]g

9()

d.h. g(z) und F(z) unterscheiden sich nur um eine additive Konstante
F(0). Damit ist g(x) genau wie F(z) eine Stammfunktion von f(x). Aus

folgt

L6sung von Aufgabe 13. Sei z = a + jb. Umformen der Gleichung ergibt

dann
(a+4b)* = 1—(a—jb)
a?+2jab—b> = 1—a+jb
a>+a—-1-0+;j(2ab-0) = 0.

Die Gleichung muss fiir Real- und Imaginérteil erfiillt sein. Folglich erhélt
man zwei reelle Gleichungen:

a?4+a—-1-0 = 0
2ab—b = 0.

Die zweite Gleichung ist erfiillt falls b = 0 oder a = 1/2.
e Fall b = 0. Die erste Gleichung ist erfillt falls

a>+a—-1 = 0

-1+v1+4

2
—1++5
—

@12 =

11



o Fall @ = 1/2. Die erste Gleichung ist erfullt falls
1 1

S4+-—1 = b
1t3
1
-~ =
4

Da b reell ist, hat diese Gleichung keine Losung.
Die Gleichung hat somit nur die beiden reellen Losungen

—1++5
2’172 = T

Aufgabe 14. Zeigen Sie, dass fiir jede komplexe Zahl z gilt

re(jz) = —im(z)
im(jz) = re(z)
Losung von Aufgabe 14. Sei
z = a+jb.
Dann ist
re(jz) = re(j(a+jb))
= re(ja —b)
= b
= —im(z)
im(jz) = im(j(a+ jb))
= im(ja —b)
= a
= re(z).
Aufgabe 15. Sei z € R und
ed(@+1)
e*(1+4)

Berechnen Sie |z| in Abhéngigkeit von x.

Losung von Aufgabe 15.
eJ(z+1)
e*(1+7) ‘
|ed(@+1)|
le*(1 4 7))
1

le”|v2
1

ew\/i'

12



Aufgabe 16. Begriinden Sie, weshalb

lim ("M = .
Tr—r0o0

Berechnen Sie dann

o
/ e~ % cos(z)dz.
0

Hinweis: Stellen Sie die cos-Funktion als Realteil einer komplexen e-Funktion
dar.

Losung von Aufgabe 16.
6(71+j)w _ efazejz

= e “cos(x) + je T sin(z)

lme™ = 0
xTr—r0o0

und die sin- und cos-Funktion beschréankt sind, folgt

lim e ®cos(z) = 0
Tr—r 00
lim e #sin(z) = 0
Tr—r00

und somit
lim 17 = 0.
T—0o0

Damit ist

/ e Tcos(x)dr =
0

0
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Aufgabe 17. Definieren Sie den Begriff

“x ist k-fache Nullstelle der Funktion f”.

Losung von Aufgabe 17. x ist k-fache Nullstelle von f wenn gilt

flx) =0

fll@) =0
FED () : 0 und
@) # o

Aufgabe 18. Berechnen Sie die Polynomdivision
(¥ +z+1) : (202 +1).
Losung von Aufgabe 18.

B +z+1l _ 1 %erl

22 +1 ¥ Ty

Aufgabe 19. Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von

1
4 —1

flz) =

Losung von Aufgabe 19. Nullstellen des Nenners:

-1 = 0
=
hat Losungen +1, +j5.
Ansatz der PBZ:
1 C1 C2 C3
- =~ = + + -+
(z=D(x+1)(x—7)(z+7) r—1 x+1 x—7j
bzw.
L = clr+1)(z—j)(x+7)+c(r—1)(z—j)(z+7)

+ alr -+ 1)@ +7)) + (e - 1)@+ 1)@ - ).

Spezialfall z = 1 ergibt

1 = 20(1—§)(14j) = 4e
o - 1
LTy

14



Spezialfall z = —1 ergibt

1 = —262(—1 — ])(—1 +j) = —462
1
Cy = —1

Spezialfall x = j ergibt

1 = 2jes(G-1)G+1) = —4j
1 J
C = _— = =
8 45 4
R
C4 = C3 = —i.

Damit erhilt man

1/4 n —1/4 N i/a n —i/a

z—1 z+1 =x—35 zx+7j

flz) =

Aufgabe 20. Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von

222 — 8x — 8
@+ 172
Hinweis: Berechnen Sie zuerst die Konstanten, die man leicht durch Spezi-

alfalle bekommt und setzen Sie diese ein. Die restlichen Konstanten erhalt
man dann sehr einfach.

Losung von Aufgabe 20. Faktorisierung des Nenners.

(22 +4)? = ((e-2))(=+2)° = (z—25)*(x+25)%
Damit ist
202 — 8x — 8 _ 222 — 8x — 8
(22 +4)2 (2 —2))%(z+25)?

Ansatz der Partialbruchzerlegung.

222 — 8z — 8 c1 Co c3 Cq

- - = -+ — + -+ -
(x —25)2(x +2j)2 x—2j (x—25)2 x+2j (x+2§)?

Multiplikation mit dem Nenner.

222 —8x — 8
= ci(z—29)(x+25)% + ez + 25)% + e3(x — 29)%(x + 25) + ca(z — 27)?

e Spezialfall x = 2j.

—16— 165 = co(4j)?
~16—-165 = —16¢y
ca = 1+

15



e Spezialfall x = —2j.

—16+16] = c4(—4j)?
—16+16j = —16¢4
ca = 1—7
Einsetzen von ¢o und c4.
eaw+2§) +eale—25) = (1+5)(@+2§)>+ (1 —j)(z—25)?

= 2re((1+j)(z+25)?)
2re((1+ ) (@? + 4ja — 4))
2(902 —4— 435)
= 22° -8z — 8.
Damit ist
207 — 8z — 8
= ci(z—2§)(x+25) +c3(x — 29)%(z + 2j) +22° — 8z — 8
0 = ci(z®+4)(x+25) + cs(x® +4)(z — 2j).
Folglich ist
cp = c3 = 0.
Die Partialbruchzerlegung ist
222 — 8x — 8 14 1—j

(@2 +4)2 (2-25)?  (z+2)%

Aufgabe 21. Berechnen Sie eine Stammfunktion von

x
flx) = 2941
Losung von Aufgabe 21. Faktorisierung des Nenners.
-2 +1 = (z—1)>2
Ansatz
@ j:1)2 = ;3 @ i21)2
x = cle—1)+c
r = crx+c—cC
Damit ist
cic = 1
cg = 1
und
1 1
f@) = T3+ oy
1
F(z) = In(z-1])— pr|
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