Heilbronn, den 25.6.2026 Prof. Dr. V. Stahl SS 26

Ubungen zu Mathematik 1
mit Musterlosungen
Blatt 15

Aufgabe 1. Sei

FERF SR, fa) = (o). )
geR? =R, g(z,y)=1+z+y
Berechnen Sie fogund go f.
Losung von Aufgabe 1.
fog € R*-R?
(fog)z,y) = [flg(z,y))
= fl+]z+yl)
- (1n(1+ &+ 1),
gof € RT = RT
(gof)x) = g(f(x))

= g(mo).1)

1
1 _
n(@)+ -

1
1+|x+y|)

Aufgabe 2. Gibt es eine Relation R so dass

({1,2,3}, {3}, R)

eine Funktion ist? Falls ja nennen Sie eine solche Relation, falls nein geben
Sie eine kurze Begriindung.

Losung von Aufgabe 2. Die einzige Moglichkeit ist R = {(1,3),(2,3),(3,3)}.
Aufgabe 3. Die Funktion f € R** — R*? mit
f(z1,22) = (2122, 71 /72)

ist bijektiv. Berechnen Sie f~1(8,2) und finden Sie dann einen Funktions-
term fiir f~1.

Losung von Aufgabe 3. Gesucht sind Zahlen zq, 2> € Rt so dass

L1T2

x1/xe =



Aus der zweite Gleichung folgt 1 = 2x5. Einsetzen in die erste Gleichung
ergibt 203 = 8 bzw. x5 = 2. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt z; = 4.

Somit ist
F718,2) = (4,2).
Sei
f(xh-TQ) = (y1792)7
d.h.
Y1 = T1x2
Yya = x1/xa.

Aus der zweiten Gleichung folgt

L1 = Y222
Einsetzen in die erste Gleichung ergibt

Y1 = yﬂ%

und somit
T2 = \Vy1/y2-

Einsetzen von x5 in
T1 = Y272

ergibt
1 = Y2/ y1/y2 = VYiy2.

Somit ist f~1 € RT* — R*? definiert durch
fy,y2) = (Vywe, \/M)-
Aufgabe 4. Die Funktion
fe®x®\{0}) = (Rx(R\{0}),  fla1,22)= (21 +2,1/22)
ist bijektiv. Berechnen Sie einen Funktionsterm fiir f~1.
Losung von Aufgabe 4. Es gilt
f(@1,22) = (y1,2)
genau dann wenn
T 1 ye) = (21, 22).
Gegeben ist nun (y1,y2), gesucht (z1, z2). Weiterhin ist bekannt, dass
(y1,92) = (21 + 22, 1/22).
Aus dieser Gleichung von Paaren folgt

Y1 = T1+ T2
y2 = 1/xs.



Aus der zweiten Gleichung folgt
Xro = 1/y2.

Einsetzen in die erste Gleichung ergibt

1 = Y1 — X2
= y1—1/ya.
Damit ist
Fryy) = (y1—1/y2,1/y2).

Aufgabe 5. Ist die Funktion
f=({0,1},{0,2},{(0,2), (1,0)})
invertierbar? Falls ja berechnen Sie die Umkehrfunktion.

Losung von Aufgabe 5.

S =({0,2},{0,1},{(2,0),(0,1)}).

Aufgabe 6. Sei f € R — R an der Stelle & differenzierbar. Zeigen Sie, dass
dann gilt

f(2) = f(& = Ax)

Az—0 Ax

Hinweis: Die Ableitung ist definiert durch

1A _ . f(.’i‘—l—A.’L‘)—f(i’)
fl@) = Jim Ar

)

Laut Definition des Grenzwerts einer Funktion bedeutet dies, dass fiir jede
Folge x,, mit

lim z, =0 und z, #0 fiir alle n € N

n— oo
gilt, dass

n—00 Ty

Sie miissen nun zeigen, dass fiir jede beliebige Folge y,, mit

lim y, =0 und ¥y, # 0 fir alle n € N

n—roo

gilt, dass

R (G RN

n—oo yn

Wéhlen Sie z,, = —y,-



Losung von Aufgabe 6. Sei y,, eine beliebige Folge mit
lim y, =0 und y, # 0 fir alle n € N.
n—oo

Zu zeigen:
n—oo Un,
Sei z,, = —y,. Dann ist
li_>m Ty, = 0 und x, # 0 fiir alle n € N.
Damit ist
lim f(x)_f(x_yn) lim f(x)_f(x"_xn)
n— 00 Un, n— o0 —Tn
n—o0 T
= fl(@)
Aufgabe 7. Sei
flz) = sign(z)z”
wobei
1 fallsx >0
sign(z) = -1 fallsz <0
0 fallsxz =0.

Zeigen Sie, dass f(x) an der Stelle & = 0 differenzierbar ist obwohl sign(x)
an der Stelle £ = 0 einen Sprung hat. Berechnen Sie die Ableitung von
f(z) auf ganz R und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

Losung von Aufgabe 7. Fir z > 0 gilt

f(z) @’

f'(@) 2
Fiir x < 0 gilt

f(x) —a?

fl(x) = -2z

Fir Z = 0 berechnet sich die Ableitung durch den Grenzwert

f(@+ Ax) — f(2)

! (A — 1
FE = T A
— lm sign(2 + Az)(2 + Az)? — sign(2)22
A0 Ax
— lim sign(Az)Az?
o Az—0 Az
= AlimO sign(Ax)Azx
r—
= 0



Da der Grenzwert existiert, ist f an der Stelle & = 0 differenzierbar und
F'0) = o
Insgesamt ist

2¢ fallsz >0

fl(x) = —2z fallsz <0
0 fallsz=0
= 2lz|
Aufgabe 8. Sei
z+y
flay) =

3zsin(y) +1°

Berechnen Sie
0 0
%f('ray) und @f(xa y)

Losung von Aufgabe 8.

3zsin(y) + 1 — (z + y)3sin(y)
%f(ac, v = (3x sin(y) + 1)2
1 — 3ysin(y)
(3xsin(y) + 1)2
3zsin(y) + 1 — (z + y)3z cos(y)
(3xsin(y) + 1)2
1 ~ 3x(z +y) cos(y)
3zsin(y) +1  (3zsin(y) +1)2

7yf(z7y) -

Aufgabe 9. Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von
fly) = wsin(z+y)e™
und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

Losung von Aufgabe 9.

0
2 fley) = sin+y)e + alcos(a +y)e + sin(e + y)ye™)
= e"(sin(z +y)(1 + zy) + x cos(xz + y))
D fley) = aleos(a+ ) +sin(e +y)ae™)
Y

= e"(zcos(z+y) + 2”sin(z +y)).

Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass

/ab flx)dz = —/ba f(z)dz.



Losung von Aufgabe 10. Sei F(z) eine Stammfunktion von f(x). Dann gilt

-/ @) = — [P

Aufgabe 11. Berechnen Sie

Losung von Aufgabe 11. Umformen.

/ln(:;?’)zdx _ /(31na(jx))2dw.

Substitution.
g = In(z)
4 _ 1
dz =z
de = xdg.
Damit ist

/(Sln(x))de = /(3?2xdg

= 9/92d9

= 34+ C
= 3ln(z)?

Aufgabe 12. Berechnen Sie fiir eine beliebige Funktion f(z) das Integral

/ F(2) ' (@)de.

Losen Sie die Aufgabe einmal mit Substitution und einmal mit partieller
Integration.

Losung von Aufgabe 12.

e Losung mit Substitution.

u = f(z)
du ,
dr = f(z)
1
de = mdu



Damit ist

[t@r@i = [u@

[1@r@is = f@re - [ £@i
2 [f@)f@is = j@?C
[r@r@ = ji@rc

Aufgabe 13. Sei a € R beliebig und f € R — R stetig. Zeigen Sie, dass

d x
& | fwa = f@
fiir alle z, fiir die das Integral existiert.

Losung von Aufgabe 13. Sei I eine Stammfunktion von f. Dann gilt

d [* d ©
el RO L)

d
= L (F(a) - Fla)
d d
= %F(x)—%F(a)
= f(z)

Die Ableitung von F'(a) nach z ist Null, da F(a) eine Konstante ist.

Aufgabe 14. Berechnen Sie

2
/ sin(|z + 1| — 2)dx.
-2

Hinweis: Fiithren Sie eine Fallunterscheidung durch, ob x + 1 positiv oder
negativ ist um die Betragsfunktion zu eliminieren. Zerlegen Sie dann das
Integral in zwei entsprechende Teilintegrale.

Losung von Aufgabe 14. Es gilt

i - >
sin(lz +1]—2) = { sin(z+1-2) fallsz+1>0

sin(—(x+1)—2) fallsz+1<0
_ sin(zx —1) fallsz > —1
- sin(—x —3) fallsz < -1



Damit gilt

2 -1 2
/ sin(lz + 1| —2)dz = / sin(—xz — 3)dx —|—/ sin(z — 1)dx

-2 —2 -1

= —/2 sin(z + 3)dx + / ) sin(x — 1)dz
= —[~cos(z+3)] 73 + [~ cos(z — 1)]%,

= [cos(z 4 3)]=3 — [cos(x — 1)]%,

= cos(2) —cos(1) — (cos(1) — cos(—2))

= cos(2) — cos(1) — cos(1) + cos(2)

= 2cos(2) — 2cos(1).

Aufgabe 15. Berechnen Sie folgende bestimmte Integrale:

5
/ 23dx
1

/4 sin(3x)dx

-2

-1
/ e 2 dy
-3

Losung von Aufgabe 15.

5
/1x3da: = [1/4x4ﬁ

= 1/4(5* —1%)
156
4
[ zsin(?)x)dx = [—cos(3xz)/3]%,

= —1/3[cos(3z)]%,
—1/3(cos(12) — cos(—6))
= 0.03877

-1
/ ey = [—1/26_2”3]:;

= —1/2[e%]
= —1/2(e* — €%
= 198.02



Aufgabe 16. Sei f(t) eine T-periodische Funktion, d.h.
fE+T) = f(t)

fiir alle t. Zeigen Sie, dass fiir beliebiges a gilt

/a ot = /O .

Anschaulich bedeutet dies, dass die Fldche unter f(¢) in einer Periode
unabhéngig davon ist, wo die Periode beginnt. In folgendem Bild wird
dies am Beispiel einer Sdgezahnfunktion dargestellt.

f(t) £t

A
y

A
YV

o
~
S
IS
+
~

Hinweis:

o Zerlegen Sie das Integral in zwei Teilintegrale:

a+T 0 a+T
a a 0

e Fiihren Sie im ersten Integral eine Substitution u = ¢ + T' durch.
Dadurch éndern sich die Integrationsgrenzen zu

T
/a+T

e Im Integrand dieses Integrals nutzen Sie nun die Periodizitit von f,
indem Sie f(u — T) durch f(u) ersetzen. Die Integrationsvariable u
ersetzen Sie danach wieder durch ¢.

e Da die Integranden der beiden Integrale nun wieder gleich sind, konnen
Sie die Integrale zu einem Integral zusammensetzen. Sie miissen hier-
zu lediglich die Reihenfolge der Summanden vertauschen.

T a+T a+T T
/ +/ _ / +/
a+T 0 0 a+T

L6sung von Aufgabe 16.

/a " riar = /ao FO)dt + /Oa+T F(t)dt.



Substitution im ersten Integral.

u = t+7T
du
— =1
dt
du = dt
t = u-—"1T.

Damit ist

/:+T fdt = /aJTrT flu—T)du+ /OHT F(t)dt.

Da f(t) eine T-periodische Funktion ist, gilt
fu-T) = f).

Damit ist

/anrT f(t)ydt = /:FT flu)du + /Oa+T f(t)dt.

Die Integrationsvariable darf beliebig umbenannt werden. Ersetzt man im
ersten Integral u wieder durch ¢, erhdlt man

a+T T a+T
/a Fydt = L+Tf(t)dt+/0 F(t)dt

a+T T
/ F(t)dt + / S

0
T
F(t)dt.
0

Aufgabe 17. Sei f € R — R. Dann ist die Funktion
F(z) = / f(u)du

eine Stammfunktion von f(z). Der Beweis geht wie folgt: Sei F' eine
Stammfunktion von f. Dann ist

F(x)

|t
]’
= F(z) — F(-).

A~

Da F'(—o0) eine Konstante ist, gilt

Fl(z) = F'(z)

10



Somit ist F’'(z) = f(z) und daher F(z) eine Stammfunktion von f(z).

Sei nun
flx) =

Da die Fliche unter f(x) Null ist, ist

1 firz=0
0  sonst.

/ flu fiir alle z.
Damit ist aber

F'(z) # f(z) firz=0
und somit ist F(x) keine Stammfunktion von f(x) im Widerspruch zu

obiger Aussage. Woran liegt’s?

Losung von Aufgabe 17. Die Flichenberechnung mit Hilfe der Stammfunk-
tion setzt voraus, dass f(x) im Integrationsbereich stetig ist. Die gegebene
Funktion f(z) ist jedoch an der Stelle z = 0 nicht stetig. Tatséchlich hat
f(z) keine Stammfunktion: Es gibt keine Funktion F'(x), die iiberall Stei-
gung 0 hat, nur an der Stelle z = 0 die Steigung 1.

Aufgabe 18. Berechnen Sie

/ xe Tdx.
0
L6sung von Aufgabe 18.

o0 o0
— — oo —
/ re fdr = [aze I]O —/ —e Pdx
0 — Jo
=0

[
- [T
= —(0-1)

1.

Aufgabe 19. Berechnen Sie die kartesischen Koordinaten von

_ 2+
o 2-35 "
Losung von Aufgabe 19.
(2+4)2  (4+45-1)(2+3j)
2-35 13
= 34+ 45)(2+3j
13( +45)(2 + 374)
= 6495 +85 —12
13( + 95 +8j — 12)
1
= 1
13( 6+ 175).

11



Damit ist

6 17

re(z) = EL im(z) = ER

Aufgabe 20. Berechnen Sie Realteil, Imaginérteil und Betrag der komplexen

Zahl
; 1+
= —.
Losung von Aufgabe 20.
1+7  _ (1+5)0G-1)
1 - .
1_jT1 7—1-1
e EY)
ji—2
_ 2
= i
B 2
2—-J
o 2(24)
B 5
o 4+2y
= e
Damit ist
4
re(z) = 5
2
im(z) = £
] V20 2V/5 2
zl = — = — = —.
5 5 V5

Aufgabe 21. Zeigen Sie dass fiir alle komplexen Zahlen z, 21, 2o und n € N gilt

Z122 = 72122
Z1+22 = z1+ 29
zZ" = ",

Zeigen Sie hiermit, dass fiir jedes Polynom mit reellen Koeffizienten
f(Z):anzn+an—1zn71+---+a12+ao, a; € R

gilt o
f(Z) = 1(2).

Begriinden Sie damit wiederum, dass die Nullstellen eines Polynoms mit
reellen Koeffizienten immer in konjugiert komplexen Paaren auftreten.

12



L6sung von Aufgabe 21. Sei
z=rel%, 2 =717 =ay +jbi, 23 =19€7%2 = ay + jbs.

Dann ist

2122 = rlejsal r2ej§02
T1€7j¢1T2€7j<p2
(p1t+e2)

rirge 7

= ryrgei(eitez)

5
Zi+7z2 = a1 —jbi+az— jby
a1 + az — j(b1 + bz)
21 + 2.
zn = (re*j“")n

= e I¥

rreine

= 2"
Sei
f(Z):anzn+an—1zn71+---+a12+a0, a; € R

beliebig aber fest. Dann gilt

f@) = a4+ a, 12" ...+ aZ+ag
= anﬁ+an_1ﬁ+...+a12+ao
= G4 a1 . +aiz+ag
= ApZ" +Op_12" 1+ ...+ az+ag
= ap2" Fap_12" 1+ ... daiz+ag

f(z).

Ist z eine Nullstelle von f, d.h.

dann gilt
d.h. auch Z ist eine Nullstelle von f.

Aufgabe 22. Berechnen Sie die Polarkoordinaten von

(j = Dl
27 '

13



Losung von Aufgabe 22.

(j—1)ed™/? /2634 ei™/
2j 2e17/>

V2
1

V2

j77r/12

Damit ist
1 s
r = — = —.
ok ¥ 12

_ L iy

Aufgabe 23. Finden Sie eine Menge B so dass die Funktion

feCoB, fz)=vz
bijektiv ist.

Losung von Aufgabe 23. Die Funktion ist injektiv: Wenn z; # 2o dann ist
auch /z1 # \/z2. Damit die Funktion auch surjektiv ist, muss gelten

B = {Vz|z€C}

{(Vre?? |r e RS, -7 < < 7}

{re?|r e RY, —7/2 < ¢ < 7/2}.

Aufgabe 24. Die reelle e-Funktion ist streng monoton steigend und damit in-

jektiv. Ist auch die komplexe e-Funktion
feC—C, fz)=¢"
injektiv? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Losung von Aufgabe 24. Seien z1, zo € C mit
Zo = 21+ 27
Dann ist z; # 29 aber
o7 — emH2m . gm2mi
=1

Folglich ist die komplexe e-Funktion nicht injektiv.

et

Aufgabe 25. Der Zusammenhang zwischen Spannung u(t) und Stromstérke
i(t) an einem Widerstand R ist durch das Ohmsche Gesetz gegeben:

i(t) = S

Schwieriger ist der Zusammenhang zwischen Spannung und Stromstéarke
an einem Kondensator und an einer Spule. Im Spezialfall einer Wechsel-

spannung

u(t) = wpcos(wt+ p)

mit Amplitude ug, Kreisfrequenz w und Phasenwinkel ¢ kann man das
Problem jedoch sehr einfach mit komplexen Zahlen 16sen:

14



e Zunéchst wird u(¢) komplex in Polarkoordinaten dargestellt.
u(t) = re(uge? @),

e Nun wechselt man ins Komplexe und schleppt den Imaginérteil mit.
Damit ist u(t) eine komplexe Spannung

u(t) = uge? WP,
¢ Im Komplexen gilt fiir Spulen und Kondensatoren das einfache, Ohm-
sche Gesetz. Der komplexe Widerstand eines Kondensators mit Ka-
pazitit C bzw. einer Spule mit Induktivitat L ist
1 .
R = — bzw. Rp = jwL.
jwC
Die Widerstinde héngen von der Kreisfrequenz w ab. Bei hoher Fre-
quenz ist der Betrag des komplexen Widerstand eines Kondensators
klein, der einer Spule gro8.

e Man erhélt nach dem Ohmschen Gesetz somit komplexe Strome

t ,

ity = % = uge! @) juC  baw.
c

i(t) = ut) _ M
Ry, JwlL

e Zum Schluss kehrt man in’s Reelle zuriick und nimmt von den be-
rechneten, komplexen Stromen den Realteil.

u(t) = up cos(wt + ¢) i(t)
Komplex \L Realteil T
) Ohmsches Gesetz ) u(t) A u(t)
u(t) = uged W) i(t) = R bzw. i(t) = 3
RC = ij(ﬁ RL = ij

o Berechnen Sie auf diese Weise i(¢) fiir einen Kondensator C bzw. eine
Spule L, an denen die Spannung

u(t) = wugcos(wt+ @)

anliegt und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich. Am
Einfachsten geht es, wenn Sie R¢c und R in Polarkoordinaten dar-
stellen, in Polarkoordinaten multiplizieren bzw. dividieren und das
Ergebnis in kartesische Koordinaten umrechnen um den Realteil zu
erhalten.

e Wie bei Ohmschen Widerstdnde werden auch komplexe Widerstiande
addiert, wenn sie hintereinandergeschaltet werden. Berechnen Sie den
Gesamtwiderstand, wenn ein Kondensator mit C' = 2 Farad, eine
Spule mit L = 3 Henry und ein Ohmscher Widerstand mit R = 5
Ohm hintereinandergeschaltet werden bei einer Kreisfrequenz von
w =2 rad/s.

15



Losung von Aufgabe 25. Kondensator in Polarkoordinaten.

1
jwC
_ L

wC

Re =

Komplexer Strom durch Kondensator.
, u(t)

) = —2
it =

— UOej(thrw)wCejﬂ/?

o Cel @HetT/2)

Reeller Strom durch Kondensator.

re(i(t)) = wuowC cos(wt+ ¢ + 7/2).

Spule in Polarkoordinaten.

RL = ij
wLel™/?

Komplexer Strom durch Spule.

) u(t)

— %ejmmeﬂw/z
M0 j(wtto—m/2)
wlL

Reeller Strom durch Spule.
re(i(t)) = o (Wt + ¢ —7/2)
e(t 7 cos + .

Hintereinanderschaltung eines Kondensators mit C' = 2 Farad, einer Spule
mit L = 3 Henry und einem Ohmschen Widerstand mit R = 5 Ohm bei
w =2 rad/s.

1
R+Rc+R, = R+—— +jwL
jwC

1

= 5
5

+6J

_ s_das
= 5 4+6j

20 — j + 24j
1

20 + 23

—

16



Aufgabe 26. In der Regelungstechnik (4. Semester) spielen sog. Standard Ubert-

ragungsglieder eine wichtige Rolle. Ein Beispiel ist das PT1-Glied, das
durch eine Ubertragungsfunktion
1
G = —
() 1+ Tjw

gegeben ist mit w,T" € RT. Anschaulich handelt es sich um ein System,
das eine Schwingung mit Kreisfrequenz w um den Faktor |G(w)| verstirkt
(Amplitudengang) und zu einer Phasenverschiebung <G (w), Phasengang

flihrt.
Berechnen Sie Amplituden- und Phasengang des PT1-Gliedes in Abhéngig-
keit von T" und w.

Losung von Aufgabe 26. Der Nenner 1+7'jw hat Realteil 1 und Imaginérteil
Tw > 0. Damit hat man die Darstellung in Polarkoordinaten

1+ Tjw = 1+ (Tw)2 el mit o = arctan(Tw).
Folglich ist
Gl =
und
<Gw) = -«
= —arctan(Tw).
Aufgabe 27. Sei A € C. Zeigen Sie, dass
fa e =0
genau dann wenn
re(A) < 0.
Losung von Aufgabe 27. Sei
A = a+jb mita,beR.
Dann gilt
M= platib)t
oat bt
e (cos(bt) + j sin(bt)).
Damit gilt
fig e =0
genau dann wenn
tlggo e =0

Dies ist wiederum genau dann der Fall wenn a < 0 bzw.

re(A) < 0.

17



Aufgabe 28. Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung
2 = (144)2%

Losung von Aufgabe 28. Umformen in Polarkoordinaten:

A+ = (Ve

= 2¢7/2
2 = (re”)5
rPel®%,
Lésen der Gleichung
roei®? = 2eiT/2
r=
50 = w/24 27k
o = 110+27r§, k=0,1,2,3,4.
Losungen
z = 20T =0,1,2,3,4.

Aufgabe 29. Berechnen Sie alle Lésungen der Gleichung
2341 =1
Losung von Aufgabe 29. Umstellen der Gleichung ergibt
2= 1=2e"

Sei z = re/¥. Dann ist
Die Gleichung ist damit

P37 = /26074,

Folglich gilt fiir den Betrag r von z

r3 = V2
1
3
rTo= —
V2
1
r o= —.
V2
Fiir den Winkel ¢ gilt
3
3p = £+2lm
m 2km
= —— - — k=0,1,2.
SD 4 3 ) ) )
Damit ist
p o= LemimGaes) g g9

V2

18



Aufgabe 30. Sei f € R — C eine Funktion, die jeder reellen Zahl x eine
komplexe Zahl f(x) zuordnet. Man kann den Funktionswert von f an der
Stelle = in Realteil und Imaginérteil aufspalten, d.h.

f(l') = fre(x) +Jf1m(x)

wobei

fre(z) = re(f(2))
fim(x) = im(f(z))

und fre, fim € R — R sind.

Sei nun konkret
fER=C, f(x)=(2+7)e"
Berechnen Sie je einen Funktionsterm fiir die Funktionen

fre(x)v fim(x)a f;e(x)a fi/m(x)7 f’(CL‘)
sowie den Realteil und den Imaginérteil von f/(z).
Begriinden Sie kurz, weshalb fiir jede differenzierbare Funktion f €
R — C gilt
f'(@) = fie(@) + jfim(@).
Sie miissen hierbei lediglich die Ableitungsregeln anwenden.
Begriinden Sie damit, weshalb allgemein gilt

re(f'(x)) = fro(x).

Es ist somit bei einer Funktion f € R — C egal, ob man zuerst den
Realteil nimmt und dann ableitet oder umgekehrt.

Begriinden Sie, weshalb allgemein gilt
;

fl@) = f'(x).

Es ist somit egal, ob man zuerst ableitet und dann komplex konjugiert
oder umgekehrt.

Kann man auch allgemein sagen, dass

[f @) =1f(2)I?

Losung von Aufgabe 30.

f(@) = (24 j)(cos(x) + jsin(z))
= 2cos(x) — sin(x) + j(2sin(x) + cos(z))
fre(x) = 2cos(z) —sin(x)
fim(xz) = 2sin(x) + cos(x)
flo(x) = —2sin(z) — cos(w)
fl(x) = 2cos(x)—sin(z)
@) = @+ e

(25 — 1)(cos(x) + jsin(z))
= —2sin(x) — cos(x) + j(2cos(x) — sin(x)).
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e Mit der Summenregel und der Regel fiir konstante Faktoren (hier j)

gilt
F@) = (fre(@) + j fim())’

= fle(®) + (j fim(2))’
= fre(@) 4 j fim ().

e Da fio(x) und fip, () reell sind, sind auch die Ableitungen f/.(z) und

fi.(x) reell. Ausgehend von

fll@) = fe(@)+ifim()

kann man auf beiden Seiten den Realteil nehmen und erhélt

re(f'(z)) = fio(x).

!

F@) = (fel@) = jfum())
= Jfie(®) = fin(®)

Jie(@) +  Fin ()

= f'(@)

@) = Vi e(@)2+ fim(2)?
f' (@) = [fle(@) + jfim(a )|

V@) + flale
(VFel@ + Fun ))’

Jre(@) fle () + fim () fiin (7)
\/fre +f1m )

=

—~
=

-
I

Damit gilt im Allgemeinen
[ (@) # £ ()]

Aufgabe 31. Sei

1
1+ ei¢’

A =

Berechnen Sie re(z). Hinweis: Das Ergebnis ist unabhéngig von ¢.
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Losung von Aufgabe 31.

1
1+ cos(p) + jsin(p)
1+ cos(p) — jsin(p)
(1 + cos())? + sin® ()

1 + cos(p) — jsin(p)
1+ 2cos(p) + cos2(p) + sin?(p)
1 + cos(p) — jsin(p)

2+ 2cos(p)
1+ cos(p)
2+ 2cos(p)
1

3"

re(z) =

Aufgabe 32. Berechnen Sie eine Stammfunktion von
f(z) = sin(x)e”.

Hinweis: Stellen Sie die Sinusfunktion mit komplexen e-Funktionen dar.
Im Ergebnis diirfen aber keine komplexen Zahlen mehr auftreten.

Losung von Aufgabe 32.
/sin(x)emda: = /im(ejz)emda:
= /im(ejmexd:c)
= im </ e””(l'”)dx)
_ im(plrjem(m))

= €%im -eJ
147

— ®im (1 ; J (cos(z) 4 j sin(l‘)))

1,
= 3e (sin(x) — cos(z)).

Aufgabe 33. Berechnen Sie Realteil, Imaginarteil und Betrag von

e(l+j)m
1+

Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie méoglich.
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Losung von Aufgabe 33.

Velltim Verel (1 — j)

1+ 2

2
= \/267(1+j).
Damit ist
re(z) = \/267
im(z) = ver

[\

ver er
ol = 52 =

Aufgabe 34. Leiten Sie die Gleichung
sin(2¢) = 2sin(y) cos(y)
unter Verwendung von komplexen Zahlen her.

Losung von Aufgabe 34.

sin(2p) = im (eﬂ“a)

= 2sin(p) cos(p).
Aufgabe 35. Berechnen Sie die Polarkoordinaten von 1/5.

Losung von Aufgabe 35.

J
J
= —J
e Im/2,

[y

Damit ist r =1 und ¢ = —7/2.
Aufgabe 36. Zeigen Sie unter Verwendung von komplexen Zahlen, dass

sin(x +y) = cos(x)sin(y) + sin(x) cos(y).
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Losung von Aufgabe 36. Aus der Euler Gleichung
% = cos(p) + jsin(y)
folgt mit p =z +y
@) = cos(x +y) + jsin(z + y).

Nimmt man den Imaginérteil auf beiden Seiten, erhilt man

sin(zx +y) = im(

= im(e/%elY)
= im((cos(x) + jsin(z))(cos(y) + jsin(y)))
x) sin(y) + sin(x) cos(y)

el (@ +y)y

—

= COS

—~

Aufgabe 37. Zeigen Sie, dass

re(jej(m'”/z)) = —re(e?)

Losung von Aufgabe 37.
re(jej(”’+”/2)) = re(jej‘”ej”/z)

= re(erj””)

= —re(e?).
Aufgabe 38. Wie Sie wissen, gilt

sin(z)) = cos(z).
Beweisen Sie diese Gleichung mit Hilfe von komplexen Zahlen. Hinweis:
sin(z) = im(e’?)

1 . .
= (@)
2j

Losung von Aufgabe 38.

1, . 0\
sin(z) = <2j(e“—e”)>
1 - Jx - —jx
27(16 +je™ ")
_ Lo e
= 5(6 +e777)

= cos(x).

Aufgabe 39. Berechnen Sie die Polarkoordinaten r, ¢ von
j+1\*
el '
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Losung von Aufgabe 39.
J + ! V2e eI
el
= 2l ("/4-1)

Damit ist
. 4
(jf1> G
el
= 4ei(m—4)
Somit ist
r=4, p=m—4.

Aufgabe 40. Zerlegen Sie die rationale Funktion

2t + 2 — =z
2 -1

in eine Summe aus einem ganzrationalen Teil und einem gebrochen ratio-
nalen Teil, bei dem Z&ahlergrad kleiner als Nennergrad ist.

Losung von Aufgabe 40.

224 + 23 — o 9 2
B R

Aufgabe 41. Sei
f(z) =z — 623 + 1322 — 14z + 6.

Eine Nullstelle von f(z) ist z; = 1 + j. Berechnen Sie die anderen Null-
stellen und stellen Sie das Polynom in faktorisierter Form dar.

Losung von Aufgabe 41. Da z; = 1 + j eine Nullstelle ist und f(x) reelle
Koeffizienten hat, muss auch zo = 1 — j eine Nullstelle sein. Folglich kann
man den Faktor

(@—2)@=2) = (@-01+5))z-1-7))
= -2+ 1-j)+ (14501 =)
= 22 -2x+2

abspalten. Polynomdivision ergibt

xt —6a3 + 1322 — 142 + 6 _

2
—4 .
22 — 22+ 2 v v+3

Die Nullstellen dieses Polynoms sind

44416 —12
2
442

234 =

= 2&£1
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Damit ist
z3=3, z4=1.

Die Faktorisierung von f(x) ist somit
fl@) = (z = (1 +7)(x -1 =j)(z=3)(z-1).
Aufgabe 42. Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von

222 — 1
(x —1)(22+2x—2)

flz) =

Losung von Aufgabe 42. Nullstellen des Nenners:
(22 +z—1)=(z—1)(z+2).

Faktorisierung des Nenners:

222 — 1
1@ = e
Partialbruchzerlegung
222 — 1 c c c
ety = ittt
(x—1)%(x+2) x—1 (x—-1) x4+ 2
202 =1 = ci(z—1)(z+2) + oz +2) + sz — 1)?

e Spezialfall x = —2.
7:903, C3 :7/9

e Spezialfall z = 1.
1:302, 62:1/3.

e Spezialfall x = 0.

-1 = —2c¢1+2cy+c3
= —2¢1+2/34+7/9
= —2¢1+13/9

—22/9 = —-2¢

. = 11/9.

Damit gilt

119 1/3 7/9
o1 (x —1)2 +;E+2'

fz) =

Aufgabe 43. Berechnen Sie eine Stammfunktion von

z—4

f@ = a3

Vereinfachen Sie das Ergebnis so, dass kein j mehr darin vorkommt. Priifen
Sie Thr Ergebnis, indem Sie die Ableitung berechnen. Hinweise:
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o Partialbruchzerlegung.

e Fiir die Stammfunktion brauchen Sie den komplexen Logarithmus
von x + j. Rechnen Sie dazu x + j in Polarkoordinaten um. Es gilt

In (rew) = In(r)+ je.

wobei —m < ¢ < .

e Da der Winkel von x + j fiir alle z zwischen 0 und 7 liegt, kann er
mit arccos ohne Fallunterscheidung berechnet werden, d.h.

(7=)
= arccos | ——— | .
i 2 +1
Um diesen Ausdruck zu vereinfachen kénnen Sie folgende Formel ver-
wenden:
arccos (x) = I_ arctan(z) fur alle x.
2 +1 2

Die Ableitung der arctan Funktion ist

1

arctan’(z) = i
x

Losung von Aufgabe 43. Faktorisierung des Nenners:
2?+1 = (z+j)(z—j)
Partialbruchzerlegung

r—4 c1 Co
2 +1 T+j xT—j
x—4 = clr—j)+te(z+y)

Spezialfall z = —j.

—j—4 —2jcr

443

2

1—4j
2

1

B J
c2 = C1
1

= - +2j

g T2

o = (2) oy (o)t

Die beiden Summanden sind konjugiert komplex. Es geniigt also eine
Stammfunktion eines Summanden zu berechnen, die Stammfunktion des

cT =

Damit ist
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andern ist konjugiert komplex. Da nur eine Stammfunktion gesucht ist,
wird die Integrationskonstante vernachlassigt.

/ L dr = In(z+j)

z+j
= In(re’?)
= In(r) + jo.

Umrechnen von x + j in Polarkoordinatem.

z4+j = rel®
r = 2 +1
B x
@ = arccos <$2+1>

= g — arctan(x).

Damit gilt

1 1 1 1
/ - —2j -dr = - —2j / -dx
2 T+ 2 T+

/f(:c)d:r = z+z
= 2re(z)

~ 9 (; In(r) + 2<p)
— In(r) + 4¢

= In (m) +4 (g — arctan(z))
1
= 5 In(x? + 1) — 4arctan(x) + 27.

Da zu einer Stammfunktion eine beliebige Konstante addiert werden kann,
wére auch

F(zx) = %ln(:v2 + 1) — 4arctan(z)

eine Stammfunktion von f(z). Berechnung der Ableitung.

1 L 2x — 1

222 +1 1+ 22
T 4

2+1 1+ a2

r—4

2 +1

= f(=).

F'(z) =
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Aufgabe 44. Berechnen Sie eine Stammfunktion der Funktion

zt+ a3 -3
24+ 2x+1°

Losung von Aufgabe 44. Polynomdivision

xt4+ a3 -3 9 41 T+ 4
2 422 +1 24+ 22x+1

Faktorisierung des Nenners
22420 +1=(z+1)>%

Partialbruchzerlegung

x+4 1 i C2
(x+1)2  z+1 (z+1)2
r+4 = c(z+1)+c

= cxr+cy+ce2

Koeffizientenvergleich
Cc1 = 1, Cy — 3

Integration des gebrochenen Teils

1 3 3

Integration der gesamten Funktion

2 r+4
—r4+1-————)d
/(x T+ x2+2:r+1> T

x> 22

3
S | )+ —— 10
3 2—!—1: n(|z + \)+x+1—|—0

Aufgabe 45. Wie Sie wissen, ist eine Relation eine Menge von Paaren. Ei-
ne Relation auf R ist eine Teilmenge von R? und somit eine Menge von
zweistelligen Vektoren, die man als Punkte in einem Koordinatensystem
darstellen kann. Zeichnen Sie die Elemente der folgenden Relationen als
Punkte in einem Koordinatensystem ein:

=R, SR, >R, {(x,y)|y:x2}, {(m,y)\x:yQ}

Losung von Aufgabe 45.
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ohne
Diagonale
{(@.y) [z =y} {(z.9) |z <y} {(z.y) | = >y}
Yy Yy
{(z,9) | y =2} {(,9) | 2 =y*}

Aufgabe 46. Berechnen Sie die skalare Multiplikation

S(2)

Stellen Sie diese Operation grafisch durch Pfeile in einem zweidimensio-
nalen Koordinatensystem dar.

Losung von Aufgabe 46.

Aufgabe 47. Berechnen Sie
2 o 5
-3 1/
Sind die beiden Vektoren kollinear bzw. orthogonal?

Losung von Aufgabe 47. Die Vektoren sind weder orthogonal noch kollinear.

Es gilt
2 5
(3)-(1)-"

Aufgabe 48. Eine Menge K C R™ heifit Ursprungskugel wenn es ein r > 0
gibt so dass

K = {Z[||#] = r}.

Sei K C R” eine Ursprungskugel und G C R"™ eine Ursprungsgerade.
Zeigen Sie, dass

KNGl = 2.
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Grafisch ausgedriickt bedeutet dies, dass eine Urspungskugel und eine
Ursprungsgerade genau zwei Schnittpunkte haben. Berechnen Sie diese
Schnittpunkte.

Losung von Aufgabe 48. Sei K, G C R" eine Ursprungskugel bzw. eine Ur-
sprungsgerade. Dann existiert ein » > 0 und ein § € R"™ \ {0} so dass

{Z Nz =r}
{a§|a € R}.

K
G

Damit gilt £ € K N G genau dann wenn

|7 = rund
r = as
bzw.
[as] = r
fir ein @ € R. Umformen ergibt
lallls]] =~
a -
a = T
151
r
a = £—.
1151l

Damit gibt es genau zwei Vektoren in der Schnittmenge

—

Ti und — ri_,.
1511

-

1151l

Aufgabe 49. Vektoren

(3)ex

kann man als Punkt in einem zweidimensionalen Koordinatensystem dar-
stellen.

o Wie liegen die Punkte

(3)ma(2)

geometrisch zueinander? Zeichnen Sie ggf. zunéchst ein paar Beispiel-
punkte ein.

« Eine zweistellige Relation auf R C R? kann als Punktmenge in einem
Koordinatensystem dargetellt werden. Wie liegen die Punktmengen
R und R~! geometrisch zueinander?

o Wie kann man folglich das Schaubild der Umkehrfunktion f~! aus
dem Schaubild von f grafisch konstruieren?
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o Eine Relation R C R? heifit symmetrisch wenn
R = R

Welcher geometrischen Eigenschaft entspricht dies, wenn man R als
Punktmenge darstellt?

« Eine Relation R heifit reflexiv auf R wenn
zRx  fur alle x € R.

So ist z.B. <g reflexiv auf R, da = <y x fir alle z € R. Welcher geo-
metrischen Eigenschaft entspricht dies, wenn man R als Punktmenge
zeichnet?

Losung von Aufgabe 49.

e Die Punkte ( ; ) und ( Z ) liegen symmetrisch zur Winkelhal-

bierenden.

« Die Punktmenge von R™! erhilt man aus der Punktmenge von R
indem man sie an der Winkelhalbierenden spiegelt.

e Sei f=(A,B,R). Dann ist f~! = (B, A, R™!). Das Schaubild von f
erhélt man, indem man R als Punktmenge zeichnet. Das Schaublid
von f~! erhilt man folglich aus dem Schaubild von f indem man es
an der Winkelhalbierdenden spiegelt.

e R ist symmetrisch genau dann wenn die Punktmenge von R symme-
trisch zur Winkelhalbierenden ist.

¢ R ist reflexiv auf R genau dann wenn die Punktmenge von R die
komplette Winkelhalbierende enthélt.

Aufgabe 50. Zeigen, dass fiir alle Z, i/ € R? das Skalarprodukt von # und & x i/
gleich Null ist. Sie diirfen dabei nicht verwenden, dass & x ¢ senkrecht
zu £ und ¥ steht. Das stimmt ja auch nur wenn keiner der beteiligten
Vektoren gleich dem Nullvektor ist. Beginnen Sie stattdessen mit Zo(Zx ¢),

setzen Sie die Definition des Kreuzprodukts und des Skalarprodukts ein

und formen Sie so lange um, bis Null herauskommt.

Losung von Aufgabe 50. Definition des Skalarprodukts und des Kreuzpro-
dukts:

Zo (¥ x7Y)
= z1(22y3 — 23Y2) + v2(T3y1 — 21Y3) + x3(T1Y2 — T2y1)

= T1ToY3 — T1T3Y2 + ToT3Y1 — T1T2Y3 + T1T3Y2 — T2T3Y1)
0.

Aufgabe 51. Wenn man fiir beliebige Konstanten u,v den Graph einer Funk-
tion

flz,y) = wr+woy
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dreidimensional zeichnet, entsteht das Bild einer Ursprungsebene. Zeigen
Sie, dass die Menge

x
E = Y |z,y € R
f(z,y)
tatsédchlich eine Ursprungsebene laut Definition ist. Sie miissen dazu E auf
die Form
{a7"+ b3|a,b € R}
bringen.

L6sung von Aufgabe 51. Sei

xr
E = y |z,y €R
f(@,y)

Zu zeigen: FE ist eine Ursprungsebene.
Zu zeigen: Es gibt 7, 5 € R3, nicht kollinear so dass

E = {ar+b5|a,becR}.
Umformen ergibt
x
E = Y |z,y € R
f(z,y)
x
= y |z,y €R
ur + vy
1 0
= Sz| 0 |+y| 1 ||z,yeR
U v
1 0
= al 0 | +b| 1 | |a,beR
u v
Mit
1 0
7= 0 1, 5= 1
U v
ist somit
E = {ar+b§la,be R}

Dass 7 und § nicht kollinear sind, erkennt man an den ersten beiden Kom-
ponenten. Wéren 7 und § kollinear, dann gébe es ein ¢ so dass



bzw.

was nicht 16sbar ist.

Aufgabe 52. Berechnen Sie

Losung von Aufgabe 52.

-1 x| -2 |=] -1
1 1 —4
Aufgabe 53. Berechnen Sie 2'= & x ¢ fiir
2 1
rZ=\| -1 |, =1 -2
1

Priifen Sie nach, dass 7 tatsdchlich senkrecht auf # und g steht und dass
gilt
1Z1] = [IZ1] 71| sin(c)

wobei a der Winkel zwischen ¥ und v/ ist.

Losung von Aufgabe 53.

2 1 5
7 = 1 | x| =2 ] = 1
3 1 -3

5 2

1 o -1 = 0
-3 3

5 1

1 o —2 = 0
-3 1
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Winkel zwischen Z und .

Izl = V14
gl = V6
12 = v35

fogj’ 7
cos(@) = o = = 0.764.
11 []|4]] V14v6

a = 40.2°

||Z]| ||| sin(e) = V14v/6sin(40.2)
= 5.92
= |2]].

Aufgabe 54. Zeigen Sie, dass
TXy = —(Fx7IT).

Das Kreuzprodukt ist somit nicht kommutativ.

Beginnen Sie mit Z x g, setzen Sie die Definition des Kreuzprodukts ein
und formen Sie so lange um, bis —(¥ x Z) herauskommt.

L6sung von Aufgabe 54.

£ Y1
T X :lj = ) X Y2
T3 Ys

T2Y3 — T3Y2
= T3Y1 — T1Y3
T1Y2 — T2Y1
Y23 — Y32
= - Y3T1 — Y123
Y1T2 — Y221

Z1 Y1
= - Z2 X Y2

xs3 Y3
= —(yx o).

Aufgabe 55. Berechnen Sie den Schnittpunkt der Geraden

0 1
G= -7 | +a 1 |]aeR
7 -1
und der Ebenen
2 1 0
E = 5 | +al| -1 +b| -2 la,beR
—4 1

34



Losung von Aufgabe 55. Mit

0 1
G = -7 | +ec 1 ||ceR
7 -1
gilt ¥ € GN E genau dann wenn
0 1
T = -7 | +c¢ 1
7 -1
2 1 0
T = 5 | +al|l -1 | +b| —2
—4 2 1
flir bestimmte a, b, c. Gleichsetzen ergibt
0 1 2 1 0
-7 | +c 1 = 5 | +a|l -1 | +b| -2
7 -1 —4 2 1
Umformen ergibt
1 0 -1 -2
al —1 +b| -2 +c| —1 = —12
2 1 1 11
Die Komponenten der Vektorgleichung sind
a—c = =2
—a—2b—c = -12
2a+b+c = 11.

Indem man ein Vielfaches der ersten Gleichung zur zweiten und dritten
addiert, kann man a aus diesen elminieren:

—2b—2¢ = -—14
b+3¢ = 15

Addiert man die erste und zwei mal die zweite, wird b eliminiert:
4c = 16.
Daraus folgt ¢ = 4. Einsetzen in
b+3¢c = 15

ergibt b = 3. Einsetzen in

ergibt a = 2. Den Schnittpunkt erhélt man, indem man ¢ = 4 in die
Geradengleichung einsetzt:

0 1 4
o= | -7 |+4| 1 |=] -3
7 ~1 3
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Aufgabe 56. Berechnen Sie die Fliche A des Dreiecks mit Eckpunkten

1 1 2
a = 0, b=1(11], e=[ -2
-2 0 ~1
b
a
¢

Losung von Aufgabe 56. Zwei Seitenvektoren des Dreiecks erhélt man durch

. 0 1
f=b-a=|1]|, @§=¢c¢-a=/[ -2
2 1

Die Flache des von 7 und ¢ aufgespannten Parallelogramms ist

5
I1Zx g = 2 = V25+4+1 = V30
-1

Damit ist die Flache des Dreiecks
Va5 5
2 4 2"
Aufgabe 57. Berechnen Sie
2 n 1
-3 0/

Stellen Sie diese Operation grafisch durch Pfeile in einem zweidimensio-
nalen Koordinatensystem dar.
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Losung von Aufgabe 57.

2 1 3
(-4)-(a)-(3)
Aufgabe 58. Seien &,y € R™ zwei Vektoren, deren Komponenten Funktionen
von t sind, d.h.

1(t) yi(t)
T = : y U= :
Zn(t) Yn(t)
Die Ableitung eines Vektors ist komponentenweise definiert, d.h.
() vi(t)
7= S :
2, (1) Yn (1)
Zeigen Sie, dass fiir das Skalarprodukt die Produktregel der Ableitung
gilt, d.h.
(Zoy) = T of+Toy.

Losung von Aufgabe 58.

(Toy) = (Zﬁ(ﬂ?ﬁ(ﬂ)

= Z(mi(t)yi(t))’ (Summenregel der Ableitung)

i=1

= Zm;(t)yl (t) + 2 (t)yi(t) (Produktregel der Ableitung)
i=1

Aufgabe 59. Berechnen Sie den Winkel zwischen den beiden Vektoren

f<}>undg7(_§).

Zeichnen Sie die Vektoren in ein Koordinatensystem ein und priifen Sie
Thr Ergebnis mit dem Geodreieck.
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Losung von Aufgabe 59.

cos(a) =

V26

1
« = arccos | ——
( V26 )
78.69°.

Q

Aufgabe 60. Seien &,y € R™ zwei orthogonale Vektoren. Zeigen Sie, dass dann

gilt
17+ g1l = VIIZIZ + (19112,

indem Sie ausschlieBlich Rechengesetze des Skalarprodukts und der Eukli-
dischen Norm verwenden. Hinweis:

]| = VFo .
Losung von Aufgabe 60. Da & und  orthogonal sind, gilt Z o ¢ = 0. Damit
gilt
1Z+4l = V(E@+§)o(F+7)
= VEoZ+Fof+yoi+yoy
_ JForiied
VI + (17112
Aufgabe 61. Ein komplexer Vektor ist ein Vektor, dessen Komponenten kom-
plexe Zahlen sind. Alle Rechenoperationen, die Sie fiir reelle Vektoren ken-
nen, gelten genau so auch fiir komplexe Vektoren — mit einer Ausnahme:

dem Skalarprodukt. Eine wichtige Eigenschaft des Skalarprodukts war ja
die positive Definitheit, d.h.

TFoZ >0 fur alle 7 € R

und

ZoZ =0 genau dann wenn = 0.
Diese Eigenschaft ist so niitzlich, dass man sie gerne auf komplexe Vek-
toren tbertragen wiirde. Problematisch dabei ist, dass fir zwei komplexe
Vektoren das Skalarprodukt in der Regel eine komplexe Zahl liefern wiirde,
und der Vergleich > 0 gar nicht definiert wére. Die Losung besteht dar-
in, das komplexe Skalarprodukt fiir zwei Vektoren &,y € C™ wie folgt zu
definieren:

Tof=T1y1 +Tay2 + -+ Tnyn
wobei T; die konjugiert komplexe Zahl von x; ist. Zeigen Sie, dass das so
definierte komplexe Skalarprodukt tatséchlich positiv definit ist. Zeigen
Sie weiterhin, dass gilt

Fojf=ioZ.

Das komplexe Skalarprodukt ist also nicht kommutativ!
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L6sung von Aufgabe 61. Sei £ € C" beliebig aber fest. Dann gilt

ol = T1T1 +ToZ2 + - +TpTn

= |z P+ |z 4+ |z
Da jeder Summand |z;|? gréBer oder gleich Null ist, ist die Summe auch
grofler oder gleich Null. Die Summe ist genau dann Null, wenn jeder Sum-
mand Null ist, d.h. wenn & = 0. Seien &,y € C" beliebig aber fest. Dann
gilt

Yo = 21 +YaZTa+  +Y,Tn
ﬁ"’@"’"""m
= Y1T1 + Y2Z2 + -+ YnThn
T1Y1 + Toy2 + - + Tpyn

= Zoq.

Aufgabe 62. Berechnen Sie die Menge aller Schnittpunkte der Geraden

2 -1

G = 0 | +a 1 |]aeR
5 2
1 1

G = 1 |4+al| 2 | |aeR
3 0

Wie liegen die beiden Geraden geometrisch zueinander?

Losung von Aufgabe 62. Sei ¥ € G N G'. Dann exsitieren a, b so dass

2 -1
T = 0 | +a 1
5 2
1 1
Z = 1 1+b] 2
3 0
Gleichsetzen ergibt
2 -1 1 1
0 | +a 1 1=11|+0b| 2
5 2 3 0

Einsetzen der Definition der skalaren Multiplikation und der Vektor Ad-
dition sowie der Gleichheitsrelation von Tripeln ergibt

—a—-b = -1
a—2b = 1
20 = -2
Aus der dritten Gleichung folgt a = —1. Einsetzen von a in die erste Glei-

chung ergibt b = 2. Diese Werte sind jedoch keine Losung fiir die zweite
Gleichung, folglich hat das LGS keine Losung. Es gibt also keinen Schnitt-
punkt. Da die Richtungsvektoren der beiden Geraden nicht kollinear sind,
sind die beiden Geraden windschief.
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Aufgabe 63. Sei

= 0T

Beschreiben Sie, was fiir eine Figur entsteht, wenn man die Elemente von
M als Punkte in ein Koordinatensystem einzeichnet.

Losung von Aufgabe 63. Kreis mit Radius 3 mit Mittelpunt < _? )

Aufgabe 64. Berechnen Sie die Losungsmenge des LGS

r—2y = 3
3x—y+z =
2r+y+z2 =

Losung von Aufgabe 64.
1 -2 0 3
3 -1 1 4
2 11 0
1 -2 0 3
5 1| -5
5 1| -6

Da die letzten beiden Gleichungen inkompatibel sind, hat das LGS keine
Losung.

Aufgabe 65. Berechnen Sie alle Losungen ¥ der Gleichung A% = b fiir

3 6 0 - 6
A= 2 4 3 und b= -5
1 2 2 —4

o Fiithren Sie den Gaufl Algorithmus wie im Skript durch. Der Rechen-
weg muss ersichtlich sein.

¢ Stellen Sie die Losungsmenge als Summe aus einem Ortsvektor und
beliebigen Linearkombinationen von Richtungsvektoren dar.
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Losung von Aufgabe 65.

=N =N W
[ O CRNGG

O ROl - O WO WO WO
\
©

Die Losung ist

I3 = —3

ro = beliebig

ry = 2 — 2.132

bzw.
2— 2332
L = Zo ‘1}2 cR
-3
2 —2
= 0 |+a 1 |]aeR
-3 0

Aufgabe 66. Berechnen Sie alle Losungen & des LGS

3 6 3 9
2 5 5| 10
-3 -3 6 3
2 2 —4| -2

mit dem Gaufl Algorithmus. Der Rechenweg muss ersichtlich sein. Stellen
Sie die Losungsmenge als Summe aus einem Ortsvektor und beliebigen
Linearkombinationen von Richtungsvektoren dar.
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Losung von Aufgabe 66.

3 6 3 9
2 5 51| 10
-3 -3 6 3
2 2 —4 | =2
1 2 1 3
2 5 51| 10
-3 -3 6 3
2 2 —4| =2
1 2 1 3
1 3 4
3 9| 12
-2 —6| -8
1 2 1 3
1 3 4
0 0
0 0
Die Losung ist
x3 = beliebig
To = 4 — 3503
ry = 3—2.132—33323—2(4—3$3)—$3:—5+5£3
bzw.
-5+ 51‘3
L = 4 — 3x3 |z € R
z3
-5 5
- 4 | +al| -3 la €R
0 1
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