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Ubungen zu Mathematik 1
mit Musterlosungen

Blatt 6
Aufgabe 1. Berechnen Sie
<@Nzz.
Losung von Aufgabe 1.
<gNzz = =z.

Aufgabe 2. Sei
fEQZ%QZa f($1,$2):($2+1,371+1>.

Finden Sie zwei Mengen A, B und eine Relation R so dass f = (A, B, R).
Ist f bijektiv? Falls ja berechnen Sie einen Term fiir die Umkehrfunktion.

Losung von Aufgabe 2.

A = Q
B = @?
R = {((1‘1,$2),($2+1,JE1+1))‘$1,$2€@}

Es gilt
1, y2) = (x1,22) genau dann wenn f(x1,22) = (y1, o)
bzw.
(z2+Lz1+1) = (y1,92)

Um (z1,x2) in Abhéngigkeit von (y1,y=2) zu bestimmen, muss man diese
Gleichung nach (z1,x5) auflésen. Da Paare gleich sind, genau dann wenn
ihre Komponenten gleich sind, fithrt dies zu den beiden Gleichungen

z2+1 = yn

z1+1 = o
bzw.

T = y2—1

2 = y1— 1L

Da diese Gleichungen fiir jedes (y1,%2) € Q? genau eine Losung (z1,z2) €
Q? haben, ist f bijektiv. Die Umkehrfunktion ist

f_16Q2ﬁQ27 f_l(yhyQ):(yQ_lyyl_l)‘



Aufgabe 3. Sei
A = {zlzeRArx< -1}
die Menge aller reeller Zahlen kleiner —1 und
feA—-R, f(z) = In(z*—1).

Entscheiden Sie, ob f bijektiv ist. Falls ja, berechnen Sie die Umkehrfunk-
tion von f, falls nein, begriinden Sie Thre Antwort.

Losung von Aufgabe 3. Die Funktion ist bijektiv mit
f'eR— A

Mit z < —1 und y = f(z) folgt

y = In(z®—1)
ey = 22-1
2 = e¥+1
r = +Vev+1

Da z < —1 sein muss, gilt

Damit ist
PN = Ve
Aufgabe 4. Eine Permutation der Zahlen 1,... n ist eine bijektive Funktion

fe{l,....on}={1,... n}
Im Folgenden sei n = 4. Weiter sei
Fef{1,2,3,4) - {1,2,3,4}
mit
fQ)y=3, f2)=2 [B)=4 [f(@)=1

eine Permutation. Die Permutation kann wie folgt durch ein Pfeildia-
gramm dargestellt werden:

o Berechnen Sie die Umkehrpermutation f~! von f.



¢ Berechnen Sie die Permutation f o f.

+ Fiir die identische Permutation id(z) =  gilt id = id ™. Finden Sie
eine weitere Permutation ¢ mit ¢~ ! = g fiir n = 4.

¢ Finden Sie eine Permutation g der Zahlen 1,2, 3,4 so dass
gogog = id.
Losung von Aufgabe 4.

« Umkehrpermutation von f.
i) =4, f'2)=2 =1 [f@=3
« Perutation f o f.
(fofN)=4, (fof)2)=2, (fof)B) =1, (fof)4)=3.
« Fiir die Permutation

gilt g =g~ L.

o Fir die Permutation

gilt
(gogog) = id
Aufgabe 5. Berechnen Sie die Losungsmenge der Gleichung
In(22%) = 1+ 3In(x).
Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

Losung von Aufgabe 5. Umformen ergibt

In(2z%) = 1+ 3In(x)
In(2) + 2In(z) = 1+ 3In(z)
In(z) = In(2)-1
r = m@-1
_ (@)1
2
= =

Aufgabe 6.

o Bestimmen Sie alle Stellen, an denen die Funktion

unstetig ist.



o Fir welche Werte von a ist die Funktion

1
J@) = 3sin(z) + a

iiberall stetig? Sind auch negative Werte fiir a méglich?
L6sung von Aufgabe 6.

o Die Funktion f(x) ist an allen Stellen z unstetig, fir die sin(z) = 0,
d.h.

r=km, ke€Z.

e« Wenn
3sin(z) +a #0

fiir alle z € R, dann ist f(x) auf ganz R stetig. Dies ist der Fall, wenn
entweder a > 3 oder a < —3.

Aufgabe 7. Die Folge
r, = 1/n?

konvergiert gegen 0. Es muss also fiir jedes € > 0 ein N existieren, so dass
fir alle n > N gilt |z,| < €. Finden Sie solch ein N fiir e = 0.1.

L6sung von Aufgabe 7. Da z,, > 0 fiir alle n € N ist
|z, = xn.

Die Folge x,, = 1/n? ist streng monoton fallend. Es geniigt daher, ein N zu
finden mit xy = . Aufgrund der strengen Monotonie ist damit garantiert,
dass z,, < € fur alle n > N.

Umformen ergibt

N = €&
1_
Nz T
N2 = 1

€

N = £/

Fir N = y/1/e gilt damit z, < ¢ fir alle n > N. Fir ¢ = 0.1 erhélt man

N =+/10.

Aufgabe 8. Besitzen die folgenden Funktionen einen Grenzwert bei 27 Wenn
Sie unsicher sind, dann zeichnen Sie die Funktionen zunéchst in der Ndhe
von Z.
. FER\{0} 5 R, f(2)
o feR\{0} =R, f(x)=cos(x)/z fur Z = 0.
o feRN\{0} = R, f(x) =sin(l/x) fir £ = 0.
o fEeR\{0} =R, f(x) (1/z) fir & = 1.

= sin(z)/x fir £ = 0.

= sin



feER =R, f(z) =|z| fiir £ =0.
FeR\{0} = R, f(z) =|1/z] fiir 2 =0.
fERT =R, f(z) =e*In(x) fir 2 =0.

Losung von Aufgabe 8.

f € R\ {0} —» R, f(z) = sin(z)/z hat an der Stelle Z = 0 den
Grenzwert 1.

feR\{0} = R, f(x) = cos(x)/x hat an der Stelle & = 0 keinen

Grenzwert.

f e R\ {0} = R, f(z) = sin(1/x) hat an der Stelle & = 0 keinen
Grenzwert.

f e R\ {0} - R, f(z) = sin(1/x) hat an der Stelle & = 1 den
Grenzwert sin(1).

f€R =R, f(z) = |z| hat an der Stelle & = 0 den Grenzwert 0.
f€R\{0} = R, f(z) =|1/z| hat an der Stelle £ = 0 den uneigent-
lichen Grenzwert oo.

feRT 5 R, f(z) = e”In(x) hat an der Stelle # = 0 den uneigentli-
chen Grenzwert —oo.

Aufgabe 9. Berechnen Sie mit Hilfe der Rechenregeln fiir Grenzwerte von
Funktionen (siche Skript) und unter Verwendung von

lim sin(x)

x—0 €T

=1

die Grenzwerte an der Stelle £ = 0 von

sin(z) cos(z)

oy = (@Y
f@) = (sine)/a

Machen Sie deutlich an welcher Stelle Sie welche Rechenregel verwendet
haben.



Losung von Aufgabe 9.

lim sin(x) cos(x) — lim sin(x) 0s(z)
z—0 x z—=0 T
= i sin(z) x lim cos(x)
x—0 T xT—
= 1

sm(m) sin(z)

16 250 T
B sin x) y sin(:n)
N 6 xr waO x
1
16
o 2 . sin(z) |
ilirb(sm(x)) Jx = ilg}) — sin(z)
= lim sin(z) x lim sin(x)
z—0 T z—0
= 1x0
= 0

Aufgabe 10. Finden Sie jeweils ein Beispiel fiir zwei Funktionen f, g so dass

lim 7& z—0

20 g() lim g(z)
lim 2 — 315% f)
2=0 g(x) lim g(z)

Losung von Aufgabe 10.

o Ein Beispiel ist

fa) = sin(a)
In diesem Fall gilt

220 g(x)
x—0 (
(

lim g

z—0



Somit ist der Bruch

nicht definiert.

o Die Gleichheit tritt immer dann auf, wenn f(z) und g(«) einen end-
lichen Grenzwert haben und der Grenzwert von g(x) ungleich Null
ist. Ein Beispiel ist

fl@) = e
gz) = cos(a)
Dann gilt

(z) . e*
m ——- = m ——- =
=0 g(x) 2—0 cos(z)
2= et =1
lim g(z) = limcos(z) = 1
z—0 T—
}Klj}%f(x) 1 _
lim g(z) 1
z—0

Aufgabe 11. Zeigen Sie, dass die Funktion
/(@) = sin(1/a)

bei & = 0 keinen Grenzwert hat. Finden Sie dafiir zwei gegen Null konver-
gente Folgen x,, und z, so dass die Folgen f(z,) und f(z]) unterschied-
liche Grenzwerte fiir n — oo haben. Versuchen Sie auch eine Folge z!! zu
finden, fiir die f(z)) divergiert.

L6sung von Aufgabe 11. Sei

_ L
T o
T, = b
" 2mndm/2
Dann ist
flz,) = sin(27n)
=0
f(x) = sin(2mn+7/2)
= 1
Offensichtlich gilt
A f(@n) =0
. 7 _
Jim f(z,) = 1



Damit wurden zwei Folgen x,, und z/, gefunden, die beide gegen Null kon-
vergieren, fiir die die zugehorigen Folgen der Funktionswerte aber gegen
unterschiedliche Grenzwerte konvergieren. Somit hat f(z) an der Stelle
Z = 0 keinen Grenzwert. Auch die Folge

zr=1/n

konvergiert gegen Null. Die zugehorige Folge der Funkionswerte f(z!/)
divergiert:

F(at) = sin(n).
Aufgabe 12. Finden Sie zwei Folgen z,,, x], mit
lim z, = lim 2], = o0
n—,oo n—oo

so dass die Grenzwerte

. . /
nl;n;o cos(xy,) und nl;rgo cos(z;,)

existieren, aber nicht gleich sind. Geben Sie diese Grenzwerte an.

Losung von Aufgabe 12.

T, = 2™
2mn + =
x, = 2mn+ -.
" 2
Damit ist
cos(z,) = 1
cos(z),)) = 0
lim cos(z,) = 1
n—oo
lim cos(z],) = 0.
n— oo

Aufgabe 13. Berechnen Sie mit Hilfe der Rechenregeln fiir Grenzwerte von
Funktionen (siche Skript) und unter Verwendung von

lim zIn(|z]) =0
z—0

die Grenzwerte an der Stelle £ = 0 von

f(z) = Inlz|cos(x)z

fx) = In(lz[+2)(z -1)
zln|z|+1

@) = —aiy

Machen Sie deutlich an welcher Stelle sie welche Rechenregel verwendet
haben.



Losung von Aufgabe 13.
lim In |z|cos(z)x = lim zln|x|cos(x)
z—0 z—0

= lim zln|z| x lim cos(z)
z—0 z—0

= 0x1
=0
ilirbln(|x\+2)(x—1) = ilir%)ln(|x|+2) xilg%x—l

= —In(2)

. axln|z|+1 lim, yoxln|z| + 1

lim ———— = -

z—0 22 +3 lim, ,o2x2 + 3
= 1/3

Aufgabe 14. In nachfolgendem Bild ist ein Kreisbogen mit Winkel z und Ra-
dius 1 dargestellt. Zeichnen Sie in dieses Bild die Gré8en = und sin(x) als
Léngen ein, so dass man erkennen kann, dass

sin(x) ~ x

fur kleine x. Schauen Sie sich hierzu ggf. nochmal an, wie ein Winkel im
Bogenmafl definiert ist. Auf diese Weise kann man sehen, dass

lim% = 1.
x—0 x€X
1

Losung von Aufgabe 14. Der Winkel x im Bogenmaf ist gleich der Léange
des Kreissegments mit Winkel x im Einheitskreis. Damit sieht man, dass
2 und sin(z) bis auf die Kriimmung gleich sind. Fiir kleine Winkel z geht
dieser Unterschied gegen Null.




Aufgabe 15. Definieren Sie wann eine Funktion f € R — R einen Grenzwert
bei 2 € R hat.

A

Lo6sung von Aufgabe 15. f hat einen Grenzwert bei & wenn es eine Zahl
G gibt, so dass fiur jede Folge z, mit x, — &, =, # & fir alle n gilt
flzn) = G.

Aufgabe 16. Sei f(z) = |z|. Berechnen Sie die Steigung s(Ax) der Sekante an
f(z) zwischen & und & + Az fiir beliebiges & und Axz. Berechnen Sie fiir
2 = 3 und fiir £ = —5 den Grenzwert

(@ = A‘lgicgo s(Az).

Losung von Aufgabe 16.

f(@+ Az) — f(2)
Az
|% + Az| — |2
Az '

s(Azx) =

Bei der Berechnung des Grenzwerts Az — 0 darf man annehmen, dass
Az sehr klein ist. Insbesondere ist beim Grenziibergang

3+ Az| = 3+ Ax
| -5+ Az] = —(-5+ Ax)
= 5—Ax.
Damit gilt
, . 3+ Ax|—13
re = Jm BEEE
— lim 3+Ax—3
Az—0 Ax
= lim g
Az—0 Ax
=1
. —5+Az|—|-5
pE) = Jm R
— fim 5—Az—5
Az—0 Ax
B —Azx
T ardo Az
= -1

Aufgabe 17. Sei f(z) = e”. Zeigen Sie, dass f'(x) = ® unter Verwendung der
Definition der e-Funktion
2 28

auf zwei Weisen.

10



¢ Indem Sie jeden Summanden separat ableiten (Summenregel).
¢ Indem Sie den Grenzwert
Az) —
o)~ L@ @)

Az—0 Az

berechnen. Nutzen Sie hierzu die Rechengesetze der e-Funktion und
wenden Sie die 0.g. Definition auf €% an.

Losung von Aufgabe 17.

e Verwendung der Summenregel
o 22 28 !
(e) <1+$+2!+3!+...>
2r 3z

1+§+?+...

2

= 1 z
- +$+§+

= eF

¢ Grenzwertberechnung.

flz + Az) — f(x)

/! .
r) = lim
f( ) Ax—0 Ax
6x+Az — et
= lim
Axz—0 Ax
) eaceA:c —eT
= hm R —
Az—0 Ax

i . eAz -1
= m e
Az—0 Az

, I(1+A$+AZC2/2!+...—1)
= lim e
Axz—0 Az
2 /91
_ i e (Ax—i—Ax /2.+...)
Axz—0 Ax
= lim (14 Az/21+..))

Az—0

= e".

Aufgabe 18. Die Funktionen sinh und cosh sind definiert wie folgt:
1

sinh(z) = 5(61 —e )
1
cosh(z) = 5(6z +e 7).
Sie haben viele Eigenschaften, die &hnlich sind wie bei sin und cos. Zeigen
Sie, dass
sinh(—z) = —sinh(x)
cosh(—z) = cosh(z)
sinh’(x) = cosh(x)
cosh’(x) = sinh(z)
cosh?(z) — sinh?(x) 1

11



Losung von Aufgabe 18.

sinh(—x)

cosh(—x)

sinh’(z)

cosh’ ()

cosh?(z) — sinh?(x)

Aufgabe 19. Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionen. Die Ableitung
von f ist {iberall dort definiert, wo f differenzierbar ist. Geben Sie diesen
Bereich an und geben Sie an, welche Ableitungsregeln Sie benutzt haben.

= In(In(x))
-

— sin(jz])
= cos(|z|)
— (cos(lz])?
= (sin(jz]))?

Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, kénnen Sie die sign-Funktion ver-

wenden.

sign € R — R,

Losung von Aufgabe 19.

o f(z) =In(In(x)) ist nur definiert auf

1 fallsxz >0
sign(z) =¢ —1 fallsz <0
0 fallsx=0.

D = {z|z>1}

12



und dort differenzierbar.

1

fedD=R, fl(z)= (@)

f(@) = |z|
freRN{0} =R, f'(x) = sign(x)

f(z) = sin(]z|) hat an der Stelle z = 0 einen Knick und ist dort nicht
differenzierbar.

freR\{0} = R, f'(z) = sign(z) cos(|z|) = sign(z) cos(z)
f(z) = cos(|z]) = cos(x)
feERSR, f(z) = —sin(z)
f(x) = (cos(|z|))? = (cos(z))?
f €ER-SR, f(z)=—2cos(z)sin(z)
f(x) = (sin(]x]))? kann mit Fallunterscheidung umgeformt werden.

fo) = (sine)?
(sin(z))? fallsz >0
n { (sin(—x))? fallsx <0
(sin(x))? fallsz >0
{ (—sin(x))? falls x <0

= (sin(x))?.

Damit ist
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