Heilbronn, den 24.4.2025 Prof. Dr. V. Stahl SS 25

Ubungen zu Mathematik 1
mit Musterlosungen
Blatt 7

Aufgabe 1. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte sofern sie existieren.
zhﬂngo sin(In(x))

lim ze” cos(x)

r—r —00

. 3x2 —1

lim ——F——
z—oo (22 + 1)(z +2)
lim

z—o0 2 + sin(x)

Losung von Aufgabe 1.

lim sin(In(z)) existiert nicht
T—00
lim xe®cos(z) = 0
rT——0Q
. 322 — 1 3
lim ——— = -
z—oo (2z + 1)(x 4+ 2) 2
lim — = oo

z—00 2 + sin(x)

Aufgabe 2. Eine Zahl = heifit ungerade wenn x € N ist und ein y € Ny existiert
so dass

r = 2y+1.

Beweisen Sie unter Verwendung dieser Definition, dass das Produkt zweier
ungerader Zahlen wieder eine ungerade Zahl ist.

Losung von Aufgabe 2. Seien z1,z9 zwei ungerade Zahlen. Dann existieren
Y1, Y2 € Ny so dass
ry = 2y1 +1
Tog = 2y2 + 1.

Damit ist

T = (2 +1)(2y2+1)
= dy1ys +2y1 + 292 + 1
= 22y1y2 +y1 +y2) +1.
~—— ———
y

Sei

y = 2y1y2+y1+ Y.



Dann ist y € Ny und
T = 2y+1
und somit ist x1zs eine ungerade Zahl.
Aufgabe 3. Berechnen Sie die Losungsmenge der Gleichung

In(cos(z) +1) = 0.

Losung von Aufgabe 3. Die e-Funktion ist Umkehrfunktion der In-Funktion.
Anwenden auf beiden Seiten ergibt

cos(z)+1 =

cos(x) = O.
Die Losungsmenge ist damit

L = {v2+kn|keZ}

Aufgabe 4. Priifen Sie, ob folgende Folgen konvergieren und falls ja berechnen
Sie die (uneigentlichen) Grenzwerte.

3n2 —n+10
e
. = (n—1)(n—-2)(n—23)
" (n+1)(n+2)(n+3)
L eal)
n 10

- _ n—1 4n3 + 3
T\ 83n2+1 n2+4

L6sung von Aufgabe 4.

. 3n?—-n+10 . 3/n?—1/n%+10/n*
lim —— = lim
n—oo nt4+n3 n—oo 1+ 1/n
= 0
. (n=1D(n-2)(n-3) . n3—6n2+1ln—6
lim = lim
n—oo (n+1)(n+2)(n+ 3) n—oo n3 4 6n2 4+ 11n + 6

. 1—6/n+11/n? —6/n3
lim
n—oo 14+ 6/n+11/n2+ 6/n3

=1
_exp(n)
S
I n—1 4n® +3 I dn* —4n® +3n—3
im = lim
n—oo \ 3n? + 1 n? +4 n—ooo  3nt 4+ 13n2 +4

. 4—4/n+3/n3—3/n
= lim
n—oo  3+13/n2+4/n4
= 4/3




Aufgabe 5. Sei
feR\{0} =R, fx) =e VIl

e Hat f einen Grenzwert bei & = 0?7

e Falls ja berechnen Sie diesen Grenzwert, falls nein geben Sie eine
Begriindung warum f keinen Grenzwert bei & hat.

o Ist f stetig bei 27 Begriinden Sie Ihre Antwort mit einem Satz.
Losung von Aufgabe 5.

e f hat den Grenzwert 0 bei Z.

o Es gilt
. 1
lim —— = -
x—0 |;L"
lim ¢ = 0.
Tr—r— 00
Folglich ist
lim f(z) = lime '/l
T—T x—0

= 0

o f ist nicht stetig bei #, da f(2) nicht definiert ist.

Aufgabe 6. Berechnen Sie

im sm(s.m(x + 7))
z—0  esin(z) — ]

Losung von Aufgabe 6. Secien g, h € RT — R,

g(z) = sin(sin(z + 7))
h(z) = em@® 1,
Da
limg(z) = 0
lim h(z) = 0,
z—0

kann man den Grenzwert des Quotienten nicht als Quotient der Grenz-
werte berechnen.

Linearisierung von g und h.

g (z) = cos(x+ ) cos(sin(z + 7))
W(z) = cos(x)esm®

Auswerten bei 2 = 0.



Damit ist fur x ~ 0

g(x) ~ ¢g(0)+4'(0)r = —z
h(zx) h(0)+ R (0)z = =
und
@ e
il—>0 (x) T L

Aufgabe 7. Eine Zahl % heifit k-fache Nullstelle der Funktion f(z) wenn
f@)=r@)=...=rY@=0
und
F® (@) #0.

So ist zum Beispiel & = 1 eine doppelte Nullstelle der Funktion f(z) =
(z — 1)2. Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion

feER—-R, f(x)=sin(x)+1.
Geben Sie zu jeder Nullstelle ihre Vielfachheit an.

Losung von Aufgabe 7. Die Ableitungen von f(z) sind

f'(x) = cos(z)
f'(x) = —sin(z).
Die Nullstellen von f(z) sind

xk:gﬂ'Jermr, ke Z.

Da f'(z) = 0 und f”(xx) # 0 ist z eine doppelte Nullstelle.
Aufgabe 8. Berechnen Sie alle lokalen Extrempunkte zu der Funktion
f(z) = sin(x)e”

und entscheiden Sie anhand der zweiten Ableitung ob es Hoch- oder Tief-
punkte sind. Hinweis: Wenn man sin(z) und cos(z) im Einheitskreis ein-
zeichnet, erkennt man dass

sin(z) = —cos(x) fir x =37/4 und © = —7/4.

Losung von Aufgabe 8.
f(z) = sin(x)e”

f'(x) = cos(x)e” + sin(x)e”
= (sin(x) 4 cos(x))e”

f"(x) = (cos(x)—sin(z))e” + (sin(z) + cos(x))e”
= 2cos(x)e”.



Nullstellen der ersten Ableitung hat man fir

= 37/a+ k27
= —m/a+ k27

fiir k € Z. Die zweite Ableitung ist im ersten Fall negativ, im zweiten Fall
positiv. Daher hat f(z) ein lokales Maximum fiir

x = 374+ k27
und ein lokales Minimum fir

x = —7/a+k2r

Aufgabe 9. Berechnen Sie die Linearisierung ¢(z) der Funktion
f) = I(l+a)

zum Entwicklungspunkt & = 0.

Verwenden Sie diese Linearisierung um

In (1-1—1)
n

fiir grole Werte von n € N durch einen einfachen Term zu approximieren.

Zeigen Sie damit, dass

1
lim nln <1+ > = 1.
n—o00 n

Verwenden Sie dieses Ergebnis, um zu begriinden, dass

1 n
lim (1 + ) = e.
n— 00 n

Losung von Aufgabe 9.

8 |
E B
= e
+ +
& &
R
= R



Sei n € N eine grofie Zahl. Dann ist 1/n =~ 0 und somit
1 1

1
nln (1 + >
n

Wendet man auf beiden Seiten die e-Funktion an, erhilt man

Q
—_

Q
J—y

enln (1+1/n) ~

(eln (1+1/n)> " ~ e

=)

1 n
lim (1 + ) = e
n—o0 n

Aufgabe 10. Sei f an der Stelle Z differenzierbar. Die Ableitung von f an der
Stelle & ist definiert durch

Q
)

bzw.

Gilt dann auch

r'@) = Jim Ar

e Zeichnen Sie hierzu wieder Bilder mit der entsprechenden Sekante
und ihrer Steigung ein.

o Berechnen Sie mit allen drei Definitionen die Ableitung von f(x) = x?

und f(z) = 1/x und priifen Sie, ob das gleiche Ergebnis heraus-
kommt.

L6sung von Aufgabe 10. Auf alle drei Weisen erhélt man zwar unterschied-
liche Sekantensteigungen, beim Grenziibergang kommt jedoch immer die
Tangentensteigung bei & heraus.



f(z+ Azx) -
Sekantensteigung
f(E+ Ax) — f(2)
Ax
f@) -
:i:l T+ IAx
Sekantensteigung
1)~ /(@ - Aw)
Ax
f@) -
f(@—Az) -
f(@+ Azx) -
Sekantensteigung
f(@+ Ax) — f(z — Ax)
2Ax
f(@—Ax) |




Berechnung der Ableitung von f(z) = z auf alle drei Weisen:

f(&+ Az) — f(2) (& + Ax)? — 22

li = 1l
A;:IEO Az Aalcrgo Az
224 28Ax + Ax? — 32
= lim
Az—0 Az
. 28Az+ Azx?
= 1
Az—0 Az
= lim 22+ A
Az—0
= 22
AN p(A 2 (A 2
lim f(&) — f(@— Ax) ~ lim z (& — Ax)
Az—0 Ax Az—0 Ax
. 22— (22 - 22Ax + Ax?)
= lim
Az—0 Az
28Ax — Az?
= im —mM———
Az—0 Az
= lim 2% — Az
Axz—0
= 2%
A 7 A 2 (A 2
lim f(@+ Az) — f(& — Ax) ~  lim (& + Ax)? — (2 — Ax)
Azxz—0 2Ax Az—0 2Azx
. 224 28Ax + Ax? — (2% - 28Ax + Ax?)
= lim
Az—0 2Azx
1 4z Az
= im
Az—0 2Az
= lim 22
Axz—0
= 23.



Berechnung der Ableitung von f(x) = 1/x auf alle drei Weisen:

f(@+ Ax) — f(2)

1

=

. . T+Ax T
Alirgo Az N Alalsrgo Ax
. 2—(z+Ax) 1
= lim ———————
Az—0 B(T 4+ Az) Az
o —Az 1
T a0 2(2 + Az) Az
— 1' 1
T a0 2(2 + Ax)
_ 1
72
L J@) = (@ - Ax) v
AI;:IEO Az - Alalcgo Az
_ T—Ax—1 1
T Avs0 2(2 — Ax) Az
o —Az 1
T Arso (2 — Az) Az
— 1' 1
T oAb (& — Ax)
_ 1
72
G sS) R (G5 BN =~ vl =.v:
Az—0 2Ax Az—0 2Ax

im (& —Az)—(2+Ax) 1
az—0 (24 Az)(Z — Az) 2Ax
lim _72Ax L
Az—0 B2 — Az? 2Ax

= lim ——
Az—0  £2 — Az?

1
22
Aufgabe 11. In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass
sin’(z) = cos(x).
Verwenden Sie hierzu fiir die Ableitung die Formel

, L [+ Az) - f(z — Ax)
Fla) = Jm Az

und das Additionstheorem
sin(z +y) = sin(z)cos(y) + cos(x) sin(y).
Weiterhin diirfen Sie verwenden, dass

i @)

x—0 xT




Losung von Aufgabe 11.
sin(z + Az) — sin(x — Azx)

. 7 _ .

sin(e) = Jim, 2Az
_ oy sin(z) cos(Ax) + cos(z) sin(Ax) — (sin(x) cos(—Azx) + cos(x) sin(—Az))
T Arso 2Ax
_ sin(z) cos(Ax) + cos(z) sin(Az) — sin(x) cos(Az) + cos(z) sin(Ax)
T arso 2Azx
—  lim 2 cos(z) sin(Ax)

Az—0 2Ax

B sin(Ax)
= o) I T Ae
= cos(x)

Aufgabe 12. Berechnen Sie die Steigung der Tangente der Funktion
fla) = el
an der Stelle z = 1.

Losung von Aufgabe 12. Die Funktion f(x) kann ohne Betragszeichen ge-
schrieben werden als

e 2 falls x > 2
flz) = { e~(@=2)  fallsz < 2

Fiir z < 2 ist somit f'(z) = —e~(*~2) und damit f'(1) = —e.

Aufgabe 13. Berechnen Sie die erste und zweite Ableitung folgender Funktio-
nen und vereinfachen Sie die Ergebnisterme so weit wie moglich. Geben
Sie an, welche Ableitungsregeln Sie benutzt haben.

flz) = eSin(@)
fl@) = In(z?)e
f(z) = cos(Vx)
_ sin(x)
fe) = 753
Losung von Aufgabe 13.
f(.f) — esin(m)
fl(@) = cos(z)esn@
fll(x) = —sin x)eSi“(I)+COS2(x)esin(z)

—~

= (cos?(z) — sin(z))e* @

10



flz) = ln(x2)e(“2)
= 2 ln(m)e(”z)
fl(x) = 2(%6(12) + In(z)2ze))

1
= 2 (= + 2z 1In(z))
X
1 1
fz) = 4xe(f’32)(; +2z1In(z)) + 26@2)(_? +2In(z) +2)
, 1
= 26(“2)(2 + 42% In(x) — — +2In(z) +2)
X

1
= 2€(I2)(4 + 42°% In(x) — 2 + 21n(x))

f@) = cos(v)

= cos(xl/Q)

flx) = —%x_l/Q sin(x1/?)

1
= —ﬁsm(ﬁ)
f(x) = —%( - %$_3/2 sin(z/?) + :1:_1/2%1;_1/2 cos(:z:l/Q))
sn(y3)  cos(ya)

4/ x3 dx

_ sin(x)
fl@) = —H
/ ~ cos(z)(z + 1) — sin(x)
flw) = (z+1)2
_ cos(z)  sin(z)
x+1  (x+4+1)2
@) = = sin(a)(x + 1) — cos(z)  cos(x)(z + 1)* — sin(x)2(z + 1)
1) ESIE
Csin(e)  cos(@)  cos(a)  2sin(a)

) )

z+1 (2412 (z+1)2 (x+1)3
_sin(z)  2cos(z) = 2sin(z)
z+1 (z+1)2 (z+1)3

Aufgabe 14. Berechnen Sie

el -1
lim
e—z  In(z)
fir £ = 1. Hinweis: Da sowohl Zéahler als auch Nenner fiir x — & gegen
Null gehen, ist die Berechnung des Grenzwerts schwierig. Da die Lineari-
sierung einer Funktion bei Z eine gute Approximation der Funktion in der

11



Umgebung von & ist, kann man Z&hler und Nenner bei & linearisieren und
damit den Grenzwert berechnen.

Losung von Aufgabe 14. Die Linearisierung einer Funktion f(z) bei & ist
fl@) ~ f(@)+ (@) (- 2)
Damit ist die Linearisierung von Zahler und Nenner bei = 1:

T x 14 (2 -1)

=
| z—1
In(z) ~ z-1
Damit gilt
e*1 -1 r—1
lim = lim
z—1 ln(m) z—1 x —

Aufgabe 15. Berechnen Sie das Taylor Polynom vom Grad 2 zum Entwick-
lungspunkt & = 0 von

1

fe) = e

Losung von Aufgabe 15. Die ersten beiden Ableitungen von f(x) sind

fa) = (+a?)
fll@) = —x(l+a®)7%2
fla) = —(1+a)7%2 43221 +27) 72
Auswertung bei & = 0 ergibt
f0) =
fl) =0
o) = -1.
Damit ist das Taylor Polynom
1
p(z)=1- 5932

Aufgabe 16. Ein Taylor Polynom ist eine Approximation an eine Funktion f
in der Nahe des Entwicklungspunktes Z. Es stellt sich natiirlich die Frage,
wie gut diese Approximation im Arbeitsbereich [, Zmax] ist.

Allgemein lésst sich zeigen, dass es fir jedes x einen Wert £ zwischen &
und z gibt so dass

"L FO (2 ) (n+1)
fay= YD ay LS gy

il v (n+1)!

Taylor Polynom p(z) Restglied

12



Der Approximationsfehler des Taylor Polynoms vom Grad n an einer be-
liebigen Stelle « € [Z, Tmax] ist damit garantiert nicht grofer als

‘xmax - -/f:|n—"_1

(mn+1)!

wobei

m = max
£E€[%,Tmax]

Fe )|

o Sei p(x) das Taylor Polynom von f(x) = cos(z) zum Entwicklungs-
punkt Z = 3 mit Grad n. Berechnen Sie mit o.g. Formel eine Ober-
grenze fur den Approximationsfehler des Taylor Polynoms im Ar-
beitsbereich [Z, max] fir Zmax = 10 fiir beliebiges n, fir n = 10 und
fir n = 20.

o Sei p(x) das Taylor Polynom vom Grad 3 von f(z) = y/z zum Ent-
wicklungspunkt & = 1. Berechnen Sie eine Obergrenze fiir den Ap-
proximationsfehler von p(x) im Arbeitsbereich [%, Zmax] fir Zmax = 3.

Losung von Aufgabe 16.

¢ Da die Ableitungen der Cosinus Funktion immer zwischen 1 und —1
liegen, gilt

FD(E)| = 1.

m = max
EE€[%,Tmax]

Damit erhélt man die Obergrenze fiir den Approximationsfehler

1
(n+1)!

n+1

Fiir n = 10 erhélt man den Wert 49.5, fiir n = 20 den Wert 0.01.
¢ Die Ableitungen der Wurzel Funktion sind wie folgt.

f) = o
I _
fl@) = 97 vz
f”(l‘) — _ix—3/2
fm(l') _ 21,75/2
15
" — -T2
e o

Im Intervall [1,3] ist die vierte Ableitung im Betrag maximal

15

m=—.
16
Damit ist eine Obergrenze fiir den Approximationsfehler

152 15 5

164 24 8
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Aufgabe 17. Berechnen Sie das Taylor Polynom p(z) vom Grad 3 von f(x) =
tan(z) zum Entwicklungspunkt & = 0. Berechnen Sie dann eine Obergren-
ze fiir den Abstand zwischen p(z) und f(x) im Intervall [0, 7r/4]. Hinweis:

e tan(n/4) =1

o f""(x) ist monoton steigend im Intervall [0, 7/4].

Losung von Aufgabe 17. Ableitungen.
f(z) = tan(z)

fl(x) = 14 tan?(2)
f"(z) = 2tan(z)(1+ tan®(z))
= 2tan®(z) + 2tan(x)
() = 6tan®(z)(1 + tan?(x)) + 2(1 + tan?(z))
)

6tan*(x) + 8tan?(z) + 2

24 tan®(2)(1 + tan®(x)) + 16 tan(z)(1 + tan?(z))
= 24tan®(x) + 40 tan®(z) + 16 tan(z).

~
2
3
3
—~
8
=
|

Auswerten bei £ = 0.

f(0) 0
flo)y =1
' =0
/"0 = 2
Damit ist
2 3
p(z) = T
1
= x—i—gx?’
Fehlerabschéatzung.
1
If////(s)xzi.

Da f""(z) monoton steigend ist in [0, 7 /4] ist
" _ "
oZax (7O = 1F7(x/4)]
= 24tan®(n/4) 4 40tan®(7/4) + 16 tan(n/4)
= 24440+ 16
= 80.

Der Fehler zwischen p(x) und f(z) im Intervall [0,7/4] ist daher be-
schrankt durch

" (W/4)4 _ 80!
oJhax T = g
~ 1.27.
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Aufgabe 18. Berechnen Sie das Taylor Polynom vom Grad 2 von
f(z) = sin(z?) + cos(x)
zum Entwicklungspunkt & = 0. Bringen Sie das Polynom auf die Form
p(z) = ag+ a1z + aga’.
Im Ergebnis diirfen keine sin- oder cos-Funktionen auftreten.

Losung von Aufgabe 18.

f(z) = sin(z?) + cos(x)
f'(x) = 2xcos(x?) — sin(z)
f"(z) = 2cos(z?)+ 2x(—sin(x?)2z) — cos(z)
= 2cos(z?) — 4z%sin(x?) — cos(z).
Auswerten bei & = 0 ergibt
f0) =1
fo =0
o) =1
Damit ist das Taylor Polynom
plz) = 1+ =22
Damit ist
1
ao—l, a1—0, ag—i.
Aufgabe 19. Sei
fERT - R
definiert durch
fla) = sin(x)

Hat f einen Grenzwert an der Stelle & = 07 Falls ja, berechnen Sie diesen,
falls nein, geben Sie eine Begriindung. Hinweis: Ersetzen Sie die Sinusfunk-
tion im Zahler durch ihre Taylorreihe und vereinfachen Sie den Bruch.
Losung von Aufgabe 19. Mit der Taylor Reihe gilt
3 5
T — /31T /5 — ...
fla) = LT
N
T 2 4
= —(1—=-="/3r4+2"/51— ...
= Vz(l—2"fa42"s1—..).

Damit gilt
lim f(z) = 0.

x—0
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