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Zu bearbeiten bis 8.5.2025

Name: Matrikelnr.:

Pflichtaufgabe. Vergleichen Sie Thre Losungen des letzten Aufgabenblatts mit
den Musterlosungen.

e Geben Sie die Nummern der Aufgaben an, die Sie richtig bzw. nicht
richtig gel6st haben.

e Schreiben Sie jede Aufgabe, die Sie nicht richtig gelost haben, von
der Musterlosung ab und geben Sie an wo Ihr Problem lag (z.B.
Rechenfehler, Aufgabenstellung nicht verstanden, Wissensliicke im
Stoff der Vorlesung, usw.).

Aufgabe 1. Sei
feR\{0} =R, f(z) = uzsin(l/a)
Definieren Sie eine Folge x,, mit z,, # 0 fiir alle n € N und

lim z, = 0.
n— oo

Entscheiden Sie dann, ob fiir diese Folge der Grenzwert

lim f(z,)

n—oo

existiert und falls ja, berechnen Sie diesen.

Aufgabe 2. Berechnen Sie die erste und zweite Ableitung folgender Funktio-
nen. Geben Sie an, welche Ableitungsregeln Sie benutzt haben.

oy = )
f(zx) = axcos(l/2?)
f(QS) _ e—cos(w)

Aufgabe 3. Berechnen Sie die Ableitung von

o sinlva)
f) = T

Aufgabe 4. Wie Sie wissen, gilt

sin(z)’ = cos(w)



Da es sich hier um eine Gleichheit von Funktionen handelt, kann man auf
beiden Seiten z durch einen Term ersetzen, z.B. z2. Es gilt dann

sin(z?)’ = cos(z?).

Das steht jedoch im Widerspruch zur Kettenregel

%sin(ﬁ) = 2z cos(z?).

Wo liegt der Fehler und wie lasst er sich vermeiden?
Aufgabe 5. In nachfolgendem Bild ist ein Kreisbogen mit Winkel  und Ra-

dius 1 dargestellt. Der Winkel z im Bogenma$ ist definiert als Liange des
Kreisbogens mit Winkel z im Einheitskreis.

Zeichnen Sie in dieses Bild die Groflen sin(z) und tan(z) als Langen ein
und iiberzeugen Sie sich anschaulich, dass

sin(z) < z < tan(x)

fiir kleine Winkel z > 0 gilt.

Leiten Sie hieraus die Ungleichungen

sin(x) <1
sin(x) > cos(x)

her. Leiten Sie aus diesen Ungleichungen unter Verwendung von

il_% cos(z) = 1
den Grenzwert

lim % = 1

x—0 x

her.

Aufgabe 6. f € D — R heifit stetig an der Stelle Z wenn



e f an der Stelle & definiert ist, d.h. & € D.

e f einen Grenzwert an der Stelle & hat.

o Der Grenzwert von f an der Stelle & gleich dem Funktionswert f(&)
ist.

Welche der drei Bedingungen sind in folgenden Beispielen erfiillt?

1) feR—=R, f(z) =|z| und Z = 0.
2) feR—=R, f(z) =sign(z) und & = 0.
3) feER—R,

_f 3z firx#5
f(x){ 0 firz=5

und & = 5.
4) f e R\ {0} = R, f(z) =sin(x)/z und & = 0.
Aufgabe 7. Berechnen Sie

lim sin(z)

z—z et —1

fir £ = 0. Hinweis: Da sowohl Z&hler als auch Nenner fiir + — & gegen
Null gehen, ist die Berechnung des Grenzwerts schwierig. Da die Lineari-
sierung einer Funktion bei Z eine gute Approximation der Funktion in der
Umgebung von % ist, kann man Zahler und Nenner bei Z linearisieren und
damit den Grenzwert berechnen. Diese Vorgehensweise nennt man auch
Regel von I’Hospital.

Aufgabe 8. Begriinden Sie, dass fiir sehr kleine Werte von x
In(l+z) = =z

gilt. Begriinden Sie hiermit, dass die Folge

1
T, = nln (1+)
n

den Grenzwert 1 hat. Zeigen Sie damit, dass

1 n
lim <1 + ) = e
n— 00 n

Aufgabe 9. Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionen. Die Ableitung
von f ist {iberall dort definiert, wo f differenzierbar ist. Geben Sie diesen
Bereich an und geben Sie an, welche Ableitungsregeln Sie benutzt haben.

fl@) = sin(e”)
fl@) = sin(1/z)
flx) = sin(e” )
flz) = tan(a?)



Aufgabe 10. Sei
flx) = ze.

Berechnen Sie die ersten drei Ableitungen von f(x) und leiten Sie daraus
eine allgemeine Formel fiir die i-te Ableitung von f(z) her. Berechnen Sie
damit das Taylor Polynom vom Grad n von f(z) zum Entwicklungspunkt
=1

Aufgabe 11. Schreiben Sie die Taylor Reihe von f(x) = ¢* zum Entwicklungs-
punkt & = 0 auf. Leiten Sie jeden Summanden der Taylor Reihe ab und
zeigen Sie auf diese Weise, dass

f(x) = f(=).
Aufgabe 12. Berechnen Sie das Taylor Polynom p(z) vom Grad 2 der Funk-
tion
1+ 22
fw) = =

zum Entwicklungspunkt Z = 1. Bringen Sie das Polynom auf die Form

p(z) = ag+arx + axx’.

Aufgabe 13. Berechnen Sie alle lokalen Extrempunkte zu folgenden Funktio-
nen und entscheiden Sie anhand der zweiten Ableitung ob es Hoch- oder
Tiefpunkte sind.

f(z) = In(z?+ 22+ 3)
f(z) = cos(e”)
f(z) = arctan(z)

Aufgabe 14. Die Funktion f(z) = sin(x) soll im Intervall [0,7] durch ein
Polynom p(z) approximiert werden. Anders als bei Taylor Polynomen sind
die Forderungen wie folgt:

p(0) = f(0)
p(7/2) = [f(7/2)
p(m) = f(m).

Welchen Grad n muss das Polynom mindestens haben, um diese Forde-
rungen zu erfiillen? Berechnen Sie dieses Polynom.

Aufgabe 15. Die Funktion f(z) = cos(z) soll im Arbeitsbereich [0, 7] durch
ein Taylor Polynom vom Grad < 3 approximiert werden. Wahlen Sie den
optimalen Arbeitspunkt, berechnen Sie das Polynom und eine moglichst
kleine obere Schranke fiir den Fehler im Arbeitsbereich.

Angenommen der Arbeitsbereich wire [0, 27r]. Wére hier ein Taylor Poly-
nom vom Grad < 3 eine sinnvolle Wahl?



Aufgabe 16. Sei

2 +1

f(:c,y) = 3y

o Berechnen Sie die mittlere Steigung von f(z,y) bei einem Schritt der
Lange Az in z-Richtung:

f(x—i—Ax,y) —f(x,y)
Az

und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie méglich. Berechnen Sie
dann den Grenzwert fiir Ax — 0 und vergleichen Sie das Ergebnis
mit der partiellen Ableitung von f(x,y) nach x.

o Berechnen Sie die mittlere Steigung von f(z,y) bei einem Schritt der
Lange Ay in y-Richtung:

flz,y + Ay) — f(x,y)
Ay

und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich. Berechnen Sie
dann den Grenzwert fiir Ay — 0 und vergleichen Sie das Ergebnis
mit der partiellen Ableitung von f(z,y) nach y.

Aufgabe 17. Sei

ret/y

y+1°

flx,y) =
Berechnen Sie

0 0
8713']0(1.7y) und %f(xay)

Aufgabe 18. Sei f € R — R eine differenzierbare Funktion. Folglich kann f
keinen Knick haben und daher kann sich die Steigung von f auch nicht
“sprunghaft” dndern. Die Ableitung von f kann daher keine Spriinge,
Liicken oder Ausreifier haben und folglich muss f’ stetig sein.

Die anschauliche Verwendung der Begriffe Stetigkeit und Differenzierbar-
keit ist zwar oft hilfreich, aber manchmal irrefithrend: Tatséchlich gibt es
differenzierbare Funktionen, deren Ableitung aber nicht stetig ist, was der
Intuition zunédchst widerspricht. Ein Beispiel ist die Funktion f € R — R,

B x?sin (1/z) falls 2 #0
UG { 0 falls 2 = 0.



Ry y;

o Berechnen Sie die Ableitung f’(z) fir = # 0.

e Zeigen Sie, dass f'(0) = 0, indem Sie den Grenzwert der Sekanten-
steigung von f zwischen & und & + Az fiir 2 = 0 und Az — 0
berechnen.

Damit ist f tiberall differenzierbar.

o Zeigen Sie, dass f’(z) keinen Grenzwert an der Stelle # = 0 hat.
Damit ist f an der Stelle £ = 0 nicht stetig.

Hinweis. Es gilt
A131;%0 Azsin (Y/az) = 0
da die Sinusfunktion beschrankt ist zwischen +1 und der Faktor Az dafiir
sorgt, dass das Produkt gegen Null geht.
Aufgabe 19. Die Position eines Koérpers zum Zeitpunkt ¢ > 0 sei
s = In(t).

¢ Berechnen Sie die Geschwindigkeit v und die Beschleunigung a dieses
Korpers in Abhéngigkeit von der Zeit t.

¢ Berechnen Sie dann die Geschwindigkeit v in Abhéngigkeit von der
Position s, d.h. eine Funktion v(s). Hinweis: Sie miissen hierzu ¢ in
Abhéangigkeit von s durch eine Umkehrfunktion berechnen und dann
in v einsetzen.



o Berechnen Sie nun die Ableitung von v nach s, d.h. Anderung der
Geschwindigkeit in Abhéngigkeit von der Anderung der Position.

e Berechnen Sie a/v und tberpriifen Sie, dass das gleiche Ergebnis
herauskommt. Es gilt ndmlich

dv  dvfar  a

ds — dsja v

Pflichtaufgabe. Fassen Sie die wichtigsten Vorlesungsinhalte seit der letz-
ten Abgabe tlibersichtlich auf einer Seite zusammen. Verwenden Sie wenn
moglich Bilder. Die Darstellung sollte so sein, dass Sie Ihnen spéter bei
der Klausurvorbereitung hilft. Uberlegen Sie sich, wie Sie den Stoff einer
dritten Person erklaren wiirden. Oft merkt man dabei, was man selber
noch nicht verstanden hat.



