Heilbronn, den 8.5.2025 Prof. Dr. V. Stahl SS 25

Ubungen zu Mathematik 1
Blatt 9
Zu bearbeiten bis 15.5.2025

Name: Matrikelnr.:

Pflichtaufgabe. Vergleichen Sie Thre Losungen des letzten Aufgabenblatts mit
den Musterlosungen.

e Geben Sie die Nummern der Aufgaben an, die Sie richtig bzw. nicht
richtig gel6st haben.

e Schreiben Sie jede Aufgabe, die Sie nicht richtig gelost haben, von
der Musterlosung ab und geben Sie an wo Ihr Problem lag (z.B.
Rechenfehler, Aufgabenstellung nicht verstanden, Wissensliicke im
Stoff der Vorlesung, usw.).

Aufgabe 1. Berechnen Sie die Lésungsmenge der Gleichung
In(z? +1) =1

Begriinden Sie bei jedem Umformungsschritt, weshalb die Lésungsmenge
dabei erhalten bleibt.

Aufgabe 2. Sei
A={1,2,3}.

Berechnen Sie

A%
Aufgabe 3. Finden Sie eine Relation R so dass das Tripel

f= ({L 2, 3}7 {47 5}7 R)
eine Funktion ist, die aber nicht surjektiv ist.

Aufgabe 4. Definieren Sie folgende Begriffe:

e Die Folge x € N — R hat den Grenzwert & € R.

e Die Funktion f € D — R hat an der Stelle £ den Grenzwert G.
e Die Funktion f € D — R ist an der Stelle Z stetig.

e Die Funktion f € D — R ist an der Stelle & differenzierbar.



Aufgabe 5. Fir drei Groflen z, vy, z gelten folgende Zusammenhénge:
x = sin(l/y)
= e'+1
Berechnen Sie 4¢/4> in Abhéngigkeit von z auf zwei Weisen:

e Indem Sie zunéichst

dj B dw/dy
dz o dz/dy

berechnen und im Ergbenis y durch z ausdriicken. Sie miissen hierfiir
die zweite Gleichung nach y auflosen.

e Indem Sie zuerst y durch z ausdriicken, in x einsetzen und dann x
nach z ableiten.

Verifizieren Sie, dass das FErgebnis gleich ist.
Aufgabe 6. Sei a € R beliebig und
fERT =R, f(x)=a2"
Zeigen Sie, dass dann
ffeRT =R, f'(x) =ax""

Sie diirfen hierbei die Ketteneregel verwenden und die Ableitung der e-
und der In-Funktion. Hinweis: Nutzen Sie, dass

a In(z®)

% = ¢ aln(z)

=ce .
Aufgabe 7. In dieser Aufgabe soll die Produktregel der Ableitung
(f(2)g(x))” = fl()g(x)+ f(2)d (x)

auf mehr als zwei Faktoren verallgemeinert werden. Zeigen Sie zunéchst,
dass

(f(@)g(@)h(x)) = f(x)g(@)h(x)+ f(2)g' (2)h(z) + f(x)g(x)h'(x)

indem Sie die Produktregel zwei Mal anwenden. Sei nun
f@) = fi(@)falz) - fol2)

= Hfi($)~

Zeigen Sie, dass dann

n

f@) = 2| @]l 6@

i

Gehen Sie dabei wie folgt vor:



¢ Die Logarithmusfunktion macht aus einem Produkt eine Summe. Es
gilt

In(ab) = In(a)+ In(b).

Wenden Sie dieses Gesetz an um das Produkt in

In(f@) = In (H m))

in eine Summe zu transformieren.
o Leiten Sie dann In(f(x)) mit der Summenregel ab.

o Leiten Sie In(f(z)) mit der Kettenregel ab und lésen Sie nach f'(x)
auf.

o Leiten Sie hieraus die o.g. Formel fur f’(z) her.

Aufgabe 8. Berechnen Sie das Taylor Polynom p(z) vom Grad n = 2 an die
Funktion

@) =

mit Arbeitspunkt & = 1.

Berechnen Sie dann eine Obergrenze fiir den Abstand zwischen p(x) und
f(z) fir z € [1,2].

Aufgabe 9. Berechnen Sie

sin(x?)
m——,
=0 (e — 1)

Hinweis: Approximieren Sie den Zéahler und Nenner durch ein Taylor Po-
lynom vom Grad 2.

Aufgabe 10. Das Newton Verfahren ist ein numerisches Verfahren zur néhe-
rungsweisen Berechnung der Nullstelle # einer Funktion f(z).

¢ Beginne mit einem Schéitzwert fiir die Nullstelle zg.

e Berechne die Linearisierung von f im Punkt zy.
bo(z) = flzo) + f'(z0)(x — o).
¢ Berechne die Nullstelle dieser Linearisierung.

Flao) + o) —20) = 0

X = Xo— f(CUO) .
f'(o)
¢ Diese Nullstelle wird als neuer Schétzwert ;1 fiir £ genommen, d.h.
f(x0)
I i) f’(xo) .



e Berechne nach diesem Schema x5, x3, .. ..

Stellen Sie eine allgemeine Formel auf, wie man die n 4+ 1-te Ndherung
ZTp+1 aus der n-ten Ndherung x,, berechnet fiir alle n.

Sei nun
flz) = 2*-2.

Diese Funktion hat zwei Nullstellen 4+/2. Beginnen Sie mit der Start-
ndherung o = 1 und berechnen Sie x,, fiir n = 1,2,3. Was ist fiir diese
Folge

lim z,7?
n— oo

Aufgabe 11. Berechnen Sie alle lokalen Extrempunkte zu folgenden Funktio-
nen und entscheiden Sie anhand der zweiten Ableitung ob es Hoch- oder
Tiefpunkte sind.

fx) = 2°—32?
f@) = sin(x)
flx) = ze”

Aufgabe 12. Der Begriff Ableitung lasst sich leicht auf mehrstellige Funktio-
nen iibertragen. Sei z.B.

fla,y) = a?y+asin(y) +e’.



e Man kann in dieser Funktion die Variable y als konstanten Parame-
ter betrachten und erhélt damit eine einstellige Funktion von z. Die
Ableitung dieser einstelligen Funktion heifit partielle Ableitung nach
x:

0
o f(@y) = 2oy+sin(y).

e Genauso kann man auch die Variable x als konstanten Parameter
betrachten und dadurch eine einstellige Funktion von y erhalten. Die
Ableitung dieser einstelligen Funktion heifit partielle Ableitung nach

y:
9 fay) = a®+wcos(y) + e
oy" ’

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen der Funktion
x
cos(y)

flz,y) = sin(a?y) +
Aufgabe 13. Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von
flay) = —sin(ye?)
) y - \/E y

und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

Aufgabe 14. Seien f,g € A — B mit A, B C R zwei Funktionen, die auf ganz
A differenzierbar sind.

o Kann man aus f = g schlielen, dass f' = ¢'?
o Kann man aus f’ = ¢’ schlielen, dass f = g?

o Kann man aus f/ = ¢’ schlieflen, dass es eine Konstante C' gibt so
dass

fiir alle z € A7
Geben Sie eine kurze Begriindung oder ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 15. Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale. Geben Sie an,
welche Integrationsregeln Sie benutzt haben.

a)
/ 3dx

/sin(Sm)dm

/e‘dex



Aufgabe 16. Wenn f(x) an der Stelle & einen lokalen Extremwert hat, dann
ist /() =0.
Fiir mehrstellige Funktionen gilt dies analog. Wenn f(x,y) an der Stelle
(Z,9) einen lokalen Extremwert hat, dann ist

a A £ p—
e (z,9) = 0 und
8 A £ p—

Berechnen Sie alle Punkte (#,9), an denen beide partiellen Ableitungen
der Funktion

flz,y) = (z+1)sin(z+y)
Null sind.

Aufgabe 17. Die Funktion f(z) = cos(z) soll im Intervall [0,7] durch eine
Gerade ¢(x) approximiert werden so dass der quadratische Fehler

/ " (0() — cos(x))2dx
0

minimal wird. Berechnen Sie diese Gerade.

Hinweis: Beginnen Sie mit dem Ansatz
Lz) = ax—+b.

Da ein Integral nichts anderes ist als eine Summe, lassen sich die Optima-
litdtskriterien mit Hilfe der Summenregel der Ableitung wie folgt verein-
fachen:

b T ) B 71'2 B ) B
%/0 (ax + b —cos(x))“dx = /0 8a(ax—«—b cos(z))*de = 0

(ax + b — cos(z))’dz = / %(az+b7cos(x))2dz = 0.
0

b Jo

Aufgabe 18. Fiir welche Werte von n ist

/ z"dx
1

endlich?

Aufgabe 19. Berechnen Sie

/x In(z)dz.

Pflichtaufgabe. Fassen Sie die wichtigsten Vorlesungsinhalte seit der letz-
ten Abgabe iibersichtlich auf einer Seite zusammen. Verwenden Sie wenn
moglich Bilder. Die Darstellung sollte so sein, dass Sie Thnen spéter bei
der Klausurvorbereitung hilft. Uberlegen Sie sich, wie Sie den Stoff einer
dritten Person erkldren wiirden. Oft merkt man dabei, was man selber
noch nicht verstanden hat.



