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Leistungsnachweis
Mathematik 1
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Name: Matrikelnr.:

Punkte: Note:

e Es werden nur leserliche Klausuren bewertet.
e Vereinfachen Sie Ihre Losungen so weit wie moglich.

o Ubertragen Sie Ihre Lésungen am Ende der Priifungszeit in die Késten
auf dem Aufgabenblatt. Nur diese werden bewertet.

Aufgabe 1. (10 Punkte) Sei f € R? — (R x RT) definiert durch

f(x1,22) = (x2,€M7%2).

Hat f eine Umkehrfunktion? Falls ja, berechnen Sie diese, falls nein be-
grinden Sie weshalb keine Umkehrfunktion existiert.

L6sung von Aufgabe 1. Damit eine Umkehrfunktion existiert, muss fiir jedes
Paar (y1,y2) € R x RT genau ein Paar (z1,22) € R? existieren so dass

(Y1,92) = f(x1,22)
bzw.
(y1,92) = (z2,€™772).
Damit ist
T2 = U
etttz — g

Da y2 € RT kann man logarithmieren und erhélt aus der zweiten Glei-
chung

r1+x2 = In(y2)
1 = In(ys) —xo = In(y2) — 1.



Damit ist

(z1,22) = (In(y2) —y1,91)

die eindeutige Losung der o.g. Gleichung. Folglich ist die Funktion bijektiv
mit Umkehrfunktion

fte ®xRY) - R? S yy2) = (In(y2) —y1,91) -

Aufgabe 2. (10 Punkte) Sei <y die kleiner-gleich Relation auf N. Berechnen
Sie die Menge

A = ({071’2}2\SN)_1'

Losung von Aufgabe 2.
{0,1,2}2
{0,1,2}°\ <y = {(1,0),(2,0),(2,1)}
({0,1,2)2\ <) = {(0,1),(0,2),(1,2)}.
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Aufgabe 3. (10 Punkte) Sei

f(x)

Ist die Folge f(z,) konvergent, bestimmt divergent oder unbestimmt di-
vergent? Berechnen Sie den (uneigentlichen) Grenzwert von f(z,) sofern
er exisiert.

Losung von Aufgabe 3.

fen) = g = (D"
lim f(r,) = 0.

n—oo

Aufgabe 4. (10 Punkte) Sei
fel-1,1 —[0,n], f(z) = arccos(z).

Bestimmen Sie alle z, an denen f differenzierbar ist und berechnen Sie fiir
diese = die Ableitung f/(x).

Hinweis: Fiir alle z € [—1, 1] gilt

cos(arccos(z)) = =x.



Losung von Aufgabe 4. Fiir alle z € [—1,1] gilt
cos(arccos(z)) = =
bzw.
cos(f(z)) = =
Ableiten auf beiden Seiten ergibt mit der Kettenregel
—sin(f(z))f'(x) = 1
@) = - = ;

_sin(f(z)) _m.

Die rechte Seite ist jedoch nur definiert wenn der Nenner ungleich 0 ist,
d.h.

arccos(z) # 0 und arccos(z) # .
Dies ist genau dann der Fall wenn

x # +1.

Aufgabe 5. (10 Punkte) Berechnen Sie 7, € R mit 7 > 0 so dass

L—J

— Je
Ry re’¥.

Losung von Aufgabe 5.

1—-J

e = (L= et

_ Bein/Agin/t
\/ie—jw/Q )

Damit ist

T:\/§7 QD:*’/T

™|

Aufgabe 6. (10 Punkte) Berechnen Sie das Taylor Polynom vom Grad 2 von

1

G B

zum Entwicklungspunkt & = 1. Bringen Sie das Polynom auf die Form

p(z) = ag+ a1z + aga’.



Losung von Aufgabe 6.

fl@) = @+~

fllw) = —@+1)7?22 = -20(@*+1)7% = ﬁ
" 9 o ) B 9 802
fle) = =2 ((x +1)7 +a(=2)(@" + 1) ° 2x) - (2 +1)2 + (22 +1)3

Auswerten bei = 1 ergibt

= 3
Fay = -2 = -5
) = —§+§ - 41 = %

Damit ist das Taylor Polynom

pa) = )+ F ) =1+ () 1)
—%(aj—l)—ki(m—l)Q

(2—-(@2z—-2)+(z—1)%)

(—2z+4+2> -2z +1)

N e SN SN e CE e

(ac2 —4a:+5)

Damit ist

5 1
ao:i’ a; = —1, CLQZE.

Aufgabe 7. (10 Punkte) Berechnen Sie eine Stammfunktion F(z) von

flz) = sin (In (\/E))

Losung von Aufgabe 7.

sin(In(/x sin(In(z"? sin (Y/21In(x
fl@) = (n(vz)) _ sin(n(z7?)) (f2ln(z))

x x xT

Substitution

1
u=3 In(z), — = dx = 2zdu.



Damit ist

/Mdm = /M%du

T

= Q/Sin(u)du
—2cos(u)
—2cos (1/21n(x))
= —2cos (In(v/z))

Aufgabe 8. (10 Punkte) Berechnen Sie eine Stammfunktion von

flx) = e*T?cos(e” ! 4 3).

Losung von Aufgabe 8. Substitution

. d .
u=e""143, —u:el_l, dx =
dx

Damit ist

/e”“r2 cos(e” 1+ 3)dr =
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Aufgabe 9. (10 Punkte) Berechnen Sie Konstanten ¢y, o, 21, 22 € C so dass

rx—1 c1 Co

224+204+2 -2z +x—z2'

Losung von Aufgabe 9. Faktorisierung des Nenners.

. —2+y4-8 —2+yv—4

1.2 2 2 J

Damit ist

z = —1+j



Ansatz der Partialbruchzerlegung.

z—1 _ C1 i C2
(= (=1+j)(z—(=1-7)) z—(-1+j) z—-(-1-))
r—1 = afe—(-1-)+cala—(~1+ ).

Spezialfall z = —1 + j.

141 = e(-14j-(-1-7)
—2+j - 2j61
24 1 . 1
= = —(1+4+2 = = .
c1 % 2( +27) 2+]

Spezialfall z = —1 — j.

R B O R R )
—2—j = —2jeo
24 1 . 1
= —= = -(1-2j) = =-
C2 2j ( 7) B) J
Damit ist
r—1 e o j
24+224+2  x—(—1+j) x—(-1-j)

Aufgabe 10. (10 Punkte) Fir z € R gilt mit der Euler Gleichung

. 1 .
sin(z) = im(e/*) = %5 (e7* —e77)
cos(z) = re(e?”) = 5 (e7" +e777)

Entsprechend wird die sin- und cos-Funktion fiir komplexe Argumente
z € C definiert durch

| =

sin(z) = (e77 —e77%)

[\
<

cos(z) = (7% +e777).

DO =

Beweisen Sie, dass damit auch fiir alle z € C gilt

sin?(z) + cos?(z) = 1.



Losung von Aufgabe 10.

cos?(z) + sin?(z)

1, . 9 1, . 9
— _(pIdZ —Jz _ (el _ pTIZ
= 1 (e +e ) 1 (e e )
_ i <62jz =+ e—2jz 4 2ejze—jz _ (erz +e—2jz _ 2ejze—jz))
_ i (62jz + 672jz 492 e2jz o 672jz + 2)

4
= 1.



