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1 Definitionen, Theoreme, Beweise

In der Mathematik gibt es viele Begriffe wie z.B. Funktion, Ableitung, Polynom,
usw. Ich bin iiberzeugt, dass Mathematik oft nur deshalb schwierig erscheint,
weil die Bedeutung der Begriffe nicht richtig klar ist.

Der Zweck einer Definition ist es, einen Begriff einfach und unmissverstandlich
zu erklidren. Zum Beispiel wird der Begriff “Polynom” wie folgt definiert:

Definition 1.1 (Polynom)
Eine Funktion f € R — R heiit Polynom vom Grad n € N, wenn es
Zahlen ag,ay,...,a, € R gibt mit a,, # 0 so dass

flz) = ap + a1z + agx® + ... 4 apa”

fiir alle x € R.

Man kann so eine Definition natiirlich nur verstehen, wenn die Begriffe, die in
der Definition auftreten, vorher bereits definiert wurden und klar sind. Wenn
man nicht weifl, was eine Funktion ist, fingt man mit dieser Definition nichts an.
Die Begriffe in der Mathematik bauen aufeinander auf und es ist daher wichtig,
eine Definition gut verstanden zu haben, bevor man weitergeht.

Ein Theorem ist eine wahre Aussage. Es gibt natiirlich unendlich viele wahre
Aussagen, aber einige davon sind fiir uns besonders relevant, wie z.B. haufig
benutzte Rechengesetze. Es lohnt sich daher, solche Aussagen kurz und préagnant
in einem Theorem festzuhalten, zum Beispiel:

Theorem 1.2
Fiir alle a,b € R und allen € N gilt

(ab) = a™b"™.

Theoreme sollte man nicht blind auswendig lernen und glauben. Man sollte viel-
mehr in der Lage sein, zu begriinden warum sie wahr sind. Solche Erklarungen
nennt man Beweis. In einem Beweis darf man bekanntes Wissen verwenden
und muss daraus die Aussage des Theorems logisch herleiten. Ein Beweis fiir
0.g. Theorem koénnte wie folgt aussehen:

Beweis.

(ab)® = (ab)(ab)...(ad)
—_—

nmal
= aa...abb...b
N—— —

nmal nmal
= a"b".

In diesem Beweis wurden bekannte Rechengesetze verwendet wie das Kommu-
tativgesetz und das Assoziativgesetz, wonach die Reihenfolge der Faktoren in
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einem Produkt vertauscht und die Klammern weggelassen werden diirfen. Ahn-
lich wie Definitionen bauen somit auch Theoreme aufeinander auf und es ist
daher wichtig, keine Liicken zu lassen. Weiterhin werden in Beweisen auch Defi-
nitionen verwendet. In o.g. Beispiel haben wir die Definition der Potenzfunktion
verwendet, wonach a™ die n-fache Multiplikation von a mit sich selbst bedeutet.

Wenn man auf ein Theorem st68t, das man nicht beweisen kann, ist das ein Zei-
chen, dass man etwas noch nicht gut genug verstanden hat. Lassen Sie sich also
kein Theorem entgehen ohne es zu beweisen — das ist die beste Lernkontrolle!
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2 Terme

Terme sind “Rechenausdriicke” mit denen wir stdndig hantieren. Beispiele fiir
Terme sind

xz+3

sin(z)?

7
max(3,y)

vVa+1

Keine Terme sind hingegen

r+1=3
2<3

sin(z, y)

+sin +7

Terme sind Zeichenketten mit einer bestimmten Struktur. Die Symbole, die in
einem Term auftreten diirfen, kénnen wie folgt kategorisiert werden:

o Konstantensymbole sind Symbole mit einer festen Bedeutung wie z.B.
7 oder .

e Variablensymbole wirken als Platzhalter. Verwendet werden oft Buch-
staben wie a, b, ¢, x,y, usw. Ein Variablensymbol unterscheidet sich von
einem Konstantensymbol dadurch, dass es keine festgelegte Bedeutung
hat.

e Funktionssymbole wie z.B. sin oder +. Von jedem Funktionssymbol ist
festgelegt, wie viele Argumente es nimmt. So ist sin ein einstelliges Funk-
tionssymbol und + ein zweistelliges. Leider hat man sehr viel Energie
investiert, Funktionssymbole moglichst phantasievoll und unleserlich zu
schreiben. So ist auch das Wurzelsymbol, der Bruchstrich oder das Hoch-
stellen eines Exponenten ein Funktionssymbol, auch wenn es als solches
kaum erkennbar ist.

o Hilfssymbole wie Klammern und Kommas, die man fiir die Argumentli-
ste eines Funktionssymbols braucht wie z.B. in max(3,y).

Andere Symbole diirfen in einem Term nicht auftreten. Insbesondere sind z.B. =
und < keine Funktionssymbole sondern Relationssymbole. Damit ist auch klar,
dass 2 < 3 kein Term ist.
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Nicht jede Aneinanderreihung dieser Symbole ergibt einen Term. So ist z.B.
+sin+7 kein Term, obwohl alle Symbole in die o.g. Kategorien fallen. Wann
eine Zeichenkette ein Term ist, wird durch folgende Regeln festgelegt.

o Jedes Konstantensymbol und jedes Variablensymbol ist ein Term.

e Sind tq,...,t, Terme und ist f ein n-stelliges Funktionssymbol, dann ist
auch
flt1, .. tn)
ein Term.

Ok, das kam tiberraschend. Vereinfachen wir die Situation, indem wir vorlaufig
nur ganz wenige Symbole zulassen und damit Terme bauen:

o Konstantensymbole: 1,2, 3
e Variablensymbole: z,y

o Funktionssymbole: f zweistellig und g einstellig.
Unter Verwendung der ersten Regel ist klar, dass 1, 2, 3, z, y Terme sind. Da f ein
zweistelliges Funktionssymbol ist und x und 3 Terme sind, ist laut zweiter Regel
auch f(x,3) ein Term. Da g ein einstelliges Funktionssymbol ist und f(x,3) ein
Term ist, ist wiederum g(f(z,3)) ein Term. Und so weiter — obwohl wir nur

endlich viele Symbole haben, kdnnen wir trotzdem unendlich viele Terme damit
erzeugen. Vergewissern Sie sich, dass Sie verstanden haben, weshalb

[z, 9(f(1,2)))

ein Term ist und

g(z, f(x,1))
kein Term ist.

Die Struktur eines Terms lasst sich sehr tibersichtlich durch einen Baum dar-
stellen. Der Term

f(f(z,9(3)),9(z))

sieht als Baum so aus:

f/\

g
N |
T g T
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An den Knoten des Baums stehen Funktionssymbole, an den Bléttern Variablen-
und Konstantensymbole. Die Anzahl Nachfolger in einem Knoten ist gleich der
Stelligkeit des zugehorigen Funktionssymbols. Die Baumdarstellung ist tiber-
sichtlicher und man benétigt keine Klammern. Auerdem ist in der Baumstruk-
tur codiert, wie der Term “zusammengebaut” wurde.

Greift man in dem Baum ein Blatt bzw. einen Knoten mit allem was darunter
héngt heraus, erhdlt man einen Teilbaum bzw. einen Teilterm. Teilterme sind
im obigen Beispiel z,3,¢(3),g(x), f(x,9(3)) und f(f(z,g(3)),g(z)). Das Ana-
lysieren eines Terms, d.h. das Zerlegen in Teilterme ist u.a. fir das Anwenden
von Rechengesetzen erforderlich.

Lassen wir nun wieder alle handelsiiblichen Symbole zu. Eingangs hatten wir
gesagt, dass x + 3 ein Term ist. Fest steht, das = ein Variablensymbol, 3 ein
Konstantensymbol und + ein zweistelliges Funktionssymbol ist. Nach unseren
Regeln miisste folglich

+(x,3)

ein Term sein. Das ist auch vo6llig korrekt, nur sieht es halt einfach nicht so schick
aus wie x + 3. Statt +(x,3) wie es richtig wére, schreibt man bei zweistelligen
Funktionssymbolen das Funktionssymbol zwischen die Argumente und spart
sich so ein Klammernpaar. Man nennt dies Infixnotation. Was zunéchst wie
eine gute Idee klingt, richt sich bitter. Statt

+(z, %(2,9))
schreibt man Infix
r+2xy.

In dieser Notation ist aber zunéichst unklar, ob man (x + 2) X y meint oder
x + (2 X y). Man benotigt also wieder Klammern oder aber zusétzliche Regeln
wie Punkt vor Strich. In der Baumdarstellung wiirde dieses Problem ebenfalls
nicht auftreten.

(x+2)xy z+(2xy)

N SN\
A, VAY

Lassen Sie sich von den exotischen Funktionssymbolen nicht verwirren. Der
Term

/Y
e? 41

sieht zwar wild aus, hat aber genau die gleiche, einfache Baumstruktur:
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/(/ (hoch(z,y)), +(hoch(e, z), 1))

f//\+
| / N\

hoch hoch 1

SN\

Abschlieflend noch eine Denksportaufgabe. Ist
141 = 2

wahr oder falsch?

Tatsédchlich ist die Antwort nicht so einfach. Auf beiden Seiten der Gleichung
steht ein Term. Links der Term 1+ 1, rechts der Term 2. Sind die beiden Terme
gleich? Erinnern wir uns, dass ein Term eine Zeichenkette ist. Offensichtlich ist
die Zeichenkette 141 und die Zeichenkette 2 nicht gleich, sie sind ja noch nicht
einmal gleich lang. Wére Thr Passwort 1+1 | wiirden Sie mit 2 nicht durchkom-
men. Andererseits kann man aber natiirlich argumentieren, dass der Wert des
Terms 1 4 1 gleich dem Wert des Terms 2 ist.

Solange man nur Zeichenketten ohne jede Bedeutung betrachtet, spricht man
von der Syntax. Die Bedeutung von Zeichenketten ist deren Semantik. Die
korrekte Antwort auf o.g. Frage ist somit, dass die Terme syntaktisch ungleich
sind, semantisch jedoch gleich. Wenn wir Terme vereinfachen, d.h. “rechnen”,
bedeutet das nichts anderes als dass wir einen Term durch einen anderen Term
ersetzen, der syntaktisch idealerweise einfacher ist, aber semantisch gleich.

Biicher bestehen ausschliefllich aus Zeichenketten, d.h. Syntax. Wenn Sie ein
Buch lesen, fithren Sie im Kopf den Ubergang zur Semantik durch, d.h. “verste-
hen” was geschrieben ist. Dass hier tatsédchlich ein Prozess stattfindet, merken
Sie wenn Sie ein Buch in einer fremden Sprache zu lesen versuchen. Kommuni-
kation zwischen Menschen findet immer iiber ein Medium statt, sei es Text oder
gesprochene Sprache. Dies sind letztlich Zeichenketten, egal ob in geschriebener
oder gesprochener Form. Wir springen also stdndig zwischen der syntaktischen
und der semantischen Ebene hin und her und natiirlich entstehen Verluste bei
beim Ubergang von Semantik zu Syntax beim Sender (Codierung) und umge-
kehrt beim Empfinger (Decodierung).
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3 Aussagenlogik

3.1 Aussagenlogische Funktionen

In der Aussagenlogik beschéftigt man sich mit Wahrheitswerten wahr, falsch
und den folgenden Funktionen auf Wahrheitswerten:

e und A

e oder V

e nicht =

e wenn-dann —

e genau dann wenn <.

Da es nur zwei Wahrheitswerte gibt, lassen sich diese Funktionen sehr einfach
durch eine Tabelle definieren.

Definition 3.1 (Aussagenlogische Funktionen)

F G |FAG|FVG|F—-G|F+G
wahr  wahr | wahr wahr wahr wahr
wahr  falsch | falsch | wahr falsch falsch
falsch  wahr | falsch | wahr wahr falsch
falsch  falsch | falsch | falsch wahr wahr

g ‘ -F
wahr | falsch
falsch | wahr

Wiéhrend die aussagenlogischen Funktionen A, V, — dem entsprechen, wie wir
und, oder, nicht im alltdglichen Sprachgebrauch verwenden, macht — Probleme.
Es ist klar, dass die Aussage

Die Erde ist rund und der Mond ist eine Scheibe
falsch ist, aber warum sollte die Aussage

Wenn die Erde eine Scheibe ist, dann ist der Mond rund

wahr sein?

FEine Definition muss keinen “Sinn” machen, sie legt lediglich fest, was die Be-
deutung eines Begriffs ist, in diesem Fall von —. Die Verwirrung kommt daher,
dass wir im natiirlichen Sprachgebrauch ebenfalls wenn-dann verwenden, aller-
dings mit einer anderen Bedeutung als in der Mathematik. Ich werde Sie aber
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gleich davon iiberzeugen, dass die mathematische Definition durchaus sinnvoll
ist.

Nehmen wir die Aussage
Wenn Sie Thre Hausaufgaben machen, dann bestehen Sie die Priifung,
die sich in zwei Teilaussagen zerlegen lésst:

F': Sie machen Thre Hausaufgaben.

G: Sie bestehen die Priifung.

Wenn ich behaupte, dass F' — G wahr ist, konnen Sie aus o.g. Wahrheitstabelle
schlieflen, dass es nur 3 Moglichkeiten gibt

F wahr, G wahr
F falsch, G wahr
F falsch, G falsch.

Es kann aber nicht sein, dass F' wahr ist und G falsch, denn dann wire F' — G
falsch. Nach meiner Aussage hétten Sie auch nur in diesem Fall einen Grund,
sauer zu sein.

Zwei Punkte sollte man sich iiber wenn-dann merken:
e F — G ist immer wahr, auler in dem einen Fall wenn F wahr und G
falsch ist.

e Wenn F falsch ist, dann ist F — G immer wahr, unabhéngig davon ob G
wahr oder falsch ist.
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3.2 Rechengesetze fiir aussagenlogische Funktionen

Analog zu den Rechengesetzen fiir Addition und Multiplikation wie z.B. das
Distributivgesetz

(a+b)ec = ac+be

gibt es auch einige Rechengesetze fiir aussagelogische Funktionen. Ein Beispiel

ist das Gesetz von de Morgan
~(FAG) = (=F)V(-G).

Der Beweis von Rechengesetzen von aussagelogischen Funktionen ist denkbar

einfach. Da es nur je zwei Moglichkeiten fiir F' und G gibt, muss man lediglich

alle vier Kombinationen ausprobieren und priifen, ob in jedem Fall auf beiden

Seiten das Gleiche rauskommt. Bei Gesetzen auf Zahlen ist das nicht méoglich,

da es ja unendlich viele Zahlen gibt. Rechnen wir also alle Félle aus und stellen

dies in einer Wahrheitstabelle dar.

F G | ~(FAG) | (=F)V(=G)
wahr  wahr falsch falsch
wahr  falsch wahr wahr
falsch  wahr wahr wahr
falsch  falsch wahr wahr

Fertig ist unser erster Beweis!

Die wichtigsten Rechengesetze der Aussagenlogik fassen wir in folgendem Theo-
rem zusamien.

Theorem 3.2 (Rechengesetze der Aussagenlogik)
Fiir alle Wahrheitswerte F, G gilt

~(FAG) = (=F)V(-G)
-(FVG) = (=F)A(=G)
F—-G = (-F)VG
F—-G = (-G)— (—F)
F&G = (F=2GANG—=F)

Insbesondere gelten fiir A und V Gesetze, die Sie vielleicht schon von der Addi-
tion und Multiplikation von Zahlen kennen:
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Theorem 3.3 (Rechengesetze der Aussagenlogik)

o Kommutativgesetz

FANG = GAF
FvG = GVF

o Assoziativgesetz

FAN(GANH) = (FAG)ANH
Fv(GVH) = (FVG)VH
e Distributivgesetz
FA(GVH) = (FAG)V(FAH)
FV(GANH) = (FVG)A(FVH)

Sie sollten jetzt in der Lage sein, diese Gesetze anhand einer Wahrheitstabelle
zu beweisen.
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4 Mengen

4.1 Motivation

Wie in Kapitel 1 erwéhnt, gibt es in der Mathematik viele Begriffe, deren Ver-
standnis essentiell wichtig ist. Tatséchlich ist die Mathematik die einzige Wis-
senschaft, die so einfach ist, dass alle darin verwendeten Begriffe exakt definiert
werden konnen. Fragen Sie mal eine Physiker, was Masse oder Kraft genau ist.
Die Philosophie lebt sogar davon, dass ihre Begriffe unklar sind und man sich
endlos dariiber streiten kann.

Ein Problem hat die Mathematik jedoch auch. Wenn man einen Begriff definiert,
diirfen in der Definition nur Begriffe auftreten, die zuvor schon definiert wurden.
Womit fangt man also an?

Einen Ausweg aus diesem Dilemma gibt es nicht. Man versucht daher, mit
moglichst wenigen, einfachen Begriffen zu beginnen und alles andere darauf
aufzubauen. Tatséchlich ist es gelungen, die gesamte Mathematik mit einigen
wenigen Begriffen der Logik und und dem Begriff “Menge” zu beschreiben. Bei
der Definition des Begriffs Menge sind wir jedoch gezwungen, ausnahmswei-
se Begriffe zu verwenden, die lediglich intuitiv klar sein sollten. Ich verwende
hierfiir die Definition nach Georg Cantor, dem Erfinder der Mengenlehre.

Definition 4.1 (Menge)
Eine Menge ist eine Zusammenfassung von Objekten unseres Denkens
oder unserer Anschauung.

Man setzt also voraus, dass klar ist, was ein Objekt ist und was eine Zusammen-
fassung ist. Dass es sich um Objekte “unseres Denkens oder unserer Anschau-
ung” handelt, bedeutet lediglich, dass diese Dinge nicht physikalisch exitieren
miissen, d.h. rein abstrakt sein kénnen, wie z.B. Zahlen. Die Objekte, die zu-
sammengefasst werden, nennt man Elemente der Menge.

Man kann z.B. die Zahlen 2,3 und 5 zu einer Menge M zusammenfassen. Die
Zusammenfassung wird syntaktisch durch geschweifte Klammern beschrieben,
die Elemente werden durch Kommas getrennt. Man schreibt somit

M = {2,355}

Mengen sind also etwas sehr Einfaches — und genau das war ja die Absicht.
Man kann Mengen durch Diagramme wie folgt veranschaulichen:

M

Um auszudriicken, dass 2 ein Element der Menge M ist, schreibt man

2e M.
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Die Zahl 4 ist kein Element von M. Man schreibt

4¢ M.

Beachten Sie, dass z.B.

34 {3).
Waihrend 3 eine Zahl ist, ist {3} eine Menge.

Die Méchtigkeit (oder Kardinalitdt) einer Menge ist die Anzahl ihrer Elemente.
Als Funktionssymbol fiir die Méchtigkeit verwendet man Betragsstriche, also
z.B.

2,35 = 3.

Eine besonders einfache Menge ist die leere Menge, d.h. eine Zusammenfassung,
in der nichts drin ist. Die leere Menge wird mit {} oder () bezeichnet. Da die
leere Menge keine Elemente hat, gilt

0 = o

Mengen kann man schachteln, d.h. Mengen koénnen ihrerseits wiederum Elemen-
te von Mengen sein. So ist z.B.

{1,2,{3,4}}
eine Menge mit 3 Elementen: 1,2 und {3,4}. Es gilt

1e{1,2,{3,4}}
{3,4} € {1,2,{3,4}}
3¢ {1,2,{3,4}}.

Die Menge
{0}
hat ein Element, namlich (). Es gilt folglich
0 e {0}
Beachten Sie, dass
0+ {0}.

Die leere Menge ist nicht “nichts” sondern eine Menge, also ein Objekt unseres
Denkens oder unserer Anschauung.
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4.2 Zahlenmengen

Mengen kénnen durchaus unendlich viele Elemente haben. Ein Beispiel ist die
Menge der natiirlichen Zahlen

N = {1,2,3,...}.
Nimmt man die Null dazu, erhédlt man eine neue Menge:
No = {0,1,2,3,...}.
Die néchst groBere Zahlenmenge ist die Menge der ganzen Zahlen.
Z = {..—-2-1,01,2,.. .}

Als néchstes kommt die Menge der Rationalen Zahlen Q. Dies sind alle Zahlen,
die sich als Bruch zweier ganzer Zahlen schreiben lassen. So ist z.B.

2/3€ Q, aber 2/3¢Z.

Tatsédchlich gibt es auch Zahlen, die sich nicht als Bruch zweier ganzer Zahlen
schreiben lassen wie z.B. 7, e, v/2. Diese Zahlen nennt man folglich irrationale
Zahlen. Rationale und irrationale Zahlen werden zu der Menge der reellen Zahlen
R zusammengefasst. So ist z.B.

T e€R, aber & Q.
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4.3 Teilmengen

Betrachten Sie z.B. die beiden Mengen
A=1{2,5} und B =1{2,3,5}.

Jedes Element von A ist auch Element von B. Daher nennt man A eine Teil-
menge von B und schreibt

ACB.

Definition 4.2 (Teilmenge)
A ist Teilmenge von B genau dann wenn

fiir alle x gilt
wenn r € A

dannx € B .

Die Definition klingt etwas holprig — allerdings aus gutem Grund. Was wenn-
dann bedeutet, wissen Sie schon von Kapitel 3 und Sie erinnern sich, dass man
das mit — abkiirzen kann. Neu ist der Satzteil “fiir alle  gilt”, den wir in fast
allen Definitionen und Theoremen finden werden. In der Logik bezeichnet man
dies als Allquantor und kiirzt es mit Vz ab. Damit l4sst sich die Definition sehr
kompakt schreiben durch

Vo (r € A— x € B).

Die in Kapitel 4.2 erwéhnten Zahlenmengen sind gute Beispiele fiir Teilmengen-
beziehungen:

NCNy, NoCZ, ZCQ, QCR.
Da Q keine Teilmenge von Z ist, schreibt man

Q¢z.
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Wir wissen bereits, dass {2,5} C {2,3,5}. Laut Definition muss daher
x €{2,5} -z €{2,3,5}

wahr sein fiir jedes beliebige x. Testen wir dies anhand einiger Beispiele von .

e Fir x = 5 erhéilt man

5€{2,5} - 5€{2,3,5} und wahr — wahr = wahr
—_——— —_————

wahr wahr
e Fir x = 3 erhélt man

3e€{2,5} +3€{2,3,5} und falsch — wahr = wahr.
—— —_———

falsch wahr
e Fiir z = 8 erhélt man

8€{2,5} - 8¢ {2,3,5} und falsch — falsch = wahr.
—_—— N——

falsch falsch

Damit die wenn-dann Aussage z € {2,5} — = € {2,3,5} falsch wére, miisste
der wenn-Teil wahr sein und der dann-Teil falsch. Es miisste also z € {2,5}
wahr und z € {2, 3,5} falsch sein. Dies ist unméglich und folglich ist

x €{2,5} -z €{2,3,5}

in der Tat wahr fur alle z. Die Definition 3.1 von wenn-dann machte also riick-
blickend durchaus Sinn.
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Was wiirden Sie sagen, ist die leere Menge eine Teilmenge von N? Ist jedes
Element, das in der leeren Menge ist, auch in N? Macht die Frage tiberhaupt
Sinn, wo doch die leere Menge gar keine Elemente hat? In so einer Situation ist
man gut beraten, sich an die Definition zu halten. Es ist zu kléren ob

Vo (r e —zeN)

wahr ist. Stellen wir uns zunéchst ein beliebiges, aber festes x vor. Natiirlich
ist € 0 falsch, da die leere Menge ja gar keine Elemente hat. Anhand der
Definition von wenn-dann sieht man, dass

refl—-zeN
——
falsch

wahr sein muss: Eine wenn-dann Aussage ist ja immer wahr, wenn der wenn-Teil
falsch ist. Da die Aussage fiir jedes beliebige x wahr ist, ist folglich

Vo (r e —zeN)

wahr. Wir haben damit bewiesen, dass ) C N.

Tatséichlich gilt diese Uberlegung nicht nur fiir die Menge N sondern fiir jede
beliebige Menge A. Es gilt also § C A fiir jede Menge A oder kurz ausgedriickt

VA 0 C A

Ist N Teilmenge von sich selbst, d.h. gilt N C N7 Auch hier sollte man sich nicht
auf die Intuition verlassen sondern auf die Definition. Die Frage ist

Ve (r e N—zeN).

Stellen wir uns wieder zunéchst ein beliebiges aber festes x vor. Dann ist x € N
entweder wahr oder falsch. In beiden Féllen ist aber die Aussage

reEN—->zeN
wahr. Da dies fiir jedes beliebige x gilt, ist
Ve (reN—zeN)

wahr. Wir haben damit bewiesen, dass N C N. Auch diese Uberlegung lisst sich
auf jede beliebige Menge A iibertragen und somit gilt

VA ACA.

Jede Menge ist Teilmenge von sich selbst.
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4.4 Mengengleichheit

Zwei Mengen sind gleich genau dann wenn sie die gleichen Elemente haben.
Aber ist

{2,3,5} = {5,2,3}7?

Ist bei einer Zusammenfassung die Reihenfolge relevant oder nicht? Tatséchlich
wird das in der Definition 4.1 des Begriffs Menge gar nicht festgelegt. Das kommt
davon, wenn man in einer Definition Begriffe verwendet, die noch nicht definiert
wurden!

Zwei Mengen sind gleich, wenn jedes Element der einen auch Element der an-
deren ist und umgekehrt. Da wir den Teilmengenbegriff bereits definiert haben,
kénnen wir ihn in der Definition der Mengengleichheit verwenden.

Definition 4.3 (Mengengleichheit)
Zwei Mengen A und B sind gleich, d.h. A = B genau dann wenn

ACB AN BCA.

Anhand dieser Definition der Mengengleichheit kénnen wir o.g. Frage eindeutig
beantworten. Es gilt

{2,3,5} = {5,2,3}.
Mengen sind somit ungeordnete Zusammenfassungen.
Damit ldsst sich auch eine weitere Unklarheit beseitigen. Es gilt z.B. dass
{2,2,3} = {2,3}.

Ein Objekt ist entweder Element einer Menge oder nicht. Es macht folglich
keinen Unterschied, ob man es mehrfach hinschreibt.

Hé&ufig steht man vor der Aufgabe, zu entscheiden ob zwei gegebene Mengen A, B
gleich sind. Mit Hilfe der Definition 4.3 kann man das Problem vereinfachen:
Man zerlegt es in zwei einfachere Teilprobleme, ndmlich zu entscheiden ob A C B
ist und B C A. Damit ist schon der erste Schritt geschafft — und das ist ja
meistens der schwierigste.

Es gibt noch ein paar weitere Relationen auf Mengen.

e A ist echte Teilmenge von B, geschrieben A C B wenn A Teilmenge von
B ist, aber nicht gleich B, d.h.

A C B genau dann wenn A C BA A # B.
Das ist vergleichbar mit < und < auf Zahlen.

o Statt A C B schreibt man auch B D A und sagt B ist Obermenge von A,
d.h.

B D A genau dann wenn A C B.

Das ist vergleichbar mit > und < auf Zahlen.
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4.5 Aufziahlende und beschreibende Form einer Menge

Bisher haben wir Mengen dadurch beschrieben, dass wir ihre Elemente in ge-
schweiften Klammern und durch Kommata getrennt aufgezahlt haben. Fir Men-
gen mit unendlich vielen Elementen wie z.B. N ist das natiirlich nicht moglich.

Mengen sind im Wesentlichen nichts anderes als Eigenschaften.! Hinter der Ei-
genschaft, eine natiirliche Zahl zu sein und der Menge aller natiirlicher Zahlen
steckt das gleiche Konzept. Wir kénnen quasi aus jeder Eigenschaft eine Menge
konstruieren. Nehmen wir z.B. die Eigenschaft, eine Primzahl grofler 10 zu sein.
Die entsprechende Menge ist

{11,13,17,19,.. .}.

Aus dieser Darstellung ist allerdings nicht leicht ersichtlich, was mit den 3 Punk-
ten gemeint ist. Es gibt daher die sog. beschreibende Form einer Menge.

{z| x ist Primzahl A z > 10}.

Gelesen wird das als
“Menge aller Objekte z, fiir die gilt: = ist Primzahl und = > 10”.

Die Eigenschaft hinter dem senkrechten Strich ist durch eine Aussage gegeben,
in der ein Variablensymbol z auftritt. Die Elemente der Menge sind genau die
Werte fiir z, fir die die Aussage F'(z) wahr ist. Dies ist das Bindeglied zwischen
Logik und Mengenlehre. Ist allgemein F'(x) eine Aussage, in der die Variable x
auftritt, dann ist

{z| F(z)}.
die Menge aller Werte von z, fiir die die Aussage wahr ist.
Wie sind eigentlich Primzahlen definiert? Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl,

die man nicht als Produkt zweier unterschiedlicher natiirlicher Zahlen darstellen
kann. Versuchen wir dies in einer formalen Sprache zu beschreiben.

e Beginnen wir mit der Aussage, dass © Produkt zweier Zahlen ist. Das
heifit, es gibt eine Zahl a und eine Zahl b so dass = ab. Der Satzteil “es
gibt ein” ist wie das bereits bekannte “fiir alle gilt” ein Quantor. Er wird
durch 3 abgekiirzt und heiffit Existenzquantor. Damit lasst sich kompakt
schreiben

Jda 3b x = ab.

e Im néchsten Schritt formulieren wir, dass = in ein Produkt zweier natiirli-
cher Zahlen zerlegt werden kann. Es gibt ein a und ein b so dass a € N
und b € N und = = ab.

Jadba e NAbe NAx =ab.
Damit es libersichtlicher bleibt, kiirzen wir das ab.

Ja,b € Nx = ab.

1Es gibt hierbei einen Haken, der fiir uns jedoch keine Rolle spielt, siche Russelsche Anti-
nomie
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o Natiirlich kann man jede Zahl in ein Produkt zerlegen, wenn man als einen
Faktor 1 nimmt. Wir wollen aber eine “echte” Faktorisierung und schlieflen
daher 1 aus.

Ja,beNa#1ANb# 1Nz =ab.

e Damit z eine Primzahl ist, darf eine solche Faktorisierung nicht moglich
sein. Also braucht es noch eine Negation. Auflerdem sind nur natiirliche
Zahlen Primzahlen und 1 ist per Definition keine Primzahl. Somit ist x
Primzahl genau dann wenn

r€ENAz#1A-(Za,beNa#1Ab#1Ax=ab).

e Auch fir Quantoren gibt es Rechengesetze dhnlich zu den Gesetzen der
Aussagenlogik, die jedoch den Rahmen hier sprengen wiirden. Uberzeugen
Sie sich aber, dass o.g. Formel gleichbedeutend ist mit

reENAx#1ANa,beN (a#1AbD#1) = x # ab).

o Die Menge aller Primzahlen gréfier 10 ist somit

{r|zeNAz>10A (Va,beN(a#1Ab#1) — x #ab)}.
Warum verwenden wir eine so komplizerte Sprache?

Erstens ist die Sprache extrem einfach, da sie nur aus ganz wenigen Be-
griffen der Logik besteht: fiir alle z gilt, es gibt ein x so dass, und, oder,
nicht, wenn-dann.

Zweitens hat sie den unschétzbaren Vorteil, dass alles, was wir darin aus-
driicken, eine exakte Bedeutung hat. Es gibt keine Missverstédndnisse oder
Unklarheiten mehr.

Drittens hat die Sprache eine sehr einfache Grammatik, die es erlaubt,
einen schwierigen Satz in seine Bestandteile zu zerlegen.

Aus diesen Griinden ist diese Sprache auch fiir maschinelle Wissensverarbeitung
sehr gut geeignet. Allerdings erfordert es etwas Ubung, Dinge in dieser Weise
zu formulieren und zu verstehen.
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4.6 Vereinigungsmenge, Schnittmenge, Mengendifferenz

Es gibt drei grundlegende Rechenoperationen auf Mengen. Seien

A=1{23,5}, B=/{36}.

Vereinigungsmenge. Nehmen wir alle Elemente von A und von B zusammen
und erzeugen daraus eine neue Menge, erhalten wir die Vereinigungsmenge von
A und B, geschrieben A U B. In unserem Beispiel ist

AUB = {2,3,5,6}.
Schnittmenge. Nehmen wir nur die Elemente, die sowohl in A als auch in B

sind, erhalten wir die Schnittmenge von A und B, geschrieben AN B. In unserem
Beispiel ist

AnNnB = {3}.
Mengendifferenz. Nehmen wir die Elemente, die zwar in A sind, aber nicht

in B, derhalten wir die Mengendifferenz von A und B, geschrieben A \ B. in
unserem Beispiel ist

A\B = {2,5).

Die Mengenoperationen lassen sich durch Mengendiagramme veranschaulichen:

A B

AUB={z|ze€ AVz € B}
A B

ANB={z|ze€ ANz € B}
A B

A\B={z|z€ ANz ¢ B}
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Unter Verwendung der beschreibenden Form lassen sich die Mengenoperationen
wie folgt definieren.

Definition 4.4 (Mengenoperationen)
Seien A, B Mengen. Dann gilt

AUB = {z|lz€ AVze€ B}
ANB = {z|lre€ ANz e B}
A\B = {z|re€ ANz ¢B}.

Die Ahnlichkeit der mengentheoretischen Symbole U und N mit den aussagelo-
gischen Funktionssymbolen V und A ist durchaus beabsichtigt.

Ein paar Beispiele mit Zahlenmengen:

NUZ = Z
NNZ = N
Z\N (0,-1,-2,...}
N\Z = 0.

Fiir die Mengenoperationen gelten viele Gesetze, von denen ein paar wie folgt
zusammengefasst werden.

Theorem 4.5
Fiir alle Mengen A, B, C gilt

o Kommutativgesetz

AUuB = BUA
ANB = BNA

o Assoziativgesetz

ANn(BncC

\
N
)
5
>
Q

o Distributivgesetz

AU(BNC)) = (AUB)N(AUC)
AN(BUC) = (ANB)U(ANC).

Beachten Sie insbesondere, dass die Mengendifferenz weder kommutativ noch
assoziativ ist.
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Beweis. Die Beweise basieren direkt auf den Gesetzen der Aussagenlogik, siehe
Theorem 3.3. Nehmen wir als Beispiel das letzte Gesetz.

AN(BUC)) = {z|lzeArxze(BUCO)}

{z|lre AN(zeBVvzel)}
{z|(xe ANz eB)V(re ANz eC)}
{z|(xe ANB)V(ze ANC)}

= (ANB)U(ANCQC).

Der wichtigste Schritt war die Anwendung des aussagenlogischen Gesetzes
FA(GVH) = (FAG)V(FAH)
auf die Aussagen

F=zeA, G=z€eB, H=xz¢cC.
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5 Paare

Mengen sind ungeordnete Zusammenfassungen von Objekten. Haufig mochte
man Objekte jedoch geordnet zusammenfassen. Sie kennen das vermutlich schon
von Vektoren. Ein zweistelliger Vektor ist eine Zusammenfassung von zwei Zah-
len, deren Reihenfolge wichtig ist. Der Punkt mit Koordinaten (5,3) liegt wo
anders als der Punkt mit Koordinaten (3,5). Paare werden auch fiir Argument-
listen von zweistelligen Funktionen gebraucht, siehe Kapitel 2.

Fiir zwei beliebige Objekte a, b kénnen wir die geschachtelte Menge

{{a},{a,b}}

konstruieren. Diese Menge kiirzen wir ab mit (a,b) und bezeichnen Sie als Paar.

Definition 5.1 (Paar)
Fiir alle a,b ist das Paar (a,b) definiert durch

(a7 b) = {{CL}, {a, b}}
FEine Menge M heifit Paar, wenn es a,b gibt so dass

M = (a,b).

Warum macht das Sinn? Obwohl nur Mengen verwendet werden, die inhérent
ungeordnet sind, haben wir durch die Schachtelung eine Ordnung codiert. So
ist zB. fira=5und b=3

(5’3) = {{5}a{5a3}}
(3,5) = {{3}’{3a5}}

und da diese Mengen unterschiedlich sind, gilt wie gewiinscht

(5,3) # (3,5).

So weit konnen wir aus zwei Objekten a,b ein Paar konstruieren. Aber wie
kommt man von dem Paar, das ja in Wirklichkeit eine geschachtelte Menge ist,
wieder an die urspriinglichen Komponenten a,b? Ein Paar ist eine Menge mit
zwei Elementen. Beide Elemente sind ihrerseits Mengen, wobei eine Menge ein
Element hat und die andere zwei. Das Element der Einermenge ist die erste
Komponente des Paars, das andere Element der Zweiermenge ist die zweite
Komponente.

Es gibt eine Ausnahne, wenn die beiden Komponenten des Paars gleich sind.
Dann ist

(a,a) {{a}.{a,a}}
{{a}. {a}}
= {{a}}.

Ein Paar, bei dem beide Komponenten gleich sind, ist also eine Menge mit einem
Element, das wiederum eine Menge mit einem Element ist. Dieses Element ist
erste und zweite Komponente des Paars.
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Beispiele.

{{5}.{3,5}} = (5,3)

{{3,5},{3}} = (3,5)
{{3}} = (3.3

{{5,3},{4}} ist kein Paar

Eine wichtige Eigenschaft von Paaren ist, dass die Komponenten eindeutig sind.
Man kann nicht ein und das selbe Paar mit verschiedenen Komponenten erzeu-
gen.

Theorem 5.2
Fiir alle a, b, u,v gilt

(a,b) = (u,v) genau dann wenn a = u und b = v.

Der Beweis dieses Theorems ist nicht schwierig, andererseits aber auch nicht
kurz genug um ihn an dieser Stelle bereits vorzufithren. Anwendung findet dieses
Theorem z.B. in der Vektorrechnung. Zwei Vektoren sind gleich genau dann
wenn ihre Komponenten gleich sind.
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6 Tupel

Im letzten Kapitel haben wir zwei Objekte a,b geordnet zu einem Paar zu-
sammengefasst. Wie fasst man nun drei Objekte a,b,c geordnet zusammen?
Anstatt sich wieder mit geschachtelten Mengen herumzuschlagen, kénnen wir
hierfir Paare benutzen: Wir fassen zunéchst a, b zum Paar (a, b) zusammen und
dann (a,b) und ¢ zum Paar ((a,b), ¢). Das Ergebnis nennt sich Tripel

Definition 6.1 (Tripel)
Fiir alle a, b, ¢ ist das Tripel (a,b, c) definiert durch

(a,b,c) = ((a,b),c).

Da die Komponenten eines Paars eindeutig sind, sind folglich auch die Kompo-
nenten eines Tripels eindeutig.

Im néchsten Schritt bauen wir nach der gleichen Systematik vier Objekte ge-
orndet zusammen. Da wir Tripel bereits definiert haben, kénnen wir diese in
der néchsten Definition verwenden.

Definition 6.2 (Quadrupel)
Fiir alle a,b, ¢, d ist das Quadrupel (a, b, ¢,d) definiert durch

(av b, c, d) - ((aa b, C)v d)

Diesen Prozess konnen wir beliebig fortsetzen.

Definition 6.3 (n-Tupel)
Das n-Tupel mit Komponenten a,as, ..., a, ist definiert durch

(a1,az2,...,a,) = ((a1,a2,...,6n-1),0n).

Der Vollstandigkeit halber ergénzen wir dies noch fiir den Fall n = 1. Das 1-
Tupel mit einer Komponenten a ist a selbst, d.h.

(a) = a.



7 KARTESISCHE PRODUKTE 30

7 Kartesische Produkte

Die Felder eines Schachbretts werden durch Paare beschrieben, z.B. (F,2) oder
(H,5). Die erste Komponente dieser Paare ist ein Element der Menge {A, ..., H},
die zweite ein Element der Menge {1,...,8}. Die Menge aller Felder ist die Men-
ge aller solcher Paare und heifit kartesisches Produkt der beiden Mengen.

(A, HYx{1,....8} = {(A1),(A,2),...,(H8))}.

Neben der in Kapitel 4.6 beschriebenen Vereinigungsmenge, Schnittmenge und
Mengendifferenz haben wir somit eine weitere Mengenfunktion.

Definition 7.1 (Kartesisches Produkt)
Das kartesische Produkt zweier Mengen A, B ist definiert durch

AxB = {(a,b)|ac ANbeE B}.

Wir haben die beschreibende Form von Mengen verwendet, allerdings der Les-
barkeit halber etwas vereinfacht. Korrekt hétte man so schreiben miissen:

AxB = {z|3ac AJbe Bzx=(ab)}
Fiir den Spezialfall leere Menge folgt
Axph = 0.

Ein Schachbrett hat 64 Felder, was das Produkt aus Lénge und Breite ist. Diese
Beobachtung gilt allgemein fiir kartesische Produkte.

Theorem 7.2
Seien A, B endliche Mengen. Dann gilt

|Ax B| = |A]l|B].

Fiir die Paare aus A x B gibt es |A| Moglichkeiten fiir die erste Komponente
und | B| Moglichkeiten fiir die zweite. Macht insgesamt | A| | B| Kombinationen.

Viele Theoreme lassen sich durch sog. kommutative Diagramme veranschau-
lichen.

Kartesisches Produkt

A B Ax B
|- |-
Multiplikation
41,18 |4 > B
= |4]|B|

Das Wort “kommutativ” deutet darauf hin, dass man etwas vertauschen darf
— im Fall von kommutativen Diagrammen ist dies die Reihenfolge von Opera-
tionen: Es ist egal, ob man zuerst das kartesische Produkt berechnet und dann
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dessen Méchtigkeit nimmt, oder zuerst die Machtigkeit nimmt und dann die bei-
den Zahlen multipliziert. Beide Wege fithren zum selben Resultat. In der oberen
Hélfte des Diagramms hantiert man mit Mengen und Mengenoperationen, in
der unteren mit Zahlen. Der Ubergang wird durch die Méichtigkeitsoperation
bewerkstelligt. Diese Operation an den vertikalen Pfeilen wird im Kontext von
kommutativen Diagrammen auch als Morphismus bezeichnet. Er fithrt von der
Welt der Mengen in die Welt der Zahlen. Das kartesische Produkt auf Mengen
entspricht der Multiplikation auf Zahlen. Wir werden solche Situationen sehr
héufig in ganz anderen Gebieten wieder finden und es hilft dem Verstdndnis
unheimlich, wenn man diese Analogien erkennt. Denken Sie z.B. an das Lo-
garithmengesetz In(ab) = In(a) + In(b) oder die Summenregel der Ableitung

(f+9) =1 +9.

n-fache kartesische Produkte. Interessant sind kartesische Produkte von
Mengen mit sich selbst. Im Fall von reellen Zahlen ist R x R die Menge aller
Paare von reellen Zahlen, d.h. die Menge aller zweistelliger Vektoren.

Angelehnt an die Multiplikation wird A x A mit A2 abgekiirzt. Entsprechend
ist dann

A2 = Ax AxA.

Wir verwenden das x-Symbol in Infix Notation, folglich stellt sich die Frage in
welcher Reihenfolge die kartesischen Produkte auszufithren sind. Oder ist

(AxA)xA = Ax(AxA)?

Schon an einem einfachen Beispiel sieht man, dass dem nicht so ist. Sei A = {1}.
Dann ist

AxA = {(1,1)}
(AxA)xA = {({(1,1),1)}
Ax(AxA) = {(1,(1,1))}

und da

(1L,1),1) # (1,(1,1))

folgt, dass die beiden Mengen nicht gleich sind und Klammern erforderlich sind,
um die Sache eindeutig zu machen.

Wir legen fest, dass

AP = (AxA)xA
= A?x A

Entsprechend ist
At = A3x A

und so weiter.
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Definition 7.3 (n-faches kartesisches Produkt)
Das n-fache kartesische Produkt der Menge A ist definiert durch

A" = A"l x Al
Erganzend wird festgelegt, dass

A = A
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8 Relationen

Sie kennen bereits Beispiele von Relationen auf Zahlen wie z.B. die kleiner-gleich
Relation. Schrinken wir diese Relation der Einfachheit halber auf natiirliche
Zahlen ein und bezeichnen wir sie mit <. Wir wissen z.B. dass

3<nyT.
Da alle Objekte in der Mathematik Mengen sind, stellt sich die Frage, wie

sich <y als Menge ausdriicken ldsst. Es stehen 2 Zahlen in Relation, wobei
die Reihenfolge wichtig ist. SchlieBlich ist

7 £n 3.

Es bietet sich daher an, die Zahlen zu einem Paar (3,7) zusammenzufassen. Da
<y eine Menge sein muss, schreiben wir

(3> 7) € SN .

Sieht zwar komisch aus, bedeutet aber nichts anderes als dass die Relation <y
eine Menge von Paaren von natiirlichen Zahlen ist:

<n = {(1,1),(1,2),(1,3),...,(2,2),(2,3)...}.

Die Gleichheitsrelation auf N ist entsprechend
=5 = {(1,1),(2,2),(3,3),...}.

Allgemein ist eine Relation nichts anderes als eine Menge von Paaren — so
einfach.

Definition 8.1 (Relation)
Eine Menge R heifit Relation, wenn R eine Menge von Paaren ist.

R heifit Relation auf A wenn

RCAx A.

Relationen schreibt man meistens in Infix Notation, d.h.

a Rb statt (a,b) € R.

Relationen kénnen beliebige Mengen von Paaren sein. So ist z.B.

R = {(273)7 (17 1)}

eine Relation. Da die Komponenten der Elemente von R natiirliche Zahlen sind,
ist R C N x N und somit eine Relation auf N. Natiirlich ist R auch eine Relation
auf Z.

Auch die Menge
R = {(27 3)7 ((17 1)7 1)}
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ist eine Menge von Paaren und somit eine Relation, allerdings nicht auf N.

Da Relationen Mengen sind, kénnen wir alles Wissen {iber Mengen und alle
Funktionen auf Mengen direkt auf Relationen iibertragen. So ist z.B.

<NN2N = =N
>N\=N = >N
N\ =y = #n
N°n>z = >y

Die Umkehrrelation einer Relation R erhélt man, in dem man die Komponenten
der Paare in R vertauscht.

Definition 8.2 (Umkehrrelation)
Die Umkehrrelation einer Relation R ist definiert durch

R™' = {(b,a)|(a,b) € R}.

So ist z.B.
<t = {(1,1),(1,2),(1,3),...,(2,2),(2,3),...} ¢
= {(1,1),(2,1),(3,1),...,(2,2),(3,2),...}
= 2N
="' = {(1,1),(2,2),(3,3),...}7"
= {(1,1),(2,2),(3,3),...}
- —y.

Beachten Sie, dass die Umkehrrelation der Gleichheitsrelation wiederum die
Gleichheitsrelation ist und nicht, wie man vielleicht vermutet hétte, die Un-
gleichheitsrelation.

Relationen auf R lassen sich durch Bilder veranschaulichen, indem man jedes
Paar (a,b) € R als Punkt in ein zweidimensionales Koordinatensystem einzeich-
net. Die Relation

R = {(a,b)]|a,b e RAD=a?}
ergibt dann eine Parabel.
R = {(a,b)]a,beRAG*+V* <1}

ergibt einen ausgefiillten Kreis mit Radius 1.



9 FUNKTIONEN 35

9 Funktionen

9.1 Beispiele

Beispiel 9.1 Beginnen wir mit der Quadratfunktion auf natiirlichen Zah-
len. Das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist wiederum eine natiirliche Zahl,
so dass jeder natiirlichen Zahl eine natiirliche Zahl zugeordnet wird. Es
handelt sich also um eine Funktion von N nach N. Die beiden Mengen und
die Zuordnung koénnen durch ein Bild veranschaulicht werden:

N R

Jeder Pfeil entspricht einem Zuordnungspaar, z.B. (1, 1), (2,4), (3,9), usw.
Fassen wir alle diese Zuordnungspaare zu einer Menge zusammen, erhalten
wir die Relation

R = {(1,1),(2,4),(3,9),...} € NxN

Unsere Funktion besteht somit aus 3 Dingen: Inputmenge N, Outputmenge
N und Zuordnungsrelation R, die wir zu einem Tripel zusammenpacken.

f = (N,N,R).

Der Funktionswert einer Funktion ist immer eindeutig, d.h. zu jedem Input
a € N gibt es einen eindeutigen Funktionswert f(a). Es kann nie sein, dass
nichts oder zwei verschiedene Werte herauskommen. Fiir die Relation R
heifit das:

zu jedem a € N
existiert genau ein b € N so dass
(a,b) € R.
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Beispiel 9.2 Sei
A = {1,2}
{4,5,6}

Sy

[

A B

Dann ist f = (A, B, R) eine Funktion. Es gilt f(1) =5 und f(2) = 4. Zu
jedem Element a € A existiert genau ein b € B mit aRb.

Beispiel 9.3 Sei

A = {1,2,3}
{4,5,6}
R = {(135)7(276)}

]

A B

Sy

Dann ist f = (A4, B, R) keine Funktion. Da 3 € A muss es ein Paar in
R geben mit erster Komponente 3. Der Zahl 3 wird kein Funktionswert
zugeordnet.
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Beispiel 9.4 Sei

A = {1,2}
{4,5,6}
R = {(1,5),(1,6)}

Sy
|

]

A B

Dann ist f = (A, B, R) keine Funktion. Da sowohl (1,5) als auch (1,6)
Elemente von R sind, ist der Funktionswert f(1) nicht eindeutig.
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9.2 Definition des Begriffs Funktion

Eine Funktion f ist eine Zuordnung von Elementen einer Menge A zu Elementen
einer Menge B. Welches a € A welchem b € B zugeordnet wird, ist durch eine
Relation beschrieben, deren Elemente genau diese Zuordnungspaare (a, b) sind.

Eine Funktion besteht somit aus drei Dingen: Einer Inputmenge A, einer Out-
putmenge B und einer Zuordnungsrelation R. Funktionen kénnen damit wie
alles in der Mathematik durch Mengen definiert werden.

Definition 9.5 (Funktion)
Ein Tripel f = (A, B, R) heifit Funktion wenn gilt:
° RCAxB
. zu jedem a € A

existiert genau ein b € B so dass
aRb

Der Funktionswert von f an der Stelle a € A ist das das eindeutige b € B
mit aRb. Man schreibt hierfiir f(a).

Die Relation R heifit Graph der Funktion.

Die erste Bedinung besagt, dass die Relation R nur Paare enthélt, deren er-
ste Komponente aus der Inputmenge A und deren zweite Komponente aus der
Outputmenge B kommt.

Die zweite Bedingung legt fest, dass der Funktionswert eindeutig ist: Zu jedem
a € A gibt es genau einen zugehorigen Funktionswert b € B.

Definition 9.6 (Menge aller Funktionen von A nach B)
Die Menge aller Funktionen von A nach B ist

A— B = {f|3R f=(A,B,R) ist Funktion }.

Beachten Sie, dass der Pfeil zwischen zwei Mengen A, B nicht wenn-dann be-
deutet, sondern die Menge aller Funktionen von A nach B. Neben U,N,\ und
x haben wir somit eine neue Mengenoperation —. Um auszudriicken, dass eine
Funktion f von A nach B abbildet, kann man einfach schreiben

feA— B.
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9.3 Funktionsterme

Sie kennen vermutlich die Definition von Funktionen durch Terme wie z.B.
flz) = z+1L

Durch den Funktionsterm x4+ 1 wird ebenfalls jeder Zahl x genau ein Funktions-
wert x + 1 zugeordent. Es ist jedoch nicht klar, aus welcher Menge x kommen
darf. Eine Funktion, die nur natiirliche Zahlen schluckt, ist etwas anderes als
eine Funktion, die auch ganze Zahlen verarbeiten kann. Um dies eindeutig zu
machen schreibt man

feN=N, flx)=2+1.
Damit ist klar, dass
= (N,N,{(1,2),(2,3),(3,4),...})
ist. Fir
geEZ—Z, g(x)=z+1
ist
g = (Z,2,{...,(-2,-1),(-1,0),(0,1),(1,2),...})

und somit f # g.

Beispiel 9.7 Die Kehrwertfunktion ist fiir alle reellen Zahlen aufler Null
definiert. Man schreibt folglich

FER\{O} 2R, fl@)=.

Beispiel 9.8 Die Additionsfunktion von ganzen Zahlen ist eine zweistellige
Funktion. Sie nimmt ein Paar von ganzen Zahlen und gibt deren Summe
zuriick. Folglich schreibt man

fez* =17, f(x,y)=z+y.

7?2 VA

Damit ist

f = (ZQ? Z’ { ((_273)71)’ ((273)75)’ ((372)75)""})
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Beispiel 9.9 Abschlieflend noch ein Beispiel fir eine Funktion, die jeder
Zahl ein Paar zuordnet.

fERSR?  f(x)=(x—1,2+2).

So ist z.B.
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9.4 Komposition von Funktionen

Beispiel 9.10 Sei
feER =R, flx)=z+1
gER R, glx) =2z

Dann ist

flgx) = f@*)
2%+ 1.

Der letzte Schritt macht oft Probleme. Ausgehend von
f@) = a+1

muss lediglich auf beiden Seiten das Variablensymbol x durch z? ersetzt
werden und schon hat man

f(z®) = 22+1.

Durch die Hintereinanderausfithrung von f und g entsteht eine neue Funk-
tion

flo(@)) = o*+1.
Diese Funktion wird mit f o g bezeichnet, d.h.

fogeR—=R, (fog)(x)=2a"+1.

Beispiel 9.11 Andert man im vorigen Beispiel die Reihenfolge der Aus-
fihrung von f und g erhélt man

g(f(x) = glx+1)
= (z+1)%

Im letzten Schritt geht man wieder von

glx) = a?

aus und ersetzt auf beiden Seiten das Variablensymbol x durch x + 1.
Wichtig ist allerdings, dass man in diesem Fall den Term z + 1 klammert!

glz+1) = (z+1)~%
Man erhélt somit eine neue Funktion
gofER-R, (gof)(z)=(z+1)>
Vergleicht man mit dem vorigen Beispiel, wird klar, dass
fog # gof.

Die Komposition von Funktionen ist somit nicht kommutativ.
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Beispiel 9.12 Mit Mengendiagrammen stellt sich die Funktionskomposi-
tion wie folgt dar. Gegeben seien zwei Funktionen ¢ € A — B und
feB—=C.

Es gilt

flglar)) = «a
flglaz)) = cs.

Jedem a € A wird durch die Hintereinanderausfithrung genau ein ¢ € C
zugeordnet. Man erhélt somit eine neue Funktion

fogeA—C, (fog)(z) = flg(x)).

Beachten Sie die Reihenfolge: Zuerst wird g ausgefiihrt, danach f. Trotz-
dem schreibt man f o g. Der Grund fiir diese Verdrehung der Reihenfolge
liegt darin dass man das Funktionssymbol vor das Argument schreibt. Im
Term f(g(x)) schreibt man zuerst f, obwohl zuerst g ausgefithrt wird.

Der Ubersichtlichkeit halber wird die Hintereinanderausfiihrung von Funk-
tionen auch wie folgt dargestellt.

g f
A B C
v
fog

Beachten Sie, dass f o g bedeutet, dass man zuerst g ausgefithrt wird und
danach f:

(fog)(z) = flg(=)).

Die innere Funktion g(x) wird zuerst ausgefiihrt. Man spricht f o g daher
“f nach g”.
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Definition 9.13 (Komposition)
Seige A — Bund f € B— C. Dann ist die Komposition fog definiert
durch

fegeA=C,  (feog)(r) = flg(@))

Beispiel 9.14 Sei

feR—=R, f(z) =3z
gER® >R, g(z,y) =z +y.

Dann ist fog € R? = R

(fog)zy) = flg(z,y))

= fl@+y)
= 3(x+y)
g f
R? R R
\/

Die Komposition g o f ist hingegen nicht definiert. Die Funktion f liefert
Werte in R, die Funktion g benétigt jedoch Argumente aus R2.

f g

RéR#R2éR



9 FUNKTIONEN 44

9.5 Injektiv, Surjektiv, Bijektiv
In diesem Kapitel werden drei Eigenschaften von Funktionen vorgestellt, die

z.B. fiir das Losen von Gleichungen und fiir die Umkehrfunktion relevant sind.

Injektiv. Eine Funktion ist injektiv, wenn sie zwei unterschiedlichen Argu-
menten nie den selben Funktionswert zuordnet.

Beispiel 9.15 Die Funktion
feER-R, flz)=x+1

ist injektiv. Wenn x1 # x9 dann ist auch f(z1) # f(x2) fiir alle z1, 22 € R.

Beispiel 9.16 Die Funktion
fERSR, f(zx)=2?

ist nicht injektiv. Es ist z.B. 3 # —3 aber f(3) = f(-3) = 9.

Beispiel 9.17 Sei
Rf = {z|reRAz>0}
die Menge der nicht-negativen, rellen Zahlen. Dann ist
fERF =R, f(z)=2"

injektiv, obwohl der Funktionsterm gleich ist wie im letzten Beispiel. Am
Funktionsterm allein kann man also i.a. nicht entscheiden, ob eine Funk-
tion injektiv ist oder nicht.

Beispiel 9.18 Die Additionsfunktion ganzer Zahlen
fer? =12, flxy)=z+y

ist nicht injektiv. Es gilt z.B. (2, 3) # (1,4) aber f(2,3) = f(1,4) = 5.

Definition 9.19 (Injektiv)
Eine Funktion f € A — B heifit injektiv wenn gilt:

fiir alle ay,as € A gilt
wenn ai # as

dann f(a1) # f(a2)

Bei einer injektiven Funktion kann folgende Situation im Mengendiagramm folg-
lich nicht auftreten.
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A B

Sobald zwei Pfeile zusammenlaufen, wird zwei unterschiedlichen Argumenten
der selbe Funktionswert zugewiesen und die Funktion ist nicht injektiv.
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Surjektiv. Eine Funktion f € A — B heifit surjektiv, wenn jedes Element
b € B tatsichlich auch Funktionswert von einem a € A ist. In der Menge B
bleiben sozusagen keine Elemente iibrig.

Beispiel 9.20 Die Funktion
FERSR, f(z)=2?

ist nicht surjektiv. Die Menge R enthélt auch negative Zahlen, die jedoch
nie Quadrat einer rellen Zahl sein konnen.

Beispiel 9.21 Die Funktion
fERSRE, f(x)=2"

ist surjektiv. Zu jeder Zahl b € R ist Funktionswert einer Zahl a € R,
niamlich @ = v/b oder a = —v/b. Da es zwei verschiedene Werte fiir a gibt,
die zum selben Funktionswert b fithren, ist diese Funktion allerdings nicht
injektiv.
Beispiel 9.22 Die Funktion
feN=>N fz)=xz+1

ist nicht surjektiv: Die Zahl b = 1 kann nie als Funktionswert auftreten.

Definition 9.23 (Surjektiv)
Eine Funktion f € A — B heifit surjektiv wenn gilt

fiir allebe B

existiert ein a € A so dass

fla) =0

Mit “existiert ein” meint man genau genommen “existiert mindestens ein”.

Beispiel 9.24 Die Funktion
feER—-R, f(x)=sin(x)

ist nicht surjektiv. Die Sinusfunktion liefert nur Werte zwischen —1 und
1. Daher ist die Funktion

feR—[-1,1], f(x)=sin(x)

surjektiv.
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Bijektiv. Eine Funktion heifit bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch sur-
jektiv ist.

Definition 9.25 (Bijektiv)
Eine Funktion f € A — B heifit bijektiv wenn f sowohl injektiv als auch
surjektiv ist.

Bijektive Funktionen f haben die Eigenschaft, dass es zu jedem b € B genau
ein a € A gibt, mit f(a) = b:

e Gibt es zu einem b kein a, dann ist die Funktion nicht surjektiv.

o Gibt es zu einem b zwei verschiedene a, d.h. a1 # ag mit f(a1) = f(az) = b,
dann ist die Funktion nicht injektiv.

Andererseits gilt fiir jede Funktion f, dass es zu jedem a € A genau ein b €
B gibt, mit f(a) = b. Bijektive Funktionen sind somit 1:1 Zuordnunge von
Elementen von A zu Elementen von B. Jedes a € A bekommt genau ein b € B,
und zu jedem b € B existiert genau ein a € A.
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9.6 Umkehrfunktion
Beispiel 9.26 Sei

A = {1,2,3}
{4,5,6}
R = {(1,4),(2,5),(3,6)}.

Dann ist f = (A, B, R) eine bijektive Funktion. Es gilt

W
|

A R B

Kehrt man in diesem Bild die Zuordnungspfeile um, erhélt man die Um-
kehrrelation

R' = {(471)7(5’2)7(673)}'

A N -
N W

Durch R~! wird jedem Element aus B genau ein Element aus A zugeord-
net. Damit ist

f7to= (BART
wieder eine bijektive Funktion. Es gilt

Ffa) =1, f'6)=2 f16)=3

Theorem 9.27
Ist (A, B, R) eine bijektive Funktion, dann ist auch (B, A, R™') eine
bijektive Funktion.
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Definition 9.28 (Umkehrfunktion)
Die Umkehrfunktion f=! einer bijektiven Funktion f = (A, B, R) ist
definiert durch

' = (B,AR™.

Nur bijektive Funktionen haben Umkehrfunktionen! Ist f = (A, B, R) nicht
bijektiv, dann ist f~! = (B, A, R~!) keine Funktion:

o Wenn f nicht injektiv ist, gibt es a; # ag mit f(a1) = f(az) = b. Dann
wiire aber f~1(b) nicht eindeutig und somit ist f~! keine Funktion.
o Wenn f nicht surjektiv ist, existiert ein b € B so dass f(a) # b fiir alle
a € A. Dann wire aber f~!(b) undefiniert.
Beispiel 9.29 Sei
A = {1,2}
B = {4
R = {(1,4),(2,4)}.

Dann ist f = (A4,
dass f~! = (B, A,

R) nicht injektiv. Man sieht am Mengendiagramm,
1) keine Funktion ist, da f~!(4) nicht eindeutig ist.

B
R~

A R7! B
Beispiel 9.30 Sei
A = {1}
B = {4,5}

R = {(1,9}.

Dann ist f = ( R) nicht surjektiv. Man sieht am Mengendiagramm,
dass f~! = (B, A, R™!) keine Funktion ist, da f~!(5) undefiniert ist.
1 4
5
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Terme fiir Umkehrfunktionen

Funktionen sind oft durch Terme definiert. Es stellt sich das Problem, wie man
dann einen Term fiir die Umkehrfunktion findet. Hierfiir ist folgendes Bild hilf-
reich:

Danach ist f~1(y) das x mit f(x) = y. Gesucht ist nun ein Term, mit dem man
dieses x fiir ein gegebenes y berechnen kann.

Beispiel 9.31 Sei
feER-R, f(z)=2x+3.

Fiir ein gegebenes x lasst sich y = f(z) durch Auswerten des Funktions-
terms berechnen. Ist nun aber y gegeben und z gesucht, muss man die

Gleichung
y = 2x+3
nach x auflésen:
y—3 = 2z
y—3
r = —
2
Damit ist
1 - Yy — 3
7 = 5=

Da der Name der Funktionsvariablen egal ist, kann man y in £ umbenen-
nen, oft ldsst man aber y stehen.

Wenn f € A — B eine bijektive Funktion ist, hat die Gleichung

y = f()

fiir jedes y € B genau eine Losung z € A. Man kann auf diese Weise testen,
ob eine Funktion bijektiv ist. Wenn die Gleichung fiir ein « € A nicht 16sbar ist
oder mehrere Losungen hat, ist die Funktion nicht bijektiv.

Beispiel 9.32 Die Funktion

feL—1Z, f(r)=2x+3
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hat den selben Funktionsterm wie im vorigen Beispiel, besitzt aber keine
Umkehrfunktion, da sie nicht surjektiv ist.

-1 Y-
Ty = o

wirde z.B. der Zahl y = 2 den Funktionswert —1/2 zuordnen, was jedoch
keine ganze Zahl ist.

Beispiel 9.33 Die Funktion
feR =R, f(x)=2?

ist bijektiv. Fiir € R} hat die Gleichung

y = o

zunéchst zwei Losungen
r = xy.

Da aber y € Rar verlangt ist, existiert nur genau eine Lésung. Damit ist

freR = RE,  fHy) = Vo.
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Beispiel 9.34 Abschlieflend noch ein etwas schwierigeres Beispiel. Sei
fER? =R, f(ry,20) = (21 + 22,21 — T3).

Zunéchst sieht man gar nicht direkt, dass f bijektiv ist. Man kann je-
doch die entsprechende Gleichung aufstellen und zeigen, dass diese immer
eindeutig l6sbar ist. Sei

[z, ) = (y1,92),
d.h.

f

N
~_ -

f—l

(w1, 22) (y1,92) = (x1 + @2, 21 — 22)

Gegeben ist nun yi, Y2, gesucht 1, x2. Erinnern wir uns daran, dass zwei
Paare gleich sind genau dann wenn ihre Komponenten gleich sind, siehe
Theorem 5.2. Man erhélt somit das Gleichungssystem

Y1 = T1+ T2

Y2 = X1 — X2,

das man nach x1, xo auflésen muss. Addiert man die beiden Gleichungen,
erhélt man

Y1+y2 = 21

Y1+ Y2
xry = .

2

Subtrahiert man die Gleichungen, erhilt man

Y1—Y2 = 21
T _ Y1 — Y2
2 5
Damit ist
(x ﬁl') _ yl+3/2 Y1 — Y2
1,42 2 ) 2 .

Folglich ist die Umkehrfunktion

_ _ Y1 +yY2 Y1 — Y2
fTleR? R f 1(?J1ay2) = (2>2>~
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Komposition einer Funktion mit ihrer Umkehrfunktionen

Die Umkehrfunktion macht das riickgdngig, was eine Funktion macht. Fiihrt
man die beiden hintereinander aus, geschieht somit nichts. Fir f € A — B und
f~!' € B — A ergibt sich folgendes Bild:

Fiir ein beliebiges a € A sei f(a) = b und folglich f~1(b) = a. Damit ist

(fThofa) = fH(f(a)
= ()

= a.

Die Funktion f~!'o f € A — A macht somit nichts, aufler das Argument als
Funktionswert zuriickliefern. Sie heifit daher Identitdatsfunktion auf A.

Umgekehrt sei nun Fiir ein beliebiges b € B sei f~1(b) = a und folglich f(a) = b.
Damit ist

(fof™Hb) = F(1b)
= fla)
= b

Die Funktion f o f~! € B — B macht somit nichts, aufler das Argument als
Funktionswert zuriickliefern. Sie heifit daher Identitatsfunktion auf B.

Beispiel 9.35 Die Funktion
fER-RT, flx)=¢"
ist bijektiv und hat die Umkehrfunktion
fTLeRT SR, f7H(y) =In(y).
Die Komposition ist somit die Identitatsfunktion.

flofeR-R, (f o @) =In(e") =z
fof €RT SR, (fof Dy =¥ =y



10 FOLGEN 54

10 Folgen

Definition 10.1 (Folge)
Eine Folge ist eine Funktion von N nach R.

Beispiel 10.2 Die Funktion
fEN=R, f(z)=2?

ist eine Folge.

Die Funktionswerte einer Folge kann man fiir alle z € N aufzidhlen. Folgen stellt
man daher auch in der Form

f o= (1,4,9,16,...)

dar.

Fiir natiirlichzahlige Variablen verwendet man haufig nicht das Symbol = son-
dern n. Weiterhin schreibt man bei Folgen i.a. f, statt f(n), d.h.

fn = n?.

Aus Griinden, die spéter ersichtlich werden, verwenden wir fiir Folgen i.a. nicht
das Symbol f sondern x:
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Von Interesse ist das Verhalten einer Folge x,, wenn n gegen unendlich geht.
Hier gibt es drei Falle:

 Konvergente Folge. x,, ndhert sich immer mehr einer reellen Zahl & an.
Die Folge z,, heifit dann konvergent mit Grenzwert Z. Man schreibt

lim z, =2

n—oo
oder
z, — & fur n — oo.
Beispiel:
n+1 .
Ty = , lim z, = 1.
n n— o0

o Bestimmt divergente Folge. z,, lduft gegen oo oder gegen —oo. Die
Folge x, heifit dann bestimt divergent mit uneigentlichem Grenzwert oo
oder —oo. Man schreibt

lim z, = oo oder lim =z, = —cc.
n— oo n— o0
Beispiel:
n! .
Ty, = —— lim z, = —oo.
" on’ n—oo "

e Unbestimmt divergente Folge. Folgen, die weder konvergent noch be-
simmt divergent sind, heiflen unbestimmt divergent, z.B.

zn, = (—1)" oder z,, = nsin(n).

Am wichtigsten sind fiir unsere Zwecke die konvergenten Folgen.
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10.1 Nullfolgen

Als einfacher Spezialfall werden zunéchst Nullfolgen betrachtet. Dies sind Folgen
mit Grenzwert Null, z.B.

sin(n) .

Ty =
n

Nachdem intuitiv klar ist, was gemeint ist wenn man sagt, dass sich eine Folge
immer mehr der Zahl Null anndhert, ist nun eine exakte Definition erforderlich.

Stellen Sie sich eine kleine Zahl € > 0 vor und eine Folge x,,, die ab einem Punkt
N zwischen *¢ bleibt, d.h.

fir alle n > N gilt

|xn| < e

Die Folge hélt sich also ab einem bestimmten N nur noch im Bereich zwischen
+e auf. Wenn dies fiir beliebig kleine ¢ > 0 gilt, muss sich die Folge beliebig
nah an Null anndhern und auch dort bleiben.

T

(L)
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Dies fithrt zu der (zugegebenermaflen nicht ganz einfachen) Definition:

Definition 10.3 (Nullfolge)
Eine Folge x,, heifit Nullfolge wenn gilt:

fiir jedes € > 0
gibt es ein N so dass
fiir allen > N gilt, dass

|zn| < €

Beispiel 10.4 Die Folge
ey = 1/n

ist offensichtlich eine Nullfolge, da die Werte von x,, fiir grofle n immer
kleiner werden. Man kann dies auch formal wie folgt anhand der Definition
zeigen. Sei € > 0 eine beliebig kleine Zahl. Man muss nun eine Grenze N
finden, so dass |z,| < € fir alle n > N. Da n € N und damit positiv ist,
kann man diese Ungleichung wie folgt umformen:

|z, < €

[Yn| < €

IUn < €
n > e

Die gesuchte Grenze ist somit N = 1/e. Ist n > N, dann sind die o.g.
Ungleichungen alle erfiillt und es gilt insbesondere |z, | < .

Beispiel 10.5 Ein besonders einfaches Beispiel einer Nullfolge ist die kon-
stante Folge

z, = 0.

In diesem Fall ist der Wert von IV egal, da ohnehin fiir jedes beliebig kleine
e > 0 fiir alle n € N gilt

|z, < e
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10.2 Konvergente Folgen

Betrachten wir nun den allgemeinen Fall einer konvergenten Folge z,, mit Grenz-
wert &. Statt der Forderung |z, | < € muss nun gefordert werden, dass x,, um
weniger als € von & abweicht. Dies wird mit

T, —T<e und x,—T>-—¢
ausgeriickt bzw. kompakter durch

|zn — 2] < e.

Definition 10.6 (Konvergente Folge mit Grenzwert &)
Eine Folge z,, heifit konvergent mit Grenzwert & wenn gilt:

fiir jedes € > 0
gibt es ein N so dass
fiir alle n > N gilt, dass

|z, — 2] <€

Ist x,, eine konvergente Folge mit Grenzwert Z, schreibt man

lim z, = Z
n—oo

oder auch einfach

Ty — T.
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Beispiel 10.7 Sei
1—-n
14+n

ITn -

Setzt man fiir n groffe Zahlen ein, kommt man zu der Vermutung, dass

lim z, = -1.
n—oo

Nachfolgend wird dies bewiesen: Laut Definition muss es zu jedem € > 0
ein N geben, so dass fir alle n > N gilt |2, — (—1)] < e.

Sei also € > 0 beliebig aber fest. Gesucht ist nun die Grenze N, ab der
|1'n + 1| < €

gilt. Umformen der Ungleichung ergibt

1—n
+1] < ¢
1+n
1-n 14n
+ < €
1+n 1+n
2 <
€
14+n

Die Betragsstriche kénnen weggelassen werden, da n € N und der Term
somit immer positiv ist.

2 <
€
1+n
2 < e(1+4n)
2/5 < 14n
n > 2/8 — 1.
Mit der Wahl
N = 2-1
gilt somit |z, + 1| < ¢ fiir alle n > N.
Damit ist bewiesen, dass die Folge x,, tatséchlich gegen & = —1 konver-

giert.

Verschiebt man eine konvergente Folge x,, mit Grenzwert £ um Z nach unten,
erhilt man eine Nullfolge.

Theorem 10.8
Fiir jede Folge x,, gilt
lim z, = =%

n—oo

genau dann wenn die Folge y,, = x,, — & eine Nullfolge ist.

Dies folgt direkt aus der Definition einer konvergenten Folge bzw. Nullfolge.
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10.3 Rechengesetze fiir konvergente Folgen

Es gibt ein paar Rechengesetze, mit deren Hilfe man entscheiden kann, ob eine
Folge konvergent ist und gegebenenfalls ihren Grenzwert berechnen kann.

Theorem 10.9 (Rechengesetze fiir Grenzwerte konvergenter Folgen)

Seien x, und y, konvergente Folgen mit x, — & und y, — ¥ und
¢ € R. Dann gilt

Tn+Yn — T4+7
Tn—Yn — T—4
cr, — &
TnYn — 2
Tn/yn — /4§ falls §# 0 und y, # 0 fir alle n.

Grafisch 148t sich Theorem 10.9 durch ein kommutatives Diagramm fiir den Fall
der Addition wie folgt darstellen:

+
Tny Yn — Tp +yn

liml llim

29— @+]
Beispiel 10.10 Gegeben ist die Folge
2" =3
RS
Man ware versucht, an dieser Stelle Theorem 10.9 auf die Folgen 2™ —3 und
3" 41 anzuwenden. Das klappt aber nicht, weil beides keine konvergenten
sondern bestimmt divergente Folgen sind und man auf den undefinierten
Ausdruck co/oco stoflen wiirde. Der Trick ist, zuerst Zahler und Nenner
durch 3™ zu dividieren:

Ln

2" -3 (2/3)" — 1/3n1
3n+1 1+1/37 ’
In diesem Term treten tiberall konvergente Folgen auf. Es gilt
(2/3)" — 0
/31— 0
/3" — 0

Wiederholte Anwendung von Theorem 10.9 ergibt nun
(2/3)" —=1/3"' - 0-0=0

1+1/3" — 140=1

(2/3)" —1/3n1 0—-0 O

— =—-=0.
141/3n 1+0 1
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10.4 Bestimmt divergente Folgen

Stellen wir uns eine sehr grofle Zahl K vor und eine Folge, die ab einem be-
stimmten N immer oberhalb von K bleibt, d.h.

fiir alle n > N gilt
z, > K.

Wenn dies fiir beliebig grofle K gilt, muss die Folge gegen unendlich gehen.

Definition 10.11 (Bestimmt divergente Folge)
Eine Folge z,, heifit bestimmt divergent mit uneigentlichem Grenzwert
oo wenn gilt

fiir jedes K
gibt es ein N so dass
fiir allen > N gilt
T, > K

Entsprechend heifit eine Folge x,, bestimmt divergent mit uneigentlichem
Grenzwert —oo wenn gilt

fiir jedes K
gibt es ein N so dass
fiir allen > N gilt
Tz, < K
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Beispiel 10.12 Die Folge

n2

n+1

In ==

ist bestimmt divergent mit uneigentlichem Grenzwert co. Dies kann man
anhand der Definition wie folgt zeigen.

Sei K beliebig aber fest. Es muss nun ein NV gefunden werden so dass fiir
alle n > N gilt ,, > K. Umformen ergibt

z, > K
2
L
n+1
n > Kn+ K
n—Kn—-K > 0.

Auf der linken Seite steht eine nach oben getffnete Parabel. Mit der Mit-
ternachtsformel berechnet man die groflere der beiden Nullstellen:

K+ VvEK?+4K
2

N

Falls die Diskriminante negativ ist, ist der Wert von N beliebig. Mit diesem
Wert von N sind die o.g. Ungleichungen erfiillt fiir alle n > N. Insbeson-
dere gilt fiir alle n > N, dass x,, > K.
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10.5 Funktionen von Folgen

Die Komposition einer Folge x € N — R und einer Funktion f € R — R ergibt
wieder eine Folge:

foxeN=R,  (fox)(n)=f(z(n) = f(zn).

f(zn)

Sei x,, eine konvergente Folge mit Grenzwert Z, d.h.

lim z, = 2.

n—oo
Es stellt sich nun die Frage, ob auch f(x,) eine konvergente Folge ist und ob
wie zu Erwarten gilt

lim f(z,) = f(2).

n—roo

Diese Gleichung wird durch das folgende Diagramm ausgedriickt:

Ty —I— f(xn)

liml llim

A

In “einfachen” Féllen ist dies tatsdchlich zutreffend, d.h. es ist egal ob man
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o zuerst die Funktion f anwendet und dann den Grenzwert der Folge f(z,,)
berechnet oder

o zuerst den Grenzwert & berechnet und darauf die Funktion f anwendet.

Beispiel 10.13 Sei

1
T, = 24—
n
fl@) = 2°
Dann ist
= 2
f(2) 4
1\* 2 1
f(zn) = <2+) =4+=-+
n n o n
33, (o) =
und tatsachlich gilt
Jim f(zn) = f(2)-
Es gibt jedoch auch Félle, in denen dies nicht gilt:
Beispiel 10.14 Sei
1
LTn = —
n
1 fallsx >0
f(z) = sign(x) = 0 fallsz=0
—1 fallsz <0
Dann ist
z 0
f@) =0
f(zn) = sign(l/n) =1 daneN
g fEm) =1
und somit

Probleme entstehen immer dann, wenn f an der Stelle & einen Sprung, eine
Liicke oder einen Ausreifiler hat. Um exakt zu beschreiben, was damit gemeint
ist, bendtigt man das Konzent des Grenzwerts einer Funktion f an einer Stelle
Z.
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11 Grenzwert von Funktionen

Bisher haben wir den Begriff Grenzwert nur auf Folgen x, angewandt. Nachfol-
gend wird der Begriff auch fir Funktionen f(x) definiert. Der Grenzwertbegriff
wird vor allem dann benétigt, wenn Funktionen an einer Stelle & etwas “Aufer-
gewohnliches” tun, d.h. einen Sprung, eine Definitionsliicke, oder einen Ausreifier
haben. Anschaulich ist der Grenzwert einer Funktion an der Stelle & der Wert,
auf den der Funktionswert f(z) zulduft, wenn x auf # zulduft. Man schreibt
hierfiir

lim f(x).

Die anschauliche Formulierung, “mit = auf & zuzulaufen” bedeutet, dass man
eine Folge x, betrachtet, die gegen & konvergiert. Die Frage ist dann, ob und
wogegen die Folge f(x,) konvergiert, siche voriges Kapitel.



11 GRENZWERT VON FUNKTIONEN 66

11.1 Veranschaulichung

Zunéchst ein paar Bilder und Beispiele, die die Ausnahmesituationen illustrie-
ren.

Normalfall

Im Normalfall gilt: Wenn = auf & zulduft, dann lduft f(z) auf den Grenzwert

G = f(&) zu.

Beispiel 11.1
i=3, fER-=R, f(x)=2a2
lim f(x) = 9 = f().
Tr—x

Lauft man z.B. mit der Folge
Tpn = 3+4+1n
auf 3 zu, dann ist die Folge der Funktionswerte
flan) = (3+1/n)?
= 94 6nt Y2
und es gilt

lim f(z,) = 9.

n—oQ

Wenn x gegen 3 lauft, dann lauft f(z) gegen 9. Dies gilt nicht nur fir die
Folge x,, = 3 4+ 1/n sondern fiir jede gegen 3 konvergente Folge.
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Definitionsliicke

Bei einer Definitionsliicke hat f hat an der Stelle  keinen Funktionswert, aber
einen Grenzwert G.

Beispiel 11.2

t=3, feR\{3} =R, f(z)=2?

lim f(x) =9, f(&) ist undefiniert.

Wie im vorigen Beispiel gilt fiir die Folge x,, = 3 + /n, die auf 3 zulauft,
dass die Folge f(z,) gegen 9 lauft, obwohl f(3) nicht definiert ist. Dies
gilt wiederum fiir jede gegen 3 konvergente Folge. Einschrénken muss man
lediglich, dass f(z,) definiert sein muss.
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Ausreifler

Wenn f an der Stelle Z einen Ausreifier hat, dann hat f dort einen Grenzwert
G. Dieser ist jedoch nicht gleich dem Funktionswert f(&).

ST

Beispiel 11.3

. 2?2 fallsx # 2
=3, [feR-R, f(x):{lo fallsxiﬁc

lim f() =9,  f(&)=10.

Auch hier sieht man wieder am Beispiel der Folge x,, = 3+ 1/n, dass f(z,)
gegen 9 konvergiert.

Es gibt jedoch bei Ausreiflern eine kleine Gemeinheit. Die triviale Folge
T, = 3
konvergiert auch gegen 3. Es gilt jedoch
flan) = 10,
und diese Folge konvergiert nicht gegen 9. Noch schlimmer ist die Folge

_ 3 falls n gerade
Tn = 3+ 1/n falls n ungerade.

Auch diese Folge konvergiert gegen 3, die zugehorige Folge f(x,,) ist jedoch
unbestimmt divergent.

Man kann das Problem aber leicht beheben, indem man nur Folgen z,,
zulasst, fir die z,, # & fir alle n.
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Sprung

Wenn f an der Stelle Z einen Sprung hat, dann hat f dort keinen Grenzwert.
L&uft man von links mit  auf & zu, dann lauft f(z) gegen Giinks, lauft man
von rechts mit z auf & zu, dann lauft f(x) gegen Grechts. Man sagt, dass f dann
einen linksseitigen Grenzwert Ginks und einen rechtsseitigen Grenzwert Grechts
hat, aber da Glinks # Grechts, hat f an der Stelle & keinen Grenzwert.

f(z)
Ghrechts + /

Glinks -/

T

Beispiel 11.4

. 2?2 fallsz <2
t=3 JeRoR f(x):{ﬁ falls z > 2

lim f(z) =9,  lim f(z)= 3.
<& >

Fir ,, = 3 — /n gilt
flan) = (3=1n)?

und damit

lim f(z,) = 9.

n—oQ
Fir z, = 3 + /n gilt

fl@n) = V3+1n

und damit

lim f(z,) = V3.

n—oo
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Pol ohne Vorzeichenwechsel

Der Grenzwert von f bei & kann auch im Unendlichen liegen.

f(z)

SR

Beispiel 11.5

$=3, feR\{i} >R, f(x)=m

li_>m f(z) = o0.

Fiir die Folge z,, = 3 + 1/n gilt

1
f(l'n) (3 + 1/n — 3)2
und somit
nh_)n;o flzn) = oo

Bei einem Pol mit Vorzeichenwechsel ist die Situation gleich wie bei einem
Sprung: Die Funktion hat dann an der Polstelle keinen Grenzwert.
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11.2 Formale Definition

Das Zulaufen von x auf Z ldsst sich durch eine Folge z,, beschreiben, die gegen
Z konvergiert. Es soll dabei keine Rolle spielen, in welcher Weise x auf & zulduft,
d.h. von links, rechts, alternierend, schnell, langsam, usw. Wir betrachten daher
alle gegen & konvergenten Folgen z,,.

Da wir die Konvergenz der zugehorigen Folge f(xz,) untersuchen wollen, be-
schranken wir uns jedoch auf die Folgen, fir die f(xz,) definiert ist. Ist also
f nicht auf ganz R sondern nur auf einer Menge D C R definiert, dann muss
T, € D gelten fiir alle n.

Wie Beispiel 11.3 zeigt, miissen wir auflerdem fordern, dass x,, # & sein soll fiir
alle n. Die Folge nédhert sich also &, tritt aber nie auf & drauf.

Wenn nun fiir jede solche Folge x,, die zugehorige Folge der Funktionswerte
f(x,) immer gegen den selben Grenzwert G konvergiert, hat f an der Stelle
den Grenzwert G.

Zugegebenermaflen ist das sehr viel Maschinerie um zu beschreiben, dass wenn
x auf & zulduft, f(z) gegen G lauft. Wenn Sie eine einfachere Moglichkeit finden,
wéare das super.

Definition 11.6 (Grenzwert einer Funktion)
Eine Funktion f € D — R hat an der Stelle & den Grenzwert G, wenn

fiir jede Folge x,, mit

o lim, sooxn, =2

e 1z, €D undz, #z firallen € N
gilt, dass

lim, o f(zn) = G.

Man schreibt dann

lim f(z) =G.

T—T

Wie bei Folgen heifit ein Grenzwert G = oo uneigentlicher Grenzwert.
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11.3 Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen

Den Grenzwert einer Funktion an einer Stelle & zu berechnen, ist manchmal
etwas aufwéndig. Hierfiir gibt es folgende Rechengesetze.

Theorem 11.7 (Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen)
Seien f,g € D — R und
lim f(2) = F
Tr—T
limg(z) = G

=T

mit F,G € R. Dann gilt

lim (f(x)+g(x) = F+G
lim (f(x) —g(x)) = F-G
lim (f(z)g(z)) = FG
lim (f(z)/g(z)) = F/G falsG#0
lim cf(z) = cF fiirallec€R.
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12 Stetigkeit

Viele Theoreme iiber Funktionen gelten nur im “Normalfall”, d.h. wenn die
Funktion an der betreffenden Stelle keinen Sprung, keine Definitionsliicke und
keinen Ausreifler hat. Der Fachbegriff hierfiir heifit Stetigkeit. Anschaulich ist
eine Funktion stetig, wenn man ihren Graph ohne abzusetzen zeichnen kann.

Definition 12.1 (Stetigkeit)
Eine Funktion f € D — R mit D C R heifit stetig an der Stelle & wenn
o f(&) definiert ist, d.h. & € D
o f(x) einen Grenzwert bei & hat

e der Grenzwert von f bei & gleich dem Funktionswert von f bei Z,
ist, d.h.
lim f(x) = £(2).

T—T

f heifit stetig auf einer Menge A wenn f an jeder Stelle & € A stetig ist.

Die Existenz eines Grenzwerts an der Stelle Z ist somit eine notwendige Voraus-
setzung fiir Stetigkeit, aber nicht hinreichend. Stetigkeit ist folglich eine stérkere
Forderung als nur die Existenz eines Grenzwerts.

In folgenden Situationen hat f an der Stelle & den Grenzwert G:

z z T
Normalfall Definitionsliicke Ausreifler

Im linken Bild ist f bei Z stetig, im mittleren und rechten Bild nicht.

In folgenden Situationen hat f an der Stelle & keinen Grenzwert und ist dort
folglich auch nicht stetig.

\
/D .
t t t
Z Z z

Sprungstelle Polstelle
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Beispiel 12.2 Die Funktion
feER—=R, f(z)=cos(x)

ist an der Stelle & stetig fiir jedes & € R. Damit ist f stetig auf R.

Beispiel 12.3 Die Funktion
fER=R,  f(z) = |z]

ist stetig auf R.

Beispiel 12.4 Die Funktion

fERV{0} o R, f(r)=1

ist an der Stelle £ = 0 nicht definiert und dort folglich auch nicht stetig.
Sie ist aber stetig auf R\ {0}.

Beispiel 12.5 Die Funktion

1 fallsxz >0
fFER—R, f(x):{() sonst a

hat an der Stelle £ = 0 keinen Grenzwert und ist dort folglich auch nicht
stetig. Sie ist aber stetig auf R\ {0}.

Beispiel 12.6 Die Funktion

22 fallsz #3
feR-ER, f(x):{ T

hat an der Stelle & = 3 zwar einen Funktionswert 7 und einen Grenzwert
9, da diese jedoch ungleich sind, ist f bei Z nicht stetig. f ist aber stetig
auf R\ {3}.

Beispiel 12.7 Die Funktion
fERT =R, f(z)=In(z)

ist stetig auf R,
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Nachfolgendes Theorem hilft bei der Entscheidung, ob eine Funktion stetig ist
oder nicht.

Theorem 12.8 (Stetigkeitssatz)
Sind f(x) und g(x) stetig an der Stelle &, dann auch

I
i

)
)

( ) )
f(@)/g(z)  falls g(2) # 0.

Beispiel 12.9 Die Funktionen f(z) = sin(z) und g(z) = 22 sind auf ganz
R stetig. Damit ist die Funktion

h(z) = 5

stetig auf R\ {0}.
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13 Differentialrechnung

13.1 Ableitung als Grenzwert der Sekantensteigung

In der Differentialrechnung beschéftigt man sich mit der Frage, wie steil eine
Funktion f an einer Stelle & ist. Dieser Wert wird als Ableitung von f bei &
bezeichnet, kurz f'(%).

Die Frage kann man dadurch vereinfachen, dass man die Tangente an f im
Punkt  anlegt. Die Steigung der Tangente ist dann gleich der Steigung von f
bei & und die Steigung einer Geraden ldsst sich leicht berechnen.

f(z)

Tangente

Problematisch ist jedoch, dass man die Tangente ja gar nicht kennt. Man kann
sie jedoch durch eine Sekante approximieren. Hierzu wéhlt man einen weiteren
Punkt Z + Az und legt die Gerade durch die Funktionswerte von f bei & und
Z 4+ Az. Macht man Az nun immer kleiner, geht die Sekante in die Tangente
iiber und folglich die Sekantensteigung in die Tangentensteigung.

f(@)

Sekante

f@+ Ax) -
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Die Steigung der Sekante ist nun

Ay _ fa+An) - f(@)

Ax Ax '
Da im Zahler und Nenner Differenzen stehen, heifit dieser Term Differenzenquo-
tient.

Die Tangentensteigung erhédlt man, indem man Ax immer kleiner macht und
den Grenzwert der Sekantensteigung fiir Ax — 0 berechnet, d.h.

LI+ Aa)— (@)
Az—0 Az

Da Ax im Nenner steht, ist dieser Wert fiir Az = 0 nicht definiert. Die Hoffnung
ist aber, dass der Grenzwert bei Az = 0 existiert, da sowohl Zahler als auch
Nenner gegen Null gehen. Oft ist dies der Fall, aber leider nicht immer. Wenn
der Grenzwert existiert, heiit f an der Stelle & differenzierbar.

Definition 13.1 (Differenzierbarkeit)
Die Funktion f heifit differenzierbar an der Stelle & wenn der Grenzwert
I+ Ae) (@)
Az—0 Az

existiert und endlich ist.

Die Funktion f € D — R heifit differenzierbar wenn f differenzierbar an
allen Stellen & € D ist.

Definition 13.2 (Ableitungfunktion)
Sei f € D — R differenzierbar. Die Ableitungsfunktion von f ist defi-
niert durch

/ / 1 f(;C—l—A:C)—f(CC)
fep=k W= T A

Damit f an der Stelle & differenzierbar ist, muss f zumindest stetig sein bei Z:

o f muss einen Funktionswert bei & haben, da f(&) im Zahler auftritt.

o f muss einen Grenzwert bei & haben, da sonst der Teilterm f(Z + Ax) im
Zahler fur Az — 0 undefiniert ist.

e Funktionswert und Grenzwert von f bei & miissen gleich sein, sonst geht
der Zéahler nicht gegen Null. Da aber Az im Nenner gegen Null geht, wiirde
in diesem Fall der Bruch nicht gegen einen endlichen Wert gehen.

Somit ist Stetigkeit eine notwendige Voraussetzung fiir Differenzierbarkeit. Ste-
tigkeit gentigt aber nicht, es gibt Funktionen die zwar stetig sind, aber nicht
differenzierbar.
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13.2 Beispiele fiir Ableitungen

Beispiel 13.3 Sei
fER=R, f(x) =22

Fiir einen festen Arbeitspunkt & und Az # 0 ist die Sekantensteigung von
f zwischen Z und & + Az nach der im vorigen Abschnitt hergeleiteten
Formel

f(&+ Az) — f(2) (% + Ax)? — 22
Az Az
22 4+ 28Ax 4+ Ax? — 32
Az
28 Az + Ax?
Az
2% 4+ Ax.

Der wichtige Schritt hierbei war, dass Az gekiirzt werden kann und aus
dem Nenner verschwindet. Der Grenziibergang Ax — 0, mit dem die
Sekantensteigung in die Tangentensteigung tibergeht, ist jetzt einfach.

lim 22+ Az = 23%.
Az—0

Damit ist
(@) = 22
Da der Grenzwert fiir alle Z € R existiert, ist die Ableitungsfunktion

ffeR=R, f'(z)=2z.



13 DIFFERENTIALRECHNUNG 79

Beispiel 13.4 Sei

feR\{0} =R, f(z)=

SRR

Fiir einen festen Arbeitspunkt & # 0 und Az # 0 ist die Sekantensteigung
von f zwischen & und & + Az

=

(@ + Ax) — f() Vi
Azx Azx
1 1\ 1
- (rm
T—(Z+Ax) 1
(& + Az) Az
—Ax 1
(& + Az) Az
1
(& + Az)’

Der Grenziibergang Az — 0, mit dem die Sekantensteigung in die Tan-
gentensteigung iibergeht, ist jetzt einfach. Fiir & # 0 gilt

1 1
lim ————— = ——.
Ao 2(3 + Ax) 72
Damit ist

I ——

z
Da der Grenzwert fur alle & € R\ {0} existiert, ist die Ableitungsfunktion

1
-

freRN{0} =R, f(z)=
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Beispiel 13.5 Sei
fER =R, f(z) =+
Die Sekantensteigung von f zwischen & und Z 4+ Ax ist

f(&+ Azx) — f(2) Vit Az —Vi
Az Az '

Da man an dieser Stelle den Grenzwert Az — 0 noch nicht direkt be-
rechnen kann, muss man weiter vereinfachen. Der Trick ist, den Bruch
mit vZ + Az + V& zu erweitern und die zweite Binomische Formel zu
verwenden.
Vi+Az —Vi)(Vi+Az+Vi) (2 + Azx) — &
Ax(VE+ Az 4+ Vi) Az(Vi+ Az +V7)
Ax

Az(VE+ Az + Vi)
1

Vit Ar+ Vi

Der Grenziibergang Ax — 0 ist jetzt einfach.

1 1
= falls  # 0.

lim
Az—0 /7 + Az + Vi Wi

Da fiir £ = 0 nur ein uneigentlicher Grenzwert co existiert, ist f(x) an der
Stelle £ = 0 zwar stetig, aber nicht differenzierbar. Damit ist die auf RT
eingeschrinkte Funktion

fERY 4R, fla)=Vz

differenzierbar und hat die Ableitungsfunktion

feRY SR, fl(z)= NG
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Nach diesem Schema lassen sich weitere Ableitungsfunktionen von Standard-
funktionen berechnen. Folgende Ableitungen sollten Sie aber im Kopf haben:

f(x) =const  f'(z)=

fa)=a" @) =a aeR
flx) =sin(z)  f'(z) = ( )

flx) =cos(x) f'(z)=— bln( )

flo) = tans) ') =1+ tan(e)
flz) =e” flz) =

fx)=In(z)  f'(z) = /

Beachten Sie, dass /= und /& Spezialfille von 2 sind fiir a = —1 bzw. a = 1/2.



13 DIFFERENTIALRECHNUNG 82

Beispiel 13.6 Abschlieflend ein Beispiel, wo der Grenzwert der Sekanten-
steigung fiir Az — 0 nicht existiert. Sei

feER-R, f(x)=|z|
Gesucht ist die Steigung von f an der Stelle Z = 0.

]

Die Betragsfunktion ist zwar auf ganz R stetig, man sieht aber am Schau-
bild, dass man bei £ = 0 aufgrund des Knicks keine Tangente anlegen
kann. Dies bestétigt sich auch rechnerisch.

Die Sekantensteigung zwischen & und & 4 Az berechnet sich fiir = 0 wie

folgt
f@+Ax)—f(&) |2+ Ax|— |2
Az a Ax
|0 4+ Az| — |0] N
= Ax da 0
_|Ag]
T Az

1 falls Az >0
-1 falls Az <0

= sign(Ax).

Da diese Funktion einen Sprung an der Stelle Az = 0 hat, ist f an der
Stelle & = 0 nicht differenzierbar.

Fir alle anderen & # 0 ist die Funktion differenzierbar, d.h.
feRN{0} =R, f(z)=|z]
ist differenzierbar und hat die Ableitungsfunktion
f eR\ {0} - R, f(x) = sign(x).

Anschaulich kann man sich die Situationen fiir Existenz eines Grenzwerts, Ste-
tigkeit und Differenzierbarkeit wie folgt merken:
e Wenn f bei & keinen Sprung hat, hat f dort einen Grenzwert.

e Wenn f zusétzlich bei & keine Liicke und keinen Ausreifler hat, ist f dort
stetig.

e Wenn f zusétzlich bei & keinen Knick und keine vertikale Tangente hat,
ist f dort differenzierbar.
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13.3 Differentialnotation

Um die Notation zu vereinfachen, fithrt man sog. Differentiale ein. Es handelt
sich nicht um ein neues Konzept, man mochte die Sache nur etwas tibersichtlicher
darstellen und das Limessymbol weglassen.

Anschaulich ist mit dem Symbol dz ein “unendlich kleines” Az gemeint. Solche
unendlich kleinen Zahlen heiflen Differentiale. Die Ableitung einer Funktion f(x)
lésst sich damit viel einfacher schreiben:

fla -+ dz) = f(z)

fa) = -

Da dx sowieso unendlich klein ist, braucht man keinen Grenziibergang mehr
hinzuschreiben. Natiirlich haben wir nicht definiert, was “unendlich klein” ist
und werden dies auch nicht tun. Das Mysterium hinter Differentialen klart sich
viel einfacher:

Definition 13.7 (Differential)
Sei t(dx) ein Term, in dem das Symbol dx auftritt und t(Ax) der Term,
in dem jedes Auftreten von dx in t(dx) durch ein neues Symbol Ax
ersetzt wurde. Dann ist

t(de) = Alﬂirgo t(Ax).

Schreibt man also dz in einem Term, meint man den Grenzwert des Terms fir
Ax — 0, wobei jedes dx durch Az im Term ersetzt wurde.

So ist z.B.

z+dr = lim z+ Az = z.
Az—0

Rechnen mit Differentialen fiihrt oft zur Verwirrung. So ist z.B.
dr = 0
vollig korrekt, aber trotzdem darf dz im Nenner auftreten und es gilt z.B.

dﬁ
dx

Ersetzt man dr durch Grenzwerte, wird dies klar:

dr = lim Az = 0.
Az—0
dxr
— = 1 — = lim 1 =1
dx Aalcrgo Az AQIUIEO

Die Verwirrung kommt daher, dass man bei einem Bruch den Grenziibergang
im Zéhler und Nenner nur dann unabhéngig voneinenander durchfiihren darf,
wenn der Grenzwert des Nenners nicht Null ist, siehe Theorem 11.7 auf Seite
72.
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Beispiel 13.8 Mit dieser Definition von dx kann man die Ableitung von
f(x) = 22 wie folgt umformen:

f(z +dz) — f(z)
dx
(x + dx)? — 22
dx
2 + 2zdx + dz? — 2?2
dx

2xdr + da?

dx
= 2x+dx

= 2.

flx) =

Der letzte Schritt sieht falsch aus. In der ganzen Rechnung wurde vor-
ausgesetzt, dass dr # 0 ist, wieso kann man es dann am Ende einfach
weglassen? Unter Verwendung des Limessymbols und ohne Differentiale
wird dies klar:

flz+ Ax) — f(z)

f'(x) = lim

Az—0 Ax
A 2 _ .2
= lim —(x + A7) x
Az—0 Az
22420 Ax + Ax? — 22
= lim
Az—0 Az
. 2zAz + Az?
= lim ———
Az—0 Az
= lim 22+ Az
Axz—0
= 2.

Den Term
f(z +dz) — f(z)
dx

nennt man Differentialquotient. Wenn dx unendlich klein ist, dann ist auch der
Zahler unendlich klein und somit ebenfalls ein Differential. Man kiirzt daher ab

df(z) = flz+dr) - f(z).
Damit lasst sich die Ableitung noch kompakter schreiben.

fa) = 42

Manchmal schreibt man auch
d
’ _

Hierbei ist mit 4/dz der Ableitungsoperator gemeint. Fiir die Ableitung der sin-
Funktion kann man z.B. schreiben

%sin(x) = cos(z).
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Obwohl die Differentialnotation viele Dinge vereinfacht, muss man aufpassen,
dass es nicht zu Widerspriichen kommt. Es wurde gezeigt, dass

Py = fotin-sw

Korrekt ist auch
fle+de)— f(z) = f'(x)dx

da auf beiden Seiten der Grenzwert Null ist.

Korrekt wére aus dem gleichen Grund
flx+dz) - f(z) = 5f(x)dw
da

lim f(z+ Az)— f(z) = lim 5f'(z)Aw.

Az—0 Az—0

-0 =0
Hieraus kann jedoch nicht geschlossen werden, dass

Az—0 Ax

Laut der Rechengesetze fiir Grenzwerte (Theorem 11.7 auf Seite 72) gilt

lim f(x) _ limagz—o f(x)
Az—0 g(x) limag—o0 g()
eben nur wenn
lim g(x) # 0.

Az—0
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13.4 Ableitungsregeln

Man kann die Ableitung einer Funktion anhand der Definition 13.2 als Grenz-
wert der Sekantensteigung wie in den Beispielen in Kapitel 13.2 berechnen. Da
diese jedoch oft miithsam ist, gibt es Ableitungsregeln, mit denen man die Ablei-

tung einer neuen Funktion auf die Ableitung von bereits bekannten, einfacheren
Funktionen reduzieren kann.

e Summenregel
(f(@) +9(z) = [f(z)+d ()

o Konstanter Faktor

e Produktregel
(f(x)g(x))” = fl(x)g(x)+ f(x)d (x)

e Quotientenregel

(f(x)>/ _ [@)g(x) — fz)g' (x)
g()

o Kettenregel (duflere Ableitung mal innere)

(flg(@)) = f(g())g'(x)

Nachfolgend werden diese Regeln anhand von Beispielen vorgestellt und bewie-
sen.
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Theorem 13.9 (Summenregel)

(f(x) +g(x)) = f(2)+d(x)

Beispiel 13.10 Sei

h(z) = sin(z) 4 z?
Mit
f(z) = sin(z), g(z) = 2
f'(x) = cos(z), g (z) =2z
gilt

hz) = f(x)+g(x)

W(x) = (f(z)+g(x)
= fl@)+4' (@)
= cos(z) + 2z.

Man hat somit die Ableitung der schwierigen Funktion sin(z)+2? reduziert
auf die Ableitung von den einfacheren Funktionen sin(z) und x2.

Die Regel besagt, dass es egal ist, ob man zuerst zwei Funktionen addiert und
dann die Summe ableitet oder zuerst jeden Summand ableitet und diese dann
addiert.

Beweis. Sei h(z) = f(x) + g(z). Dann gilt
h(z + dx) — h(x)

W(z) = dx
_ flatde) +gletda) — (f(z) + gl)
dx
_ flatdr) - f(x) + g(z+dx) — g(x)
dx
_ Jfltd) - fl@) | gle+de) —g(x)
dx dx

= fl@)+¢'(2).0
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Theorem 13.11 (Konstanter Faktor)

(uf(z)) = uf'(z).

Beispiel 13.12 Sei

h(z) = 3sin(x).
Mit v = 3 und
f(z) =sin(z), f'(x) = cos(z)
gilt
h(z) = uf(x)
W(z) = (uf(z))
= uf'(x)
= 3cos(x).

Man hat damit die Ableitung der schwierigen Funktion 3sin(x) reduziert
auf die Ableitung der einfacheren Funktion sin(z).

Die Regel besagt, dass es egal ist, ob man zuerst eine Funktion mit einer Kon-
stanten multipliziert und dann ableitet, oder zuerst die Funktionen ableitet und
dann mit der Konstanten multipliziert.

f@) ———= uf(2)

Beweis. Sei h(z) = uf(z). Dann gilt

h(z + dz) — h(zx)

h'(a:) - dx
_ uf(atd) —uf()

dx
_ fatdn) - @)

dx

= uf'(z).0
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Theorem 13.13 (Produktregel)

Beispiel 13.14 Sei

h(z) = x?sin(z).
Mit
flz) =42, g(x) = sin(z
f(x) = 2z, g'(z) = cos(z
gilt
hz) = [f(z)g(z)
W(z) = (f(z)g(x))
= f@)g(@) + f(2)g' (x)

= 2zsin(z) + 2% cos(z).

Man hat damit die Ableitung der schwierigen Funktion x2 sin(z) reduziert

auf die Ableitung der einfacheren Funktionen 22 und sin(z).

Beweis. Sei h(z) = f(x)g(x). Dann gilt

h(z + dx) — h(x)
dx
h(z+dz) h(z)

(f(z +dx)g(z + dx) — f(z)g(x))
dx '

An dieser Stelle hilft ein Trick weiter. Man subtrahiert den Term

f(@)g(x + dx)

W(x) =

und addiert ihn gleich wieder, was in Summe ja Null ergibt:

f(z +dz)g(z + dz) — f(z)g(z)
dx

=0

[z + da)g(x + dx) —f(2)g(x + dx) + f(2)g(z + dx) —f(2)g()

dx
_ flz+dz)g(z + dx) — f(x)g(x + dx) N fl2)g(z + dz) — f(z)g(x)
dx dz
= g(z +dz) flx 4 dx) — f(x) n f(x)g(sr +dz) — g(x)

dx
= fl(z)g(z) + f(2)g (x)

dzx
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Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass
li A = .
Aim g(z + Az) g9(x)

Da vorausgesetzt wurde, dass g differenizierbar ist, ist g natiirlich auch
stetig. Folglich ist

g +dz) = g(z).O
Im Spezialfall wenn g(x) = u eine konstante Funktion ist und daher ¢'(x) = 0,
gilt
W(x) = fl2)g(x)+ f(z)g'(x)
uf'(z).

Die Regel vom konstanten Faktor ergibt sich somit als Spezialfall der Produkt-
regel.
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Theorem 13.15 (Kettenregel)

(flg@))" = f(9(x)) g (x)
Beispiel 13.16 Sei
h(z) = sin(z?).
Mit
f(z) = sin(z), gla) = =*
f'(x) = cos(z), g (z) =2z
f'(g(x)) = cos(z?)
gilt
h(z) = [f(g(z))
W) = (flg()
= fg(z))g'(z)
= cos(z?) 2.

Man hat damit die Ableitung

der schwierigen Funktion sin(z?) reduziert

auf die Ableitung der einfacheren Funktionen 22 und sin(z).

Beweis. Sei h(z) = f(g(z)). Zunichst betrachtet man nur einen festen Wert

Z. Mit den Abkiirzungen

gilt

g(&)+dg = g+dg

h(z + dz) — h(2)
dzr
f(g(@ +dx)) — f(g(2))
dz
f(g+dg) — f(9)
dx
f(g+dg) — f(9) dg
dg dzx
1ay 9(E +dx) — g(2)
f(9) I
f(g(2) g’ ().

Z
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Da diese Uberlegung fiir jedes beliebige 2 gilt, kann man # durch z ersetzen
und erhalt

Wenn man so will, kann man die Funktionen g(z) und f(g(z)) als Variablen
f und g betrachten, deren Wert von x abhingt. Andert man z um dz, dann
dndert sich g um

und f um

Die Kettenregel kann man dann sehr kompakt schreiben als

a _ df dg
de  dg dz’

In dieser Form ist die Kettenregel offensichtlich, da lediglich dg gekiirzt wird.
Beispiel 13.17 Unter Verwendung der Kettenregel kann man herleiten,

dass In(z) = 1/ ist. Da die In-Funktion Umkehrfunktion der e-Funktion
ist, gilt

@ = g
Leitet man beide Seiten ab, erhdlt man mit der Kettenregel

(@) In'(z) =

xln'(z) =

In'(z) =

HM_.»—*H

Allgemein kann man auf diese Weise die Ableitung von Umkehrfunktionen
berechnen.

Beispiel 13.18 Gesucht ist die Ableitung von a” fiir beliebiges a > 0. Da
die Ableitung der e-Funktion bekannt ist, formt man unter Anwendung
der Rechengesetze des Logarithmus wie folgt um:

a® = eln(az) — " ln(a).

Dies lésst sich leicht mit der Kettenregel ableiten:

/
(ex ln(a)) — e In(a) hl((l)

@) In(a)

= a”In(a).
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Theorem 13.19 (Quotientenregel)

(f(rc))’ _ [@)g(x) — f@)g' (x)
g() g(x)?

Beispiel 13.20 Sei

h(z) = sin(x)
Mit
flz) =42, g(x) = sin(z
f(x) = 2z, g'(x) = cos(x
gilt
_ @
"= g

2z sin(z) — 22 cos(x)

sin(x)?

Man hat damit die Ableitung der schwierigen Funktion #°/sin(z) reduziert
auf die Ableitung der einfacheren Funktionen 22 und sin(z).

Beweis. Die Quotientenregel kann man einfach unter Verwendung der Produkt-
und der Kettenregel beweisen, indem man die Division durch g(z) als
Multiplikation mit g(z)~! darstellt.

<f<w>> = (f()al)™)

g(z)
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13.5 Hohere Ableitungen

Nachdem man die Ableitung f’(z) einer Funktion berechnet hat, kann man
diese nochmal ableiten. Das Ergebnis f”(x) heift dann zweite Ableitung von
f(z). Auf gleiche Weise kann man dann weitere Ableitungen f"/(z), f""'(x) usw.
berechnen.

Leitet man allgemein n Mal ab, erhélt man die n-te Ableitung von f(x). Diese
wird mit (™ () bezeichnet. Die Klammern im Exponent bedeuten, dass nicht
die n-te Potenz gemeint ist sondern die n-te Ableitung.

Fiir manche Situationen ist es niitzlich, die nullte Ableitung zu definieren. Man
legt fest, dass f(O(z) = f(x).

Beispiel 13.21 Sei f(z) = sin(z). Dann ist

) = cos(x)
) = —sin(x)
x) = —cos(x)
) = sin() = f(a).

Nach der vierten Ableitung landet man wieder am Anfang. Damit gilt

FOr) () = ) () fiir alle n € No.

Beispiel 13.22 Sei f(z) = e*. Dann ist

o) = aen

f// (SE) — a2 0%

Damit ist

FM(2) = a"e™ fiir alle n

Beispiel 13.23 Sei f(x) = ax? 4 bx + ¢ eine Parabel. Dann gilt

fl(x) = 2azx+0b
0 E—_—
) = 0

Damit ist
f™(x) =0 fiir alle n > 3.

Allgemein ist die n-te Ableitung eines Polynoms immer Null wenn n grofler
als der Grad des Polynoms ist.
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13.6 Partielle Ableitungen

Der Begriff der Ableitung lasst sich leicht auf mehrstellige Funktionen verallge-
meinern. Sei z.B.

flz,y) = (3z+1)sin(y).

Man kann aus einer zweistelligen Funktion leicht eine einstellige Funktion ma-
chen, indem man eine Funktionsvariable als konstanten Parameter betrachtet.
Hierfiir gibt es zwei Moglichkeiten.

e Man betrachtet y als konstanten Parameter und leitet die so entstehende,
einstellige Funktion von x ab. Das Ergebnis heifit partielle Ableitung nach
x und wird mit dem Symbol 8/az abgekiirzt. In diesem Fall ist sin(y) ein
konstanter Faktor und man erhélt

2 fay) = 3siny).

e Man betrachtet x als konstanten Parameter und leitet die so entstehende,
einstellige Funktion von y ab. Das Ergebnis heifit partielle Ableitung nach
y und wird mit dem Symbol /sy abgekiirzt. In diesem Fall ist 3z + 1 ein
konstanter Faktor und man erhalt

0
ay (z,y) = (34 1)cos(y).
Beispiel 13.24 Sei
flz,y) = a®sin(zy) +ev.
Dann ist

0 ) 9
2 (z,y) = 2zsin(zy)+ z°ycos(xy)
2f(sc, y) = x’cos(zy)+ €Y.

y
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14 Linearisierung

In den Anwendungen ist von einer Funktion f(z) oft nur die unmittelbare Um-
gebung um einen Arbeitspunkt Z relevant. Betachtet man z.B. die Kennline
eines Transistors, dann interessiert man sich nur fiir den Teil in der Nahe des
Basisstroms von ca. 5mA. Sofern nur eine enge Umgebung des Arbeitspunkts
relevant ist, kann man die Funktion dort recht genau durch ihre Tangente £(x)
approximieren, d.h. es gilt dort

Dies ist in der Praxis eine enorme Vereinfachung, da man mit Geraden £(x)
leichter rechnen kann als mit nichtlinearen Funktionen f(z), die Fehler aber
trotzdem i.a. klein genug sind.

|«— & —| Umgebung von &

Die Approximation einer Funktion durch ihre Tangente im Arbeitspunkt be-
zeichnet man als Linearisierung. Im Folgenden soll fiir eine gegebene Funktion
f(z) und Arbeitspunkt # die Linearisierung ¢(z) berechnet werden.
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Die allgemeine Form einer Geraden £4(x) ist
L) = ax+b.

Fiir die Tangente werden zwei Bedingungen gefordert, aus denen man die un-
bekannten Parameter a,b berechnen kann:

Gleicher Funktionswert im Arbeitspunkt. Die Tangente beriihrt die Funk-
tion im Arbeitspunkt und muss daher dort den selben Funktionswert ha-
ben, d.h.

(@) = f(@)

Gleiche Steigung im Arbeitspunkt. Die Tangente hat im Arbeitspunkt die
gleiche Steigung wie die Funktion, d.h.

@) = f(2)
Mit dem Ansatz ¢(z) = az+b und ¢'(z) = a folgt aus diesen beiden Forderungen

at+b = f(&)
a = f'(&)
Lost man die erste Gleichung nach b auf und setzt a ein, erhilt man
b = f(&)—a

= f@) - f(@).
Setzt man nun a und b in den Ansatz ein, erhélt man
L) = axr+bd
I;@x +£(@) - (@)
a b

f@) + f1(@) (- 2).

Definition 14.1 (Linearisierung)
Die Linearisierung £(z) von f(x) im Arbeitspunkt & ist definiert durch

lz) = f(@)+ (@) (- 2)

Beispiel 14.2 Sei f(z) = sin(z) und & = 0. Dann ist
lw) = f@)+[(@)(z—2)
= sin(0) + cos(0)(z — 0)

x.

~

Damit gilt

sin(z) ~x  fir x ~ 0.
Folglich kann man fiir kleine Winkel x die Approximation sin(z) =~ x
machen.

Man konnte natiirlich fiir kleine  auch approximieren sin(z) ~ 0, aber
das wére weniger genau.
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Beispiel 14.3 Die Funktion f(z) = In(z) soll im Arbeitspunkt & = 1 linea-

risiert werden. Mit

—1)

In(1) = 0
In'(z) = s
In'(1) = 1
gilt
() f@) + f(@) (@ - 2)
= In(1)+1In'(1)(x
= z—1.
Damit gilt

In(z)~x—1 firz=~1.
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15 Taylor Polynome

Mit der Linearisierung kann man eine Funktion in der Umgebung eines Ar-
beitspunkts durch eine Gerade approximieren und mit dieser Naherung viele
Probleme enorm vereinfachen.

Falls die Approximation durch eine Gerade zu ungenau ist, muss man “biegsa-
mere” Funktionen verwenden. Hierfir bieten sich Polynome an. Einerseits sind
Polynome immer noch recht einfache Funktionen, andererseits bieten sie Flexi-
bilitédt, da man den Grad nach Bedarf wihlen kann. Polynome vom Grad 1 sind
Geraden, so dass die Linearisierung ein Spezialfall der nachfolgend vorgestellten
Taylor Polynome ist.

Definition 15.1 (Polynom.)
Eine Funktion p € R — R heifit Polynom vom Grad n € Ny, wenn es

Konstanten ag,aq,...,a, € R mit a,, # 0 gibt so dass
plx) = ap+ax+...+az"”
fiir alle x € R. Die Konstanten ay, . . ., a, heilen Koeffizienten des Poly-

noms, a, heifit fiihrender Koffizient.

Erginzend zur o.g. Definition wird auch die konstante Nullfunktion p(z) = 0
als Polynom vom Grad Null definiert.
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15.1 Herleitung des Taylor Polynoms
Fiir eine gegebene Funktion f und einen gegebenen Arbeitspunkt Z ist ein Po-
lynom p vom Grad n gesucht, das f in der Umgebung von & moglichst gut

approximiert. Im Fall n = 1, d.h. bei der Linearisierung, wurde gefordert

e gleicher Funktionswert im Arbeitspunkt, d.h.

p(#) = f(2)
e gleiche Steigung im Arbeitspunkt, d.h.
p(E) = f(a)

Mit diesen Gleichungen konnten die zwei Parameter einer Geraden eindeutig
berechnet werden.

Da ein Polynom n-ten Grades n + 1 Koeffizienten ag, a1, ..., a, hat, bendtigt
man n + 1 Forderungen um diese eindeutig zu bestimmen. Naheliegenderweise
fordert man die Gleichheit aller Ableitungen im Arbeitspunkt bis zur n-ten.

Damit die Gleichungen iiberschaubar bleiben, wird dies am Fall n = 4 vorge-
rechnet. Die Forderungen sind dann

pla) = f(@)
P@) = 1)
PE = @)
@) = @)
////( ) — fl///(j}).

Ausgehend von der allgemeinen Form eines Polynoms werden zunéchst die Ab-
leitungen berechnet.

plx) = a9 + ax + ax® + azrd + agx?
p(z) = a1+ 2asx 4+ 3azz® +  dagx’
p(z) = 2a9 + 6azx + 12a42
p(z) = 6as + 2dagx
p"(x) = 24ay.

Auswerten dieser Ableitungen bei & und Einsetzen in o.g. Bedingungen liefert

die Gleichungen

apg + @ +  axi? +  aszd® + adt = f(a
ar  + 2a22 + 3azd? + A = f'(3)
2a0 + 6aszx + 12&4.’%2 = f” ,@)
6ag +  24a4% = f”l .f)
24a4 = f""(&).
Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten ag, ..., aq. Da es

bereits Dreiecksform hat, kann es leicht durch Riickwértseinsetzen gelost wer-

den.
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Es geht aber noch viel einfacher, wenn man mit dem Ansatz
p(x) = ag+ai(z—2)+as(zr—2)® +asz(x —2)° +ag(x — 2)*

arbeitet. Im Unterschied zum zuerst gewéhlten, naheliegenden Ansatz wurde
iiberall  durch x — Z ersetzt. Das Ansatzpolynom wurde also um & verschoben.
Dies zieht sich auch bei den Ableitungen so durch:

p(x) = a1 + 2ax(x—2) + 3az(x—2)?2 + dag(zr —3)3
p’(x) = 2a4 + 6baz(z—2) + 12a4(z—2)2
p(xz) = 6as + 2day(x —2)

p"(z) = 24ay.

Wertet man nun bei & aus, fallt fast alles weg — deshalb ist der verschobene
Ansatz viel geschickter.

ao

= a’l

6a3

)
)
{%) = 2a2
)
) 24@4 .

a = [f(&)
a = fl(2)
20,2 = f// lﬁ)
6as = f"(2)
24ay 1"(2),
Hieraus kann man sofort die Koeffizienten ayg, ..., a4 berechnen. Setzt man diese
in das Ansatzpolynom ein, erhélt man
12 :,/C\ 111 i, 1nn ./,i'
p(@) = £@) + @) - )+ LD @iy LD gy LD (s

Unter Verwendung der Fakultatsfunktion l&sst sich die Struktur dieses Polynoms
besser erkennen. Fiir ¢ € N gilt

i = 1-2.-3-...-4 und 0! = 1.
Damit ist
pl@) = ig%x—@0+fﬁ%x—®1+ﬂ;ﬂ@—£y+fg?%x—®3

+f4ka—@%

Fiir beliebigen Grad n erhilt man nach diesem Schema die einfache Formel

p(l’) — %(‘T _ i,)O 4 f’l(;'f?) ({)3 _ Lf:)l + f;(?) (,T _ i‘)Q 4 @(l‘ _ i,)?)
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Dieses Polynom hat den selben Funktionswert und den selben Wert der ersten
n Ableitungen wie f im Arbeitspunkt Z und ist somit eine gute Approximation
an f in der Umgebung des Arbeitspunkts.

Definition 15.2 (Taylor Polynom)
Das Taylor Polynom vom Grad n an f im Arbeitspunkt & ist definiert

durch

() (4 ,
o) = YDy
i=0 ’

Die Linearisierung ist ein Spezalfall des Taylorpolynoms fiir n = 1:

0) (4 1) (4
o) = LD sy D gy
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Beispiel 15.3 Gesucht ist das Taylor Polynom p(x) vom Grad n = 4 an
f(z) = cos(z) zum Arbeitspunkt & = 7. Hierfiir bendtigt man die ersten
4 Ableitungen von f(x):

f@) = —sin()
F@) = —cos(a)
f"(x) = sin(z)
" (x) = cos(x).
Auswerten bei Z ergibt
f@) = -1
fl@) =0
@) = 1
@) = 0
f/”/(f,‘) - _1

Damit ist das Taylor Polynom vom Grad 4

f"(2) e, /(@) N
5 (x—2)°+ 5 (x — )3

f@)+ f(@)(x —2) +
f/l//(i,) .
% (x — x)4

1 1
1t )2 = (o — )
+2(x ) 24(a: )

p(x)

+
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15.2 Fehlerabschatzung

Mit der Taylor Entwicklung méchte man eine “schwierige” Funktion f(z) in der
Umgebung eines Arbeitspunkts & durch ein “einfaches” Polynom p(z) appro-
ximieren. Gefordert wurde die Ubereinstimmung des Funktionswerts und der
Ableitungen im Arbeitspunkt Z. Es stellt sich daher die Frage, wie grofl die Ab-
weichung zwischen p(z) und f(z) im Bereich um & herum ist. Natiirlich méchte
man moglichst geringe Fehler, andererseits aber aus Aufwandsgriinden auch
niedrigen Polynomgrad. Ohne Herleitung wird in diesem Kapitel eine Formel
vorgestellt, mit der sich dieser Fehler eingrenzen lasst.

Konkret sei der Arbeitsbereich das Intervall [£, 2 ax] fir ein Zyax. Der Abstand
zwischen p(z) und f(z) im Arbeitsbereich ist dann begrenzt durch
_ j}|n+1

|$max (n+1)
n+ D! celiomn] 1/ @)

Diese Formel erinnert an den n + 1-ten Summand im Taylor Polynom und heif3t
Restglied nach Lagrange. Problematisch ist die Berechnung des Betragsmaxi-
mums der n + 1-ten Ableitung im Arbeitsbereich. Da es um eine Fehlerbegren-
zung geht, kann man diese nach oben abschétzen falls die genaue Berechnung
schwierig ist.

Beispiel 15.4 Das Taylor Polynom vom Grad n = 2 an f(z) = cos(z) im
Arbeitspunkt & = 0 ist

Der Arbeitsbereich sei nun das Intervall [0, 2] und gesucht ist eine Ober-
schranke fiir die Abweichung zwischen Taylor Polynom p(z) und Funktion

f(z). Da
FerE) = sin(g)
und die Sinusfunktion zwischen —1 und 1 begrenzt ist, gilt

max [T < 1,
{G[I,imax]

Der Fehler im Arbeitsbereich ist somit begrenzt durch

|Tmax — 2" (n+1) 2-0*
roes v <
mFD e TUON s
8
6

Das ist natiirlich sehr ungenau. Selbst die Approximation der Cosinus-
funktion durch die Konstante Null wire mit maximalem Fehlerbetrag 1
genauer. Erhohen wir also den Grad auf n = 4. Das Taylor Polynom ist
dann

(Ez SU4
- 1 4=
p(z) 5 T
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Da |+ (&) = | — sin(€)| wieder durch 1 beschriinkt ist, erhilt man
‘xmax - j‘m_l (n+1) 2°
GRS v L AR
32

— ~ 0.267.
120
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15.3 Taylor Reihen

Die Erwartung ist, dass das Taylor Polynom p,,(z) vom Grad n eine umso bessere
Approximation an f(z) liefert, je hoher der Grad n ist. Hilt man den Arbeits-
punkt Z und den Arbeitsbereich [Z, Zmax| fest, ist diese Erwartung durchaus
berechtigt, da der Faktor

|$max - §7|n+1

(n+1)!

in der Fehlerabschitzung fiir groffe n gegen Null geht: Der Zéhler wachst “nur”
exponentiell mit n, der Nenner hingegen mit der Fakultatsfunktion.

Man wiirde daher erwarten, dass

lim p(z) = f(z)

n—oo

fur alle z. Dies trifft tatsdchlich auch fiir viele Funktionen zu, aber leider nicht
fir alle. Der Grund ist, dass der zweite Faktor

max | f" T (¢)]

fe[fymmax]
in der Fehlerabschétzung durchaus auch sehr schnell mit n wachsen kann.

Fiir n — oo geht das Taylor Polynom p,(x) in die sog. Taylor Reihe {iber:
i35, P ()

> /O - 2
i=0

A, ! (A P 1 /(A ~\2 1 " A S
= f@+ @)= 2)+ 5/ @)@ =2 + 5 f"(@) @ -2+

Diese Funktion ist kein Polynom, da der Grad nicht mehr endlich ist. Die Frage
ist, fiir welche z dieser Grenzwert {iberhaupt existiert und ob er gleich f(z) ist.

Unproblematisch sind alle Funktionen, fiir die

max  [f"(¢)]

£€[£7wmax]
héchstens exponentiell mit n wéchst. Dies ist z.B. fiir die Sinus, Cosinus und
die e-Funktion der Fall. Fiir deren Taylor Reihen zu & = 0 gilt daher

x> 25 27

m—g—i—a—ﬁ—i—... = sin(z)
2?2zt af

1—54—1—5—1—... = cos(z)
2?2 a3

fiir alle z € R. Man kann diese Funktionen also in Taylor Reihen “entwickeln”. In
dieser Darstellung kann man durch Ableiten der Summanden z.B. verifizieren,
dass

sin(xz)’ = cos(z) oder (e") = €.
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Betrachten wir nun ein Gegenbeispiel, wo p,,(z) nicht gegen f(z) konvergiert.

Beispiel 15.5 Sei f(z) = In(z) und & = 1. Die Ableitungen sind

Fw) = o
1" ]'
fla) = 2
u 2
f(x) = P
6
f///l(x) _xj
Auswerten bei Z ergibt
f@) =0
fl@ =1
@) = -1
@) = 2
f”“(i’) - _6

fM@) = (=) -1
und man erhélt die Taylor Reihe

X — 2 xXr — 3 xr — 4
T}i—gop”(x) _ (:v—l)—< 2!1) +2( - 1) _6( - 1)
Xr — 2 xr — 3 T — 4
R

+...

Fir x > 2 werden die Summanden immer grofer und man erkennt bereits
daran, dass der Grenzwert dann nicht existieren kann. Fir die Fehlergrenze
erhilt man

‘xmax _ Q‘nle (n+1) |xmax - 1|n+1
N max n = et " 71 nn|
(n + 1)! £€[2,Tmax] |f (5)‘ (n + 1)! ‘( ) ‘
— |xmax - 1|n+1
B n+1

Ist pmax > 2, geht dieser Wert fiir n gegen oo nicht wie erhofft gegen Null
sondern wéchst exponentiell mit n. Tatsdchlich gilt fiir die Taylor Reihe

(z-1* (@-1° (@-1°

(x—1)— 5 + 5 1 +... = In(z)

nur fiir 0 < 2 < 2. Fiir > 2 hat die Folge p,(z) keinen Grenzwert.
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16 Integralrechnung

16.1 Stammfunktion als Umkehrung der Ableitung

Bei der Berechnung einer Stammfunktion einer Funktion f(z) sucht man nach
einer Funktion F'(z) deren Ableitung f(z) ergibt.

Stammfunktion

RN
f(2) F(z)
v

Ableitung

Definition 16.1 (Stammfunktion)
Sei f € D — R. Eine differenzierbare Funktion FF € D — R heift

Stammfunktion von f wenn

F = f

Beispiel 16.2 Eine Stammfunktion von f(z) = 22 ist
1
F(z) = =a8

da

FEine andere Stammfunktion ist z.B.
1
F(z) = §x3 + 5.
Da der konstante Summand 5 beim Ableiten wegfillt, gilt auch hier

F'(z) = <§x3+5>/ = 2% = f(x).

Da es zu einer Funktion f(z) i.a. viele Stammfunktionen F'(z) gibt, sollte man
nicht von der Stammfunktion sprechen sondern von einer Stammfunktion. Ist
F(z) eine Stammfunktion von f(x), dann auch F(x)+ C fiir jede Konstante C'.
Es stellt sich die Frage, ob man auf diese Weise alle Stammfunktionen von f(x)
bekommt, oder ob es noch weitere gibt.

Theorem 16.3
Sei f € D — R und D ein Intervall. Sei F € D — R eine Stammfunktion
von f. Dann ist die Menge aller Stammfunktionen

{F(z)+C|C € R}.
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Sofern f auf einem Intervall definiert ist, unterscheiden sich die Stammfunktio-
nen von f nur um eine Konstante C. Ist D kein zusammenhéngendes Intervall,
kann man in jedem Teilintervall eine andere Konstante wéhlen, d.h. man hat
noch weitere Stammfunktionen.

Beispiel 16.4 Sei
FER\{0} SR, f(z)= 2P

Dann ist z.B. auch die Funktion

3 .
[ Tz+4 firxz>0
Per\i0oR P ={ LpTT 70
eine Stammfunktion von f, da F' auf ganz R\ {0} differenzierbar ist und
dort gilt F'(z) = f(z).
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16.2 Stammfunktionen elementarer Funktionen

Die folgende Liste von Stammfunktionen von Standardfunktionen sollte man im

Kopf haben:

flz)=k F(z) = kx

xn+1
f(z) =a" (x) ma”?é*l
f@ =1 F) =)
f(x) = sin(x) F(x) = —cos(x)
f(x) = cos(x) F( sin(z)
flx)=¢€" F( e’

Da f(z) = 1/z auch fiir negative = definiert ist, die In-Funktion jedoch nur
flir positive, sind die Betragsstriche bei der Stammfunktion erforderlich, d.h.
F(z) = In(Jz|). Durch Fallunterscheidung verifiziert man, dass dann F’(x) =

f(z) fur alle z # 0.

o Fiir x > 0 ist || = = und damit

F'(x)

o Fiir z < 0ist || = —2 und damit

F'(x)
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16.3 Fliachenberechnung durch Diskretisierung und Grenz-
wert

Gesucht ist die Fliche unter einer Funktion f(x). Zunéchst wird diese Fldche
ndherungsweise berechnet durch Diskretisierung der z-Achse. Damit ist gemeint,
dass man die x-Achse in diskrete Punkte

x; = iAx, 1 €L

zerlegt, wobei Az die Schrittweite ist.

f(x)
I
} } } } } x
T—1 X0 X1 T2 Z; Li41

Az

Wenn Az klein ist, kann die Flache unter f(z) zwischen z; und z;41 durch ein
Rechteck mit Breite Az und Hohe f(z;) approximiert werden und ist damit
ndherungsweise

|

|

: Flache
o f(z)Ax
|

|

|

Dies ist anschaulich dadurch begriindet, dass sich fiir kleines Az der Funktions-
wert von f(x) zwischen z; und ;41 nur wenig dndert.

Um die Fliche unter f(z) zwischen zwei beliebigen Stellen z = @ und =z =
b ndherungsweise zu berechnen, summiert man die Rechteckflichen in diesem
Bereich auf und erhélt

Z f(z;)Aw.

z;€la,b]
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f()

Die Fehler, die bei diesem Verfahren entstehen, sind umso kleiner, je kleiner Ax
ist, da die Annahme, dass sich der Funktionswert zwischen zwei Stiitzstellen
x; und x;41 nur wenig dndert umso mehr zutrifft, je ndher diese zusammenlie-
gen. Bei kleinerem Az ist andererseits der Rechenaufwand hoher, da man mehr
Rechteckflichen aufsummieren muss.

Der Vollstédndigkeit sollte hinzugefiigt werden, dass dieses Verfahren nur funktio-
niert, wenn f wenigstens stiickweise stetig ist. Dies ist in unseren Anwendungen
eigentlich immer der Fall. Funktionen, die nicht stiickweise stetig sind, kann
man noch nicht einmal verniinftig zeichnen wie z.B.

1 fallsze@Q
flz) = {0 falls € Q .

Die Flache unter dieser Funktion ist tatsdchlich Null, da Q nur eine abzdhlbare
Teilmenge von R ist. Wenn man aber fiir Az eine rationale Zahl nimmt, sind
alle z; rational und damit alle f(z;) = 1. Daher wiirde man mit o.g. Verfahren
die gleiche Flache wie unter der konstanten Funktion f(z) = 1 erhalten.

Im Grenzwert Az — 0 verschwinden die Fehler ganz und man erhélt die ex-
akte Flache. Um sich das Limessymbol zu sparen, verwendet man wie bei der
Differentialrechnung das Symbol dx statt Az. Da die Summanden nach dem
Grenziibergang infinitesimal schmale Rechtecke der Breite dz sind, verwendent
man statt dem ¥-Symbol das [-Symbol. Dies ist jedoch reine Notation und hat
keine weitere Bedeutung. Statt

Schreibt man kiirzer

Dies bedeutet nichts anderes als die Summe der infinitesimal schmalen Recht-
eckfliachen f(z)dzx fiir alle  zwischen a und b. Wichtig ist hingegen, dass man
sich dariiber klar ist, dass der Grenziibergang nicht zuerst auf jeden Summan-
den f(z;)Az angewandt wird (sonst wéren alle Summanden Null), sondern erst
nachdem die Flachen aufsummiert wurden.

Das f -Symbol heifit Integral. Der Zusammenhang zwischen der Flidche unter
einer Funktion und ihrer Stammfunktion wird im néchsten Kapitel hergestellt
und heifit Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung.
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16.4 Zusammenhang zwischen Stammfunktion und Flache
Sei

A(Z) = Fldche unter f(z) zwischen z =0 und z = &
A(Z 4+ Az) = Fliache unter f(z) zwischen z = 0 und = = & + Ax.

Az + Ax)

T

I
I
= -
I
I
I
I
T+ Ax

IS
IS

Die Differenz dieser beiden Flachen lasst sich durch zwei Rechtecke abschéatzen.

Damit gilt

IN IV

Dividiert man beide Seiten durch Az erhilt man

A(E + Az) — A(#)

AL > f(2)
A(:EJrAAxngA(:%) < fo+Aa)

Im néchsten Schritt wird der Grenziibergang Ax — 0 durchgefiihrt. Falls f
stetig an der Stelle & ist, gilt

dm f(@+Az) = f(2).
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Aus den beiden Ungleichungen wird nach dem Grenziibergang

A(E + Az) — A(2)

o Az z f@
. A&+ Az) — A(2) .
<
Alggo Ax < 1@
und damit
lim Az + Az) — A(2) — ).

Az—0 Az

Da die Existenz des Grenzwerts auf der linken Seite somit gezeigt wurde, gilt
mit der Definition der Ableitung
A2 + Az) — A(2)

1. — A/ A .
i Ax (2)

Somit ist
A@E) = f@).

Da diese Uberlegung fiir beliebige Werte von 2 gilt, kann man die Konstante &
durch eine Variable x ersetzen und erhélt

Die Funktion A ist somit eine Stammfunktion von f. Hat man also eine Stamm-
funktion F'(z) von f(x) berechnet, gilt

A(z) = F(x)+C

fiir eine Konstante C. Die Berechnung von C folgt aus der Zusatzbedingung
A(0) = 0. Far z = 0 gilt damit

Folglich ist

Diese Formel liefert den Zusammenhang zwischen der Fléche unter einer Funk-
tion und ihrer Stammfunktion. Da in der Herleitung keine Annahme iiber die
gewahlte Stammfunktion gemacht wurde, ist das Ergebnis unabhingig davon,
welche Stammfunktion F(z) von f(z) man nimmt.
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Die o.g. Uberlegungen hitte man statt mit 2 = 0 auch mit einem beliebigen
2« = a durchfiihren kénnen. Damit hat man Folgendes gezeigt:

Theorem 16.5
Sei f(x) im Intervall [a,b] stetig und F(x) eine Stammfunktion von
f(x). Dann ist die Flédche unter f(x) zwischen x = a und x = b gleich

F(b) - F(a).

Auflerdem wurde gezeigt, dass jede stetige Funktion f € D — R eine Stamm-
funktion F' hat. Man wéhlt einen beliebigen Punkt a € D und definiert F(z) als
Flache unter f zwischen a und z. Mit obiger Konstruktion gilt dann F'(x) =
f(z) fur alle z € D und damit ist ' eine Stammfunktion von f.

Theorem 16.6
Jede stetige Funktion f € D — R hat eine Stammfunktion F € D — R.

Im Gegensatz zur Ableitung reicht somit fiir die Existenz einer Stammfunktion
Stetigkeit aus. Eine Funktion mit einem Knick hat keine Ableitung, kann aber
durchaus eine Stammfunktion haben.
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Beispiel 16.7

Sei f(z) = sin(z). Eine Stammfunktion von f(z) ist F(z) =

— cos(x). Die Flache unter f(z) zwischen = 0 und x = 7 ist somit

F(r) — F(0)

—cos(m) — (— cos(0))
= —cos(m) + cos(0)
= —(-1)+1
= 2

Die Fliache unter f(z) zwischen x = 7 und = = 27 ist

F(27) — F(m)

= —cos(2m) — (—cos(m))
= —cos(2m) 4 cos(m)

= —14+(-1)

= -2

Da die Sinusfunktion zwischen 7 und 27 negativ ist, sind auch die Fléchen-
beitrdge f(2)Ax negativ. Flichen unter der z-Achse zéhlen somit negativ.

Beispiel 16.8

Eine andere Stammfunktion von f(z) = sin(x) ist F(x) =

—cos(x) + 5. Man erhélt damit die gleiche Fléche zwischen = 0 und

xr = m wie im vorigen Beispiel.

F(m)—F(0) =

—cos(m) + 5 — (—cos(0) + 5)
—cos(m) + 5+ cos(0) — 5

— cos(m) + cos(0)

2.

Die Integrationskonstante subtrahiert sich somit weg und es spielt daher
keine Rolle, welche Stammfunktion man wéhlt.
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Beispiel 16.9 Sei f € R = R,

f@) = x|:{ rz firxz>0

—x furz <O.

Diese Funktion ist bei x = 0 nicht differenzierbar. Es existiert aber eine
Stammfunktion FF € R - R

2 .
_ /o fir x>0
Fz) = { —2%/3  firx <0.

Dass F'(x) tatsdchlich Stammfunktion von f(z) ist, zeigt man durch Fall-
unterscheidung.

o Fiir z > 0 gilt
o Fir z <0 gilt

e Fiir x = 0 gilt

F(x+dz) — F(x)
dz
F(dx)
dx
dz’/2qe  falls dz > 0
—dz?/3q;  falls dz < 0

_ dz/y  falls do > 0
- 7dx/2
0

Fl(z) =

falls dz < 0
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16.5 Bestimmtes Integral

In Kapitel 16.3 wurde die Notation

/ab f(x)dx

fiir die Flache unter f(z) zwischen © = @ und = = b eingefithrt. Dieser Wert
heiflt auch bestimmtes Integral von f zwischen a und b.

Damit lédsst sich Theorem 16.5 und 16.6 wie folgt umformulieren. Diese beiden
Theoreme heiflen Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung und
stellen den Zusammenhang zwischen Fliachenberechnung und Stammfunktion
her.

Theorem 16.10
Sei f € D — R stetig und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt fiir
alle a,b € D

b
/f(x)d:v = F(b) — F(a).

Theorem 16.11
Sei f € D — R stetig. Dann ist fiir jedes a € D die Funktion

@ = [ fa

eine Stammfunktion von f(x).

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

R = [ fwd = F@E = F@) - Fa
und damit

Fo(x) = (F(x)=F(a)) = F'(z) = [f(x).

Auch fiir nicht stetige Funktionen f(x) lassen sich in bestimmten Féllen Flachen
brechnen. So sind z.B. Spriinge und Ausreifler unkritisch, Pole hingegen proble-
matisch. Dies fithrt zum Begriff der Integrierbarkeit, den wir an dieser Stelle
jedoch iibergehen.
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Definition 16.12 (Integralfunktion.)
Sei f € D — R. Fiir jedes a € D heifit die Funktion F, € D — R

R = [ " fwdu

Integralfunktion von f. Die Integralfunktion beschreibt die Fldche unter
f zwischen a und x, wobei vorausgesetzt werden muss, dass der mit
dem Integral beschriebene Grenzwert von Fldchensummen existiert und
endlich ist.

Die Funktion f € R — R,

1 fallsz>0
flz) = {O falls z < 0.

hat keine Stammfunktion, da sie nicht stetig ist bei x = 0. Eine Stammfunktion
F miisste die Eigenschaft haben, dass F(z) = 2 4+ C fir x > 0 und F(z) = C
fiir < 0. Damit hétte F(x) aber einen Knick bei z = 0 und wére dort nicht
differenzierbar. Es kann somit keine Funktion F'(x) geben mit F'(z) = f(x) fiir
alle x € R.

Andererseits erhédlt man aber z.B. fir a = 0 die Integralfunktion Fy € R — R

z fallsz>0
Folx) = { 0 fallsz <O.

Diese Funktion hat einen Knick bei z = 0 und ist somit nicht differenzierbar
und folglich keine Stammfunktion von f.

Wenn hingegen f eine Stammfunktion F' hat, dann hat f auch eine Integral-
funktion, die ihrerseits wieder eine Stammfunktion ist. Wie oben gezeigt, gilt
dann

Fu(z) = /m fwdu = F(z)— Fla).

Der Begriff Integralfunktion ist daher allgemeiner als der Begriff Stammfunkti-
on.

Allerdings ist nicht jede Stammfunktion F' von f auch eine Integralfunktion. So
ist z.B. fiir f(x) = cos(x) die Funktion

F(z) = sin(z)+2
eine Stammfunktion von f, fiir die Integralfunktionen F, gilt aber
F,(x) = / cos(u)du = sin(z) — sin(a)

und folglich F # F, fiir alle a, da sin(a) # —2.
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Abschlieflend noch zwei einfache Theoreme tiber bestimmte Integrale.

Man kann die Fliche unter f(x) zwischen a und b zerlegen in die Summe der
Fléche zwischen a und ¢ und der Fléche zwischen ¢ und b fiir beliebiges c.

Theorem 16.13
Sei f € D — R stetig und a,b,c € D. Dann gilt

/abf(as)d:c = /acf(x)dx+/cbf(m)dx
/aaf(x)dx = 0

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

/ab f(x)dx

F(b) — F(a)

F(c)— F(a)+ F(b) — F(c)
c b

- /f f(x)dm-+—/f f(2)de

/UumE= F(a) - F(a)

= 0.

Vertauscht man die Integrationsgrenzen, negiert sich das Integral.

Theorem 16.14
Sei f € D — R stetig und a,b € D. Dann gilt

/abf(a;)d:c - —/baf(:c)dx.

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

b
[ f@ar = )~ F@

—(F(a) = F(b))
= —/ f(x)de.
b
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16.6 Unbestimmtes Integral

Die Menge aller Stammfunktionen von f wird unter Verwendung des Integral-

zeichens mit
/ f(x)dx

bezeichnet und heifit unbestimmtes Integral. Ist F' eine Stammfunktion von f
und ist f auf einem zusammenhédngenden Intervall definiert, gilt

/f(x)dx _ {F(2)+C|C R}

Bei unbestimmten Integralen sollte man sich dariiber klar sein, dass man im-
mer mit Mengen von Funktionen rechnet. Die Rechenoperationen sind dabei
elementweise definiert.

Beispiel 16.15 In dem Term

/f(x)dx—i—/g(:v)dx

bedeutet + die Addition von Mengen von Funktionen. Diese ist definiert
durch

/f(x)dx—i—/g(x)da:

{F(l‘)—FCl‘ClER}—F{G(.I)-{-CgngER}
= {F($)+C1+G($)+CQ|01,CQER}
— {F(2)+G(z)+C|C € R}

Beispiel 16.16 In dem Term

u / flx)dx

wird eine Konstante v und die Menge aller Stammfunktionen von f(x)
multipliziert. Dies ist definiert durch
u/f(z)d:c = u{F(x)+C|C eR}
{u(F(z) +C)|C e R}
= {uF(z)+uC|C eR}
= {uF(z)+C|CeR} falls u # 0 .

T

— —

x
Beispiel 16.17 In dem Term

o) + [ f(o)is

wird eine Funktion g(z) und die Menge aller Stammfunktionen von f(x)
addiert. Dies ist definiert durch

o) + / f@)dr = g(x)+{F(z)+C|C eR}
{9(z) + F(x) + C|C € R}.
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Um dies etwas tibersichtlicher zu schreiben, verwendet man fiir das unbestimmte
Integral die Notation

/f(x)dx = F(x)+C.

Man driickt damit aus, dass die Stammfunktion von f(z) nur bis auf eine addi-
tive Konstante C' eindeutig ist, meint damit aber genau genommen die Menge
aller Stammfunktionen von f(x).

In den obigen Beispielen kann man damit kurz schreiben:

/f(x)dx—i—/g(x)d:v
u/f(x)d:b

F(z)+ Ci + G(z) + Cy
= F(z)+Gx)+C

u(F(z) 4+ C)

= uF(z)+uC
uF(z) 4+ C falls u # 0

g(z) + F(z) + C.

ola) + [ F(o)is
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16.7 Beispiele fiir bestimmte Integrale

Beispiel 16.18 Gesucht ist die Fliche unter f(z) = 22 zwischen x = —1
und z = 4. Zuerst wird eine Stammfunktion berechnet, anschlielend wer-
den die Integrationsgrenzen eingesetzt. Man driickt dies in einem Zwi-
schenschritt dadurch aus, dass man die Stammfunktion in eckige Klam-
mern setzt und die Integrationsgrenzen an die rechte Klammer schreibt:

4 1 4
/ 2dr = {x3]
1 3 1

= g5
1

= L@ (1))

- §(64+1)

65

-

Offensichtlich kann man einen konstanten Faktor aus den eckigen Klam-
mern herausziehen, was es manchmal iibersichtlicher macht. Im Beispiel
ist

134 . 1 34
[31;}_1 = 1,
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Beispiel 16.19 Sei

— _ -2
flz) = 2 7
Eine Stammfunktion ist
1 1
Flz) = — = —-.
() = — .
Die Flache unter f(z) zwischen £ = —1 und = 1 ist somit

= -2

Das kann aber nicht sein, da f(x) immer positiv ist!

Der Grund ist, dass f(x) bei © = 0 eine Unstetigkeitsstelle hat und in
der Herleitung der Formel zur Fldchenberechnung auf Seite 113 voraus-
gesetzt wurde, dass f stetig ist. Da dieser Fehler schnell passiert und zu
vollig falschen Ergebnissen fiithrt, sollte man sich gut einpragen, dass f im
Integrationsbereich, stetig sein muss. Die Regel in Kurzform lautet

“nie iiber Unstetigkeitsstellen wegintegrieren”.

Man berechnet daher zunachst die Flache zwischen € und 1 fiir ein € > 0:

oo - 2]

Um nun die Fliche zwischen 0 und 1 zu erhalten, fiihrt man den Gren-
ziibergang € — 0 von rechts durch.

lim--1 = oo
e—=0 g
e>0
Da f eine gerade Funktion ist, ist die Fléche zwischen —1 und 0 ebenfalls

oo und die korrekte Gesamtflache zwischen —1 und 1 somit unendlich.
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Beispiel 16.20 Sei wieder f(z) = 1/z%. Diesmal mochte man die Fliche
unter f(z) ab =1 bis unendlich berechnen, d.h.

/1 ” fw)ds.

Integrale, bei denen eine Grenze im Unendlichen liegt, nennt man unei-
gentliche Integrale. Der Trick ist, dass man zuerst bis zu einer Grenze b
integriert und anschlielend den Grenziibergang b — oo durchfiihrt:

b— o0

[e%) b
d = lim d
/1 f(x)dz / f(2)dz
b
= lim {—1}
b— o0 e 1

Obwohl die Flache “unendlich breit” ist, ist sie trotzdem endlich, da die
Funktion f(z) schnell gegen Null geht fiir  — oc.
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16.8 Integrationsregeln

Zu jeder der in Kapitel 13.4 vorgestellten Ableitungsregeln gibt es eine ent-
sprechende Integrationsregel. Zweck dieser Regeln ist, die Berechnung einer
“schwierigen” Stammfunktion auf die Berechnung von einfacheren, bzw. be-
kannten Stammfunktionen zu reduzieren. Die Regeln gelten gleichermaflen fiir
bestimmte und unbestimmte Integrale.

Die schlechte Nachricht ist, dass im Gegensatz zur Ableitung bei der Integration
nicht immer sofort klar ist, welche Regel angewandt werden muss. Daher ist
Integrieren viel schwieriger als Ableiten.

Es ist sogar so, dass viele Funktionen Stammfunktionen haben, die man gar
nicht durch elementare Terme (d.h. Terme mit den handelsiiblichen Funktions-
symbolen) beschreiben kann. Ein Beispiel ist

fla) = e,

Diese Funktion ist stetig und hat daher Stammfunktionen. Es gibt fiir diese
jedoch keine elementaren Terme und keine der nachfolgend vorgestellten Inte-
grationsregeln ist anwendbar.

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dass f,g € D — R stetige Funktionen sind
und D ein zusammenhédngendes Intervall.
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Summenregel

Theorem 16.21 (Summenregel fiir unbestimmte Integrale)

Jt@ gy = [ f@ys+ [ gl

Die Regel besagt, dass es egal ist, ob man zuerst zwei Funktionen addiert und
davon die Stammfunktionen berechnet oder zuerst von jedem Summand die
Stammfunktionen berechnet und diese dann addiert.

J’_
f(@),9(x) ———= f(x) +9(2)

./f(x)dx, '/g(z)dx ; / @) + g(z))de =

/ f(z)dx + /g(x)dac

Beispiel 16.22 Gesucht ist die Menge der Stammfunktionen von sin(z) +

22,
/(Sin(x) +2H)dr = /sin(x)dm + /xzdx
= —cos(x) + C1 +2°/3+ Cy
= —cos(z)+2°/s+C.

Beweis. Sei F(z) eine Stammfunktion von f(z) und G(z) eine Stammfunktion
von g(z). Dann ist F(x) + G(z) eine Stammfunktion von f(z) + g(z) da
aufgrund der Summenregel der Ableitung gilt:

(F(z) +G(x)) = F'(z)+G'(2)
= f(z)+g(z).

Die Menge aller Stammfunktionen von f(z) + g(z) ist somit
JU@ gz = (Pa)+ 6@ +ClCer)

{F( )+01+G( )+CQ|01,CQER}
)+C1|01€R}+{G( )+CQ|CQ€R}

/f dx—l—/()d
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Fiir bestimmte Integrale gilt die Summenregel analog.

Theorem 16.23 (Summenregel fiir bestimmte Integrale)

/ab(f(x) +g(x))dx = /ab flx)de + /abg(x)dx.

Beweis. Wie oben gezeigt, ist F'(z)+G(x) eine Stammfunktion von f(z)+g(x).
Damit ist

b
/ (f(@) +g(e)dz = [F(z)+ @)’
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Konstante Faktor Regel

Theorem 16.24 (Konst. Faktor Regel fiir unbestimmte Integrale)

Fiir u # 0 gilt
Jut@ds = u [ f@yis

Die Regel besagt, dass es egal ist, ob man zuerst eine Funktion mit einer Kon-
stanten multipliziert und davon die Stammfunktionen berechnet oder zuerst die
Stammfunktionen berechnet und diese dann mit der Konstanten multipliziert.

fla) ————— uf(x)

XU

[ [ut@ias=u [ sz)da

Beispiel 16.25 Gesucht ist die Menge aller Stammfunktionen von 3 cos(x).

/3cos(x)dx = 3/cos(x)d:r
= 3sin(z) + C.
Beweis. Sei F(z) eine Stammfunktion von f(x) und u € R. Dann ist uF(x)

eine Stammfunktion von uf(z), da aufgrund der konstanten Faktor Regel
der Ableitung gilt:

(uF(x))’ uF(x)

af(@).

Fir u # 0 gilt damit

/uf(x)dx

{uF(z) + C'|C € R}
= {u(F(z)+ ) |CeR}
w{F(z) + C/u|C € R}
= w{F(z)+C|C €R}

— o sto
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Sie fragen sich vermutlich, ob die Bedingung u # 0 wirklich nétig ist. Es ist
zwar richtig, dass wF'(z) eine Stammfunktion von wf(x) ist fir jedes u € R. Fur

u = 0 ist jedoch
/Of(m)dx = /de

die Menge aller Stammfunktionen der konstanten Nullfunktion und dies sind
alle konstanten Funktionen, wiahrend

O/f(x)d;v =0

lediglich die konstante Nullfunktion ist.

Fiir bestimmte Integrale gilt die konstante Faktor Regel analog.

Theorem 16.26 (Konstante Faktor Regel fiir bestimmte Integrale)

/abuf(:r)da: = u/abf(x)dx.

Beweis. Wie oben gezeigt, ist uF(x) eine Stammfunktion von uf(x). Damit

ist
b
/ wf(@)de = [uF (@)

= uF(b) —uF(a)

— W(F() - F(a))

= u[F()],
b

= u [ f(x)dz.

a
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Produktregel bzw. Partielle Integration

Theorem 16.27 (Produktregel fiir unbestimmte Integrale)

/ f@) @i = f(x)g() - / f(@)g(x)de

Zunéchst ist gar nicht klar, was diese Regel bringen soll, da das Integral auf der
rechten Seite nicht einfacher aussieht als das auf der linken. Wenn man aber
die Faktoren f, g’ so wahlt, dass f’ “einfacher” ist als f und g moglichst nicht
schwieriger als ¢/, kann die Regel durchaus gewinnbringend sein.

Beispiel 16.28 Gesucht ist die Menge der Stammfunktionen von
x cos(x).

Man hat nun die Wahl, welchen der beiden Faktoren x und cos(z) man
mit f(z) bzw. ¢’(z) bezeichnen mochte. Da der Faktor x beim Ableiten
einfacher wird und der Faktor cos(z) beim Integrieren nicht schwieriger,
wéahlt man

f@) =z wd ¢(z) = cos(x).
Damit ist
Fa)=1 und g(x) = sina).
Mit der o.g. Regel gilt
/ veos(z)dz = wsin(z) — / 1 - sin(x)dz
— wsin(z) - / sin(x)dz
= zsin(x) + cos(z) + C.

Durch Ableiten kann man das Ergebnis verifizieren. Mit der Produkt- und
Summenregel der Ableitung gilt

(xsin(z) + cos(z))’ = sin(x) + x cos(z) — sin(x)

= xcos(x).
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Beweis. Ausgehend von der Produktregel der Ableitung

(f(2)g(@)) = [(2)g(x)+ fz)d (z)

erhalt man

fl)glx) = (f@)(g(@) = f(2)g'(x).

Eine Stammfunktion von (f(x)(g(z)) ist f(z)g(x). Sei H(x) eine Stamm-
funktion von f(z)g’(x). Nimmt man auf beiden Seiten das unbestimmte
Integral, erhélt man mit der Summenregel

/ f@)g(a)de = / (F@)(g@) — f@)d @))de

/f:ﬂg dx—/f

(f(2)g(x)
= {f(z)g(x)+C1|C1 € R} — {H()+C2|C2€R}
{f(x)g(z) + C1 — H(z) + C2 [ C1,C2 € R}
{f(z)g(x) — H( )+C|CeR}
= fl@)g(z

)g(x) — {H(x
= fla)g(a) - / fla
Beispiel 16.29 Mit der Produktregel lésst sich auch

/ln(:c)dac

)+C|OGR}

berechnen. Mit

ist

erhalt man
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Fiir bestimmte Integrale gilt die Produktregel analog.

Theorem 16.30 (Produktregel fiir bestimmte Integrale)

/ Fog@)ds = [fo)g@)] - / f(2)g (x)da.

Beweis. Man beginnt wieder mit der Produktregel der Ableitung und bringt
den Summand f'(z)g(x) auf eine Seite.

(f(x)g(@)) = f(2)g(x)+ fx)g (=
f@)g(z) = (f@)(g@) - f(2)g ().

Integriert man beide Seiten von a bis b, erhilt man

b b
/f’(x)g(x)dx = /((f(x)(g(w))’—f(x)g’(w))dff

I
T~
=

=
o
o
—~

8
S—
o

&

I
=

8
~—
Q\
=
N~—
QU

&
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Substitutionsregel

Theorem 16.31 (Substitutionsregel fiir unbestimmte Integrale)

/ F9@)d @)de = Flg))+C.

Beweis. Mit der Kettenregel der Ableitung gilt

(Fg(x)) +C) = Fl(g(x))d (x)
= flg(x))g'(z).

Beispiel 16.32 Gesucht ist die Menge der Stammfunktionen von

cos(z?) 2.

Mit

f(a) =cos(z),  g(a)=2a?
und

F(x) = sin(z), g (z) =2x
gilt

cos(z®)2x = f(g(x))g'(x)

und damit

/COS(ICQ) 2zdr = sin(z?) 4 C.

Besteht also der Integrand aus einer Komposition f(g(z)) mal der Ableitung
der innerne Funktion ¢'(z), dann geniigt es, eine Stammfunktion der duBeren
Funktion zu finden und diese auf die innere anzuwenden.

Manchmal muss man das Integral etwas umformen, bevor man die Substituti-
onsregel anwenden kann. Hierzu ein paar Beispiele.
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Beispiel 16.33 Die Funktion xcos(x?) hat nicht die Form f(g(z))g'(x),
man kann die Substitutionsregel aber trotzdem anwenden, wenn man den
fehlenden Faktor 2 durch einen Faktor 1/2 vor dem Integral ausgleicht:

1
/xcos(x2)dx = §/cos(x2)2xdx
1

= 5 sin(x2) + C.

Beispiel 16.34 Bei der Funktion tan(z) = sin(#)/cos(z) erkennt man zunéchst
gar nicht, wo eine verkettete Funktion sein soll. Umformen ergibt

_ sin(x)
tan(z) = cos(x)
= cos(z) 'sin(z).
Mit
fl@)=a""  g(x) = cos(x)
und
Fo)=lnlz, ¢(z) = —sin(z)
gilt
flg(@))g'(z) = —tan()
und somit

/tan(x)dm = f/cos(x)*l(f sin(z))dx
= —In|cos(z)|+C.
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Rezept. Da es manchmal nicht ganz einfach ist, zu erkennen, ob und wie
man den Integrand auf die Form f(g(x))¢’(x) bringen kann, gibt es fir die
Anwendung der Substitutionsregel ein Rezept, an dem man sich festhalten kann.
Berechnet werden soll

/ f(o(2))g' (z)dz.

o Wihle einen Teilterm g(z) des Integranden und substituiere diesen durch
eine neue Variable u.

e Berechne ¢’(z) unter Verwendung der Differentialnotation.

du
dr = gl(x)-
e Lose nach dx auf.
1
der = - du
g (x)

o Ersetze jedes Auftreten von x im Integraden durch u und dx durch du. Falls
dies nicht moglich ist, ist die Substitutionsregel entweder nicht anwendbar
oder man muss eine andere Substitution wéihlen. Wichtig ist, dass danach
kein x im Integrand auftritt. Das Integral ist dann

1
70 du = f(u)du

——
dz

[ o @iz = [ @)

o Integriere nach u. Man erhélt dann F(u) + C.

o FErsetze u wieder durch g(x). Man erhilt dann F(g(x)) + C.
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Beispiel 16.35 Mit diesem Rezept wird nun nochmal eine Stammfunktion
von
tan(z) = sin(x)
cos(x)

berechnet. Im Gegensatz zum vorigen Beispiel muss man nun gar nicht
erkennen, wie man den Term auf die Form f(g(x))g’(x) bringen kann,
sondern lediglich mit etwas Gliick den richtigen Teilterm zum Substituie-
ren wahlen.

o Substitution

u = cos(x).
e Ableiten.
% = —sin(x).
e Nach dz auflosen.
dr = —#
sin(x)

e Im Integrand alle z durch w und dx durch du ersetzen.

[ - [ ()
[ h

= —Inju|+C.

o Riicksubstitution

—Injul+C = —In|cos(x)|+C.
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Beispiel 16.36 Angenommen man wiirde bei der Berechnung einer Stamm-
funktion von

sin(x)

tan(z) = cos(x)

“falsch” substituieren, d.h.

u = sin(x).

Der weitere Rechenweg wire dann

1
du _ cos(x), dx =

dx cos(x)

Damit ist

[t = [sween - [

Hier ist das Problem, dass nicht alle z im Integrand direkt durch u ersetzt
werden konnen.

Man kann jedoch auch hier zum Ziel kommen, indem man
cos’(z) = 1—sin®(z)

ausnutzt. Damit ist

u u u
7(1 = 7d = 7d .
/cos2(x) Y /1—sin2(x) Y /l—u2 Y

Jetzt sind wie erforderlich alle z im Integrand durch u ersetzt. Um dieses
Integral zu 16sen, muss man aber nochmal substituieren.
9 dw 1

w=1-—u* — = —2u, du = ——duw.
du 2u

U U 1

Damit ist

1

= —51n|1—sin2(a:)|+c
1

= —§1n|cosg(3c)|—|—C
1

= —iln(|cos(m)|2)+C

= —lIn|cos(z)|+ C.

Der Rechenweg war hier deutlich ldnger. Die “beste” Substitution zu fin-
den, erfordert also etwas Ubung. Wenn man erkennt, was die innere Funk-
tion g(z) sein konnte, ist u = g(z) die richtige Wahl.
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Theorem 16.37 (Substitutionsregel fiir bestimmte Integrale)

b
/f(g(af))g'(x)dw = F(g(b)) — F(g(a)).

Beweis. Da F(g(z)) eine Stammfunktion von f(g(z))¢'(x) ist, muss man nur
noch die Grenzen a und b einsetzen.

Das eigentlich interessante an der Substitution bei bestimmten Integralen ist,
dass man sich die Riicksubstitution sparen kann wenn man die Integrations-
grenzen mitsubstituiert. Es gilt

b
/ fo@)d @de = [Fg()]
= F(g() - Flg(a))

g(b)
= / f(u)du.
g(a)

Auf diese Weise kann man ein Integral in ein anderes umformen ohne es wirklich
zu l6sen. Solche Umformungen sind u.a. wichtig fiir Integraltransformationen wie
Fourier- und Laplace Transformation.

Beispiel 16.38 Fiir jede Funktion f gilt

/abf(;vl)dm _ /abllf(u)du.

Erforderlich ist hierzu lediglich die Substitution v = z — 1. Da man bei
bestimmten Integralen die Integrationsvariable beliebig umbenennen darf,

gilt
b b—1
—1)d = dx.
/a Sz — 1)da / f(@)da

In gleicher Weise erhélt man mit der Substitution u = 2z

b 1 2
/f(2:1c)dx = 3 , f(z)dx.
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Beispiel 16.39 Gesucht ist

—7 /2
Substitution
d 1
u = sin(x), ﬁ =cos(z), dr= cos()

Beim konventionellen Rechenweg muss man zuerst eine Stammfunktion

berechnen.
sin(x) U 1
cos(x)e de = cos(x)e

/ e“du

= '+ C
esin(w) +C.

Danach werden die Integrationsgrenzen eingesetzt.

/2 . . /2
/ cos(x)esm("”)dx = {esm(@}
—m/2 —7/2
_ esin(ﬂ/2) _ esin(—7r/2)
— ol

= 671/6.

Schneller und in einem Stiick wére es gegangen, wenn man die Integrati-
onsgrenzen mitsubstituiert:

/2 ) sin(7/2) 1
/ cos(z)es @ dy = / cos(z)e" ——du
—/2 sin(—7/2) cos(z)

1
= / e“du
—1

= [eu]l 1

= 6—1/6.

Man kann sich das so merken: Wenn z von a bis b lauft und v = sin(z)
ist, dann l4uft w von sin(a) bis sin(b).
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17 Komplexe Zahlen

Der Nutzen von komplexen Zahlen besteht darin, dass man damit sin und cos
durch die viel einfachere e-Funktion ersetzen kann. Fiir die e-Funktion gelten
Rechengesetze wie z.B. e*1¥ = e%e¥, die viel einfacher sind als die Additions-
theoreme fiir sin und cos. Weiter ist z.B. 1/e* = %, ein Gesetz dass fir sin
und cos natiirlich nicht gilt. Insbesondere bei dem wichtigen Thema Schwin-
gungen ist man sehr froh, wenn man diese einfachen Gesetze anwenden darf.
Auch wenn der Name “komplexe” Zahlen nicht unbedingt darauf hindeutet —
es geht ausschliellich darum, Dinge zu vereinfachen.

17.1 Motivation

Angenommen man wiirde nur die natiirlichen Zahlen N kennen und die Funk-
tionen Addition und Multiplikation. Dann hétte z.B. die Gleichung

z+1 = 1

keine Losung. Man “erfindet” daher eine neue Zahl, die man 0 nennt und die
definiert ist als Losung dieser Gleichung. Damit hat man die Menge Nj.

Als néchstes betrachtet man die Gleichung
z+1 = 0.

Auch diese hat keine Losung. Man erfindet daher eine neue Zahl namens —1,
die wiederum definiert ist als Losung dieser Gleichung. Somit kommt man zu
den ganzen Zahlen Z.

Die néchste Gleichung ist
2¢ = 1.
Die Losung dieser Gleichung existiert nicht in Z, so dass man wieder eine neue
Zahl 1/2 braucht, was zu der Menge der rationalen Zahlen Q fiihrt.
Selbst mit rationalen Zahlen kann man die Gleichung

2 = 2

nicht 16sen. Wieder muss man die Zahlenmenge erweitern, diesmal um die irra-
tionale Zahl /2. Kann man damit nun endlich Losungen fiir alle Gleichungen
mit Addition und Multiplikation finden?

FEinen Schritt braucht’s noch. Die Gleichung

= -1

hat immer noch keine Losung. Wir machen nichts anderes als in allen Féllen
vorher. Die neue Superzahl nennt man j. Diese Zahl hat die Eigenschaft

i = -L

Das ist iibrigens alles, was es iiber j zu wissen gibt.
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Natiirlich moéchte man mit j rechnen. Dafiir muss man die Addition und Mul-
tiplikation fir neue Zahlen entsprechend definieren. Alles was wir verlangen
ist, dass das Kommutativgesetz, Assoziativgesetz und Distributivgesetz weiter-
hin gilt. Auflerdem soll Null das neutrale Element der Addition und Eins das
neutrale Element der Multiplikation bleiben. Damit ist festgelegt, dass z.B.

1+57 = j+1
oder
Jjt+i = 1j+1
= (1+41)j
= 2j.

Wie iiblich verwendet man das einstellige Minus als Abkiirzung fiir die Multi-
plikation mit —1, d.h.

Man kann also mit j genau so rechnen wie bisher mit x und Terme umformen.
So ist z.B.

j+35) = j+5°
= j—1.
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17.2 Menge der komplexen Zahlen

Potenzen von j kénnen immer auf £1 oder +j5 reduziert werden. So ist z.B.

2= -1

P o= %=

it o= 3% = (F1)(-1) =1
i° o= gti=j

Man kann damit jeden Term auf die Form a4 jb bringen, wobei a, b reelle Zahlen
sind, z.B.
Je43)+4 = 2j+37°+4
= —-3+4+4+2j
= 1+2j

Definition 17.1 (Menge der komplexen Zahlen)
Die Menge der komplexen Zahlen ist definiert durch

C = {a+jbla,beR}

Vergleichbar ist dies mit der Menge der rationalen Zahlen
Q = {9v|a,beZ,b+#0}.

Zu jeder komplexen Zahl z € C existieren folglich a,b € R so dass
z = a-+jb.
Hierbei heifit a Realteil und b Imaginérteil von z, kurz
a=re(z), b=im(z).

Beachten Sie, dass der Imaginérteil von z eine reelle Zahl ist, d.h. b und nicht
jb.
Damit ist z.B.

re(3 + 5j5) = 3, im(3+ 55) = 5.
Im Gegensatz zu rationalen Zahlen ist die Darstellung einer komplexen Zahl
durch Real- und Imaginérteil eindeutig, d.h. wenn

a;+jbi = az+ jby

dann ist a; = as und b; = by. Man kann sich eine komplexe Zahl z = a + jb
daher auch als Paar (a,b) von zwei reellen Zahlen vorstellen und bezeichnet
Real- und Imaginéarteil als kartesische Koordinaten von z.

Jede relle Zahl a ist eine spezielle komplexe Zahl mit Imaginérteil 0, d.h.
a = a+0j.

Damit ist R eine Teilmenge von C.
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Addition und Multiplikation. Real- und Imaginérteil der Summe zweier
komplexer Zahlen kann man wie folgt berechnen.

(a1 +jb1) + (a2 + jb2) = (a1 +a2)+j (by+ b2)
—— ——
Realteil Imaginéarteil

Damit gilt fiir komplexe Zahlen z; = a1 + jb; und 2o = as + jbo
re(z1 + 2z2) = re(z1) + re(z2), im(z1 + z2) = im(z1) + im(z2).
Fiir die Multiplikation ergeben sich schwierigere Formeln:

(a1 +jb1)(az +jba) = aiaz + aijbs + jbias + jbijbs
= ajag + j2bibo + jarbs + jbras
= ajaz — biby +j (arbs + braz).

Realteil Imaginérteil
Damit ist
re(z122) = re(z1)re(z) — im(z1)im(z2)
im(z122) = re(z1)im(z2) + im(z1)re(z2).

Fiir den Realteil merkt man sich das kurz als “re re - im im”, fiir den Imaginérteil
“re im + im re”.
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17.3 Komplexe Ebene

Ahnlich wie man eine reelle Zahl als Punkte auf einer Geraden darstellen kann,
kann man sich eine komplexe Zahl z = a+ jb als Punkt mit kartesischen Koordi-
naten (a,b) in einer Ebene vorstellen. Da man den Realteil nach rechts und den
Imaginérteil nach oben abtrigt, heiflen die beiden Achsen reelle und imaginére
Achse.

im

z=a+jb

re

R e

Im Unterschied zu reellen Zahlen gibt es auf komplexen Zahlen daher keine
Ordnungsrelationen <, >, <, >.

Betrag. Der Betrag einer komplexen Zahl ist definiert als ihr Abstand zum
Koordinatenursprung. Dies ist bei reellen Zahlen genauso. Mit dem Satz des
Pythagoras gilt somit

la+ b = \/m.
So ist z.B.
|—2+3j] = V4+9 = V13
| — 4] V16 = 4
5j] = V25 = 5.

Konjugiert komplexe Zahl. Eine niitzliche Hilfsgrofie ist die konjugiert
komplexe Zahl zu z. Ist z = a + jb, dann ist

zZ = a-—jb.

Bei der konjugiert komplexen Zahl wird also lediglich der Imaginérteil negiert.
In der komplexen Ebene entspricht dies einer Spiegelung an der reellen Achse.

im
| z=a+jb
b +------- ¢ -
I
I
I
} re
| a
I
|
b T~ —- ®-
"'Z=a—jb
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Im Spezialfall wenn z eine reelle Zahl ist, d.h. b = 0 ist, gilt Z = 2. Auf reelle
Zahlen hat Konjugieren folglich keine Auswirkung.

Offensichtlich gilt Z = z. Weitere Eigenschaften der konjugiert komplexen Zahl
sind wie folgt:

z+Z = (a+jb)+(a—jb) = 2a = 2re(z)
22—z = (a+jb)—(a—jb) = 250 = 25im(z).

Damit erhilt man Formeln zur Berechnung des Real- und Imaginérteils von z:

re(z) = %(z—l—f) im(z) = Zij(z—é).

Weiterhin gilt
2z = (a+jb)(a—jb) = a®—(jb)® = a®+b* = |27

Insbesondere ist 2z also immer reell und es gilt

lz| = V=zz.
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17.4 Division von komplexen Zahlen

Bisher hatten wir lediglich die Addition und Multiplikation von komplexen Zah-
len betrachtet. Die Division kann man immer auf Multiplikation mit dem Kehr-
wert reduzieren, d.h.

SR
<

Es gentigt daher, den Kehrwert einer komplexen Zahl zu berechnen. Wie im
Reellen ist der Kehrwert einer komplexen Zahl a + jb definiert als die Zahl z
mit

(a+jb)z = 1.

Zunéchst ist gar nicht klar, ob diese Gleichung fiir alle a + jb # 0 eine Losung
hat, d.h. ob jede komplexe Zahl # 0 einen Kehrwert hat. Der Trick ist, beide
Seiten mit der konjugiert komplexen Zahl a — jb zu multiplizieren:

(a+jb)(a —jb)z = a—jb
(> + )z = a—jb
I a—jb a . —b

a2+ b2 a2+b2+] a? 4 b2
——— ———

Realteil Imaginérteil

Funktioniert hat das deshalb, weil man nur noch durch eine reelle Zahl a®+b? di-
vidieren musste. Damit hat jede komplexe Zahl z = 0 einen Kehrwert, auch wenn
die Formel etwas kompliziert aussieht. Verwendet man die iibliche Bruchstrich-
Notation, muss man sich aber nur merken, dass man mit dem konjugiert kom-
plexen Nenner erweitert, d.h.

1 _ a—jb
a+jb (a4 jb)(a— jb)
~a—jb
R

a .
a2+b2+‘]a2+b2

Beispiel 17.2

39§ 3-2)(2— 4
? _ w (Erweitern mit 2 — 5)
2+ (2+7)(2-17)
6 — 35 — 45 + 252

4—2j+2j — 42

L 6-Tj—2
N 4+1
4-7j




17 KOMPLEXE ZAHLEN

148

Beispiel 17.3 Merken sollte man sich
1

: (Erweitern mit j5)
J

4 Ll Sl

Der Kehrwert von j ist somit —j.
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17.5 Polarkoordinaten

Man kann einen Punkt in einem Koordinatensystem entweder wie bisher durch
seine kartesischen Koordinaten a, b angeben oder durch Polarkoordinaten r, .

im

/\
-
-
7P
-
} re

Den Winkel ¢ einer komplexen Zahl z bezeichnet man auch als Argument von
z oder mit <z.

Kartesische und Polarkoordinaten kann man ineinander umrechnen.

e Sind die Polarkoordinaten r, ¢ gegeben, kann man die kartesischen Koor-
dinaten a, b berechnen durch

a = rcos(p), b= rsin(p).

e Sind die kartesischen Koordinaten a, b gegeben, erhélt man mit Pythagoras
b
r=+va?+b?, tan(p) = —.
a

Man wére versucht, daraus ¢ = arctan (b/a) abzuleiten, aber das ist nicht
richtig! Die tan-Funktion ist nur eingeschrankt auf | — 7/2,7/2[ bijektiv
und nur dort ist arctan ihre Umkehrfunktion. Damit liefert arctan (b/a)
nur dann den korrekten Winkel, wenn dieser im Intervall | —7/2, 7/2 | liegt,
d.h. fiir a > 0.

Folglich ist eine Fallunterscheidung erforderlich, in welchem Quadranten z
liegt. Da das etwas hésslich wird, gibt es eine zweistellige Standardfunktion
arctan2, die das erledigt. Damit ist

p = arctan2(b, a).

Die arctan2-Funktion wird wie folgt berechnet. Um eine Ausnahmebe-
handlung fiir den Spezialfall ¢ = 0 bei der Division /e zu vermeiden,
arbeitet man besser mit der arccos-Funktion. Die auf [0, 7] eingeschréankte
cos-Funktion ist bijektiv. Fiir b > 0 liefert daher ¢ = arccos(¢/r) den kor-
rekten Winkel. Fiir b < 0 berechnet man zunéchst den Winkel von Z mit
der arccos-Funktion. Um den Winkel von z zu erhalten, muss man diesen
nur noch negieren.
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im

-~ Z=a—jb
b 1 7
L% g Berechnung von ¢
e firb<0
LOT®
j re
S 90/ a
r\\
bt z=a+jb

Im Sonderfall » = 0 ist der Winkel undefiniert. Man kann ihn dann will-
kiirlich auf Null setzen. Damit ist

arctan2(b, a)

wobei r = Va2 + b2.

0 falls r =0
arccos(¢/r) fallsb>0und r #0
—arccos(¢/r) falls b <0 und r #0

Wiéhrend die kartesischen Koordinaten a,b und der Betrag r einer komplexen
Zahl z eindeutig sind, gilt dies fiir den Winkel ¢ nur bis auf ein ganzzahliges
Vielfaches von 27. Um Eindeutigkeit zu erhalten, fordert man daher oft, dass
der Winkel z.B. auf —m < ¢ < 7 normiert ist.

Beispiel 17.4

Sei z =1+ j, d.h. die kartesischen Koordinaten sind a = 1,

b = 1. Statt mit o.g. Formeln zu rechnen, ist es einfacher, die Zahl in
der komplexen Ebene einzuzeichnen. Man sieht dann, dass sie auf der
Winkelhalbierenden liegt und der Winkel somit ¢ = 7/4 ist. Mit dem Satz
von Pythagoras sieht man auch schnell, dass r = /2 ist.

im

14

1+
//

7
V2
7

£

7
7
7/
L T4
} re

1
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Beispiel 17.5 Die Polarkoordinagten von z seien r = 1 und ¢ = w. In
der komplexen Ebene siecht man, dass dann die kartesischen Koordinaten
a=—1und b = 0 sind. Damit ist z = —1.

im

N

-1 1

Fiir r = 2 und ¢ = 7/2 erhilt man entsprechend z = 2j.
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17.6 Komplexe e-Funktion

Mit a = rcos(p) und b = rsin(p) kann man eine komplexe Zahl z unter Ver-
wendung ihrer in Polarkoordinaten darstellen.

z = a-+jb
= rcos(p) + jrsin(p)
= r(cos(p) + jsin(p)
—— ———
elv

= rel?.

Hierbei wurde die komplexe e-Funktion fiir imagindre Argumente jo verwendet.
Diese ist definiert durch

el? = cos(p) + jsin(p).

Man bezeichnet diese Gleichung als Euler Gleichung. Warum wird die komplexe
e-Funktion auf diese Weise definiert? Der Wunsch ist natiirlich, dass sich die
e-Funktion fiir komplexe Argumente moglichst gleich verhélt wie fiir reelle. Im
Reellen kann man die e-Funktion durch ihre Taylor Reihe definieren. Der Vorteil
hierbei ist, dass man nur die Addition und Multiplikation braucht, die man fiir
komplexe Zahlen ja bereits definiert hat. Mit den bekannten Taylor Reihen

1 1 1 1
Tz _ Loyt s L a4 Ls
e’ = 1+33+2!:1: —i—g!x +4!x —|—5!a: + ...
1 1
cos(z) = 1—ax2+ﬂx4+...
, 1, 1.
sin(z) = T =% —I—ax — ...

erhélt man fir x = jo

; ) 1 . 1. 1, . 1, .
= 1tje+ 509 + 500 + 00 o+ e+
_ . 1-2 2 1-3 3 1-4 4 1-5 5
= 1+]<p+§jﬁp+§j<p+ﬁj<p+a]<p+...
B , 1, 1 5 1, 14
= lHje—gi¢ gt ¢ Hige
_ 1 2 1 4 . 1 3 1 5
= 1+—5g0 —S—Icp +...+J(<p—3!g0 —5—5@ —...
cos(¢) sin()
= cos(p) + jsin(p).
Damit ist

|re?®| =1, A(re??) = .
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Da die komplexe e-Funktion genau wie die reelle e-Funktion durch eine Tay-
lor Reihe definiert ist, gelten im Komplexen auch die gleichen Rechengesetze,
insbesondere

ea-i—]b _ eae]b

= ¢%(cos(b) + jsin(b))

Damit ist die komplexe e-Funktion wie folgt definiert.

Definition 17.6 (Komplexe e-Funktion)
Die komplexe e-Funktion € C — C ist definiert durch

et = e%(cos(b) + jsin(b)).

Eine komplexe Zahl kann damit mit kartesischen Koordinaten a,b oder Polar-
koordinaten r, ¢ ausgedriickt werden durch

z = a+jb = red?.

Dies ist vergleichbar mit rationalen Zahlen, die man durch ganzzahligen Zahler
und Nenner oder druch Dezimabriiche ausdriicken kann, z.B.

Beispiel 17.7 Die Polarkoordinaten von 1+ j sind » = v/2 und ¢ = 7/4.
Damit ist

1+ = V2074
Tatséchlich gilt

VI = 3(cos(/1) + jsin(/4))
— VRt i)

= 147

Beispiel 17.8 Die Polarkoordinaten von —2 sind » = 2 und ¢ = 7. Damit
ist

-2 = 27
Tatséchlich gilt

2e77

2(cos(m) + jsin(m))
2(~1+0)
= —2.
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Beispiel 17.9 Die Polarkoordinaten von j sind » = 1 und ¢ = 7/2. Damit

ist
j o= &
Tatséchlich gilt
e?"? = cos(r/2) + jsin(v/2)
= 0+
7

Beispiel 17.10 Da die sin- und cos-Funktion 27-periodisch sind, ist auch
die komplexe e-Funktion im Imaginérteil 27 periodisch.

ea+j(b+271') _ eaej(bJr27r)

= e%(cos(b+ 2m) + jsin(b+ 27))
= e(cos(b) + jsin(b))

— e ejb
= eotib,
Beispiel 17.11 Unter Verwendung von Polarkoordinaten kann man die Ad-
ditionstheoreme herleiten.
cos(z+y) = re(e!@Y)
= re(eJ Ty )
— re((cos(2) + jsin(x))(cos(y) + j sin(y)))

COS

/\/\

x) cos(y) — sin(x) sin(y).



17 KOMPLEXE ZAHLEN 155

17.7 Rechnen in Polarkoordinaten

Die Multiplikation von komplexen Zahlen ist in Polarkoordinaten viel einfacher
als in kartesischen. Sei z; = r1€7¥* und z9 = r9e7%2, dann ist

2120 = riedPlipyei®2

r1r2eﬁpleﬂp2
r1r2€Jtp1+JW2

= rlrgej(“"1+‘/’2).
Damit ist

|z122] = rir2 = |z1]|22|
Uzz2) = w1+ = <(z1) +<U22).

Komplexe Zahlen multipliziert man also dadurch, dass man ihre Betrdge mul-
tipliziert und ihre Winkel addiert. Die komplexe Multiplikation kostet somit
nur eine reelle Multiplikation und eine Addition in Polarkoordinaten, wihrend
in kartesischen Koordinaten 4 Multiplikationen und 2 Additionen erforderlich
sind.

Auch die Division ist in Polarkoordinaten viel einfacher.

21 riel®t
29 7"26.7892
— e —dee
T2
— 7;16]'(991—902)
T2
Damit ist
al _ono_ Al
z2 2 |Z2|
21
- = p1—p2 = 21 — 2.
Z2

Andererseits ist die Addition in Polarkoordinaten umstandlich. Um
T.lejsal _;r_rzejsaz

zu berechnen, muss man den Umweg tiber kartesische Koordinaten gehen, was
die sehr teure Auswertung von sin- und cos-Funktionen erfordert. Im Rechner
werden daher fiir komplexe Zahlen meistens kartesischen Koordinaten verwen-
det.
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Beispiel 17.12 Der Term
(1+j)je’™*
soll vereinfacht werden.

o FEine Moglichkeit ist, alle Faktoren in kartesische Koordinaten umzu-
rechnen. Mit

= (V24 j\/1)2)
= VI(1+))
gilt

(1+4)je™ = (1+35)jvVV2(1+ )
V120 = 1)1+ )
V205 + 52— 1—3)
= V1/2(-2)
= —v9.

Eine andere Moglichkeit ist, zuerst alle Faktoren in Polarkoordinaten
umzurechnen. Mit

14+5=V27 j=¢
gilt

(1 +j)j€j7r/4 _ \@ej"/‘lej“/?ej”/4
= /2l ("/atm/2m/a

= /2e7

= 2.
Die Multiplikation mit /% hat eine geometrische Interpretation in der komple-
xen Ebene. Sei

z = rel®
dann ist
263 —  peilate)

Die Multiplikation mit /% bewirkt somit eine Drehung von z um Winkel ¢.

im

re




17 KOMPLEXE ZAHLEN 157

Die konjugiert komplex Operation bewirkt eine Spiegelung an der reellen Achse.

Dies entspricht einer Negation des Winkels. Damit gilt
reie = reI¢.

im

s
<
s
s
s
e
. 14
re

Weiterhin gilt

2122 = rleijl 7126%02

= r1r2@j(901+%92)

= pirge d(e1te2)
= rlrze—ﬂple—]tpz
= e Py e iv2
= Z1 %

Entsprechend zeigt man fiir die Divison

21/z = 77

Da Multiplizieren in Polarkoordinaten sehr effizient ist, gilt dies umso mehr fiir
Potenzen.

Beispiel 17.13 Es wire sehr miihsam, z.B. (j — 1)'° in kartesischen Koor-

dinaten zu berechnen. Viel besser ist hier der Weg tiber Polarkoordinaten.
Zeichnet man j — 1 in die Komplexe Ebene ein, kann man die Polarkoor-
dinaten r = /2 und ¢ = 37/4 ablesen. Damit ist

i
(\/ﬁejh/“) v

= () e

9B i(THY/2)m

i—1 =

G-

3277 eI™/2
32(-1)j
—32;.
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17.8 Komplexe Wurzel
Losung der Gleichung z™ = 1.

Gesucht sind die Losungen der Gleichung

fir n € N, die auch als n-te Wurzeln aus 1 bezeichnet werden.

e Fiir n = 1 existiert nur eine Losung z = 1.

e Fiir n = 2 existieren zwei Losungen z =1 und z = —1.

Entsprechend wére zu erwarten, dass es flir n = 3 drei Losungen gibt. Da z =1
die einzige relle Losung ist, miissen die anderen beiden komplex sein. Tatséachlich

gilt fiir z = &*7/*
B (ew/3>3

627'rj

Die andere Losung ist z = ¢*™/3. Auch hier gilt

3 (647”-/3) 3

4rj

= e
= 1.

Um die Losungen der o.g. Gleichung systematisch fiir beliebiges n € N zu be-
rechnen, stellt man z in Polarkoordinaten dar, d.h.
z = rel? mit r > 0.

Folglich ist

Z" (rej“o) "

rel™?

Zu Losen ist damit die Gleichung
el = 1.
Damit zwei komplexe Zahlen gleich sind, miissen ihre Betrége gleich sein, d.h.

=1

und da r > 0 und r € R folgt r = 1.
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AuBlerdem miissen die Winkel gleich sein — allerdings aufgrund der 2m-Periodizitét
der komplexe e-Funktion nur bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27. Folglich
ist
ne = 2rk, keZ
SO — 271"6/”.

Damit scheint es zunéchst als habe man unendlich viele Lésungen
z = ¥ = MM keZ.

Tatséchlich sind es aber nur n verschiedene Losungen fir £ =0,1,...,n—1, die
sich fiir £ > n wiederholen. Die komplexe Zahl z, die man fiir ein & bekommt,
ist nédmlich die gleiche wie fiir k + n. Der Winkel fir k& 4 n ist

2r(k +n) 21k

= — 427
n n

Er unterscheidet sich nur um 27 von dem Winkel fir £ und fithrt somit zur
selben komplexen Zahl z. Damit erhdlt man fiir £ = n die selbe Zahl wie fiir
k =0. Fir kK = n + 1 erhalt man die selbe wie fur kK = 1 usw.

Damit hat die Gleichung z"™ = 1 genau n Lésungen
e, k=0,1,...,n—1.
Fiir £ = 0 erhédlt man die reelle Losung
e27rj0/n — 1.
Ist n gerade, erhéilt man eine weitere reelle Losung fiir k = n/2

e%y(n/2)/n _ 627fj/2 _ e‘n’j - _1.

Im Spezialfall n = 3 erhélt man die Losungen

2750
o = 7% =1
7y = 627\'3’1/3 _ 627\'j/3
% 627rj2/3 _ 64”'/3.

Da alle den selben Betrag 1 haben, liegen sie auf dem Einheitskreis im Winkel-
abstand 27/3.

im

27 /-
2 m3/3 S N
-~ N
V2 N
2 N
, \
/ \\
/ .
; 27/3 \
| zZo0 = 1
|
! 27/3 re
| / ,'
! /
\ 2m/3
\ / ,
N /
\ /’
N
N ~ 4
-
29 Amjf3 — 4 - = 7
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Mit der gleichen Vorgehensweise kann man nun schwierigere Gleichungen 16sen,
z.B.

2 = 1+

Der Trick ist, dass man die rechte Seite ebenfalls in Polarkoordinate darstellen
muss. Mit

z = rel?
1+j = V2™
gilt
rPed® = /274,

Aus der Gleichheit der Betrage folgt
N
1/5
- ()

Aus der Gleichheit der Winkel bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 folgt

5p = 7/a+ 27k, kel
¢ = 7/204 27k/5,

Der Winkel fur k£ und k+5 unterscheidet sich wieder nur um 27 und fiithrt somit
zur selben Losung. Damit sind die Losungen

o = 1%eﬂj/20+2"jk/5’ k=0, 1,2,3,4.

Alle Losungen liegen auf einem Kreis mit Radius %/2 und haben Winkelabstand
27 / 5.
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Komplexe Wurzelfunktion

Im Reellen ist y/a fiir a > 0 definiert als Losung der Gleichung
¢ = a.

Da der Funktionswert eindeutig sein muss, fordert man zusétzlich x > 0. Somit
ist v/4 = 2 und nicht —2 obwohl 2 und —2 Lésungen von z? = 4 sind.

Im Komplexen ist die Wurzelfunktion analog definiert. Fiir a € C ist /a eine
Losung der Gleichung

z = a.

Da diese Gleichung i.a. zwei komplexe Losungen hat, muss man festlegen, welche
man will. Seien r, a die Polarkoordinaten von a mit —7 < o < . Dann sind die
Losungen

21 Vre'?
j(a+2m
2o = Are T2,

Als Funktionswert wéahlt man die erste, d.h.
va = re?,
Dieser Wert wird auch als “Hauptwert” der Wurzel bezeichnet.

Wenn man die komplexe Wurzel aus einer Zahl a ziehen mochte, stellt man
a = re?? in Polarkoordinaten dar mit —7 < « < . Dann ist

Vi = a
= (Teja)l/Q
IV (eja)1/2
= re

,Tr/Q < a/2 < 71'/2

ist der Realteil einer komplexen Wurzel nie negativ.

Definition 17.14 (Komplexe Wurzelfunktion)
Die Wurzelfunktion € C — C ist definiert durch

\/g — \/;ejw/z

wobei 1, ¢ die Polarkoordinaten von z sind mit —m < ¢ < 7.

Insbesondere kann man mit der komplexen Wurzelfunktion auch Wurzeln aus
negativen, reellen Zahlen ziehen. So ist z.B.

vV—4 = VdeiT
26]’#/2

= 2j.
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Generell gilt fiir € R
V—r = Vzei™
= Vae™?
= jva.
17.9 Potenzrechnen

Bei den bekannten Potenzrechengesetzen ist Vorsicht geboten. Diese gelten
nicht, wenn die Basis negativ ist und der Exponent keine ganze Zahl ist.

Beispiel 17.15 Bekannt ist das Potenzrechengesetz

a"bt = (ab)™.
Im Fall a = b = —1 und n = 1/2 ist dieses Gesetz jedoch nicht giiltig. Es
gilt
(D) = o=
(-1 (-1 = 12 = 1.

Beispiel 17.16 Auch das Gesetz vom doppelten Exponent
(an)m — anm

ist im Fall a = —1, n = 2, m = 1/2 nicht anwendbar — selbst wenn hierbei
keine komplexen Zwischenergebnisse auftreten:

(-1 = 17 =1
(-1)2Y2 = (=1)! = -1
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17.10 Komplexer Logarithmus

Auch die Logarithmusfunktion kann fiir komplexe Zahlen erweitert werden. Im
Reellen ist In(x) definiert als Umkehrfunktion der e-Funktion, d.h.

In(z) =y genau dann wenn e’ = 1, x> 0.

Die komplexe e-Funktion ist aber im Gegensatz zur reellen e-Funktion nicht
injektiv. So ist z.B.

w# w4+ 2mj aber eVt = We?™ = e,

Die komplexe e-Funktion hat folglich keine Umkehrfunktion.

Um zu einer bijektiven Funktion zu kommen, muss man die komplexe e-Funktion
einschranken. Sei

D = {w|—-7<im(w) <7}
Dann ist
feD—=C\{0}, f(w)=e"
bijektiv. Fiir die Umkehrfunktion f=! € C\ {0} — D gilt

fY2) =w genau dann wenn f(w) = 2.

Die Gleichung f(w) = z 16st man wie folgt nach w auf.

fw)

e1rc(u))+jim(u))

SRS S SN

ere(w)ejirn(w)

o Aus der Gleichheit der Betrige auf beiden Seiten folgt

erc(w) — |Z‘
re(w) = In(|z]).
Da |z| € R, ist hier mit In die bekannte, reelle In-Funktion gemeint.

e Die Winkel auf beiden Seiten miissen ebenfalls gleich sein bis auf ein ganz-
zahliges Vielfaches von 27. Damit gilt

im(w) = <z+ 2km.

Da w € D und somit —7 < im(w) < 7, ist im(w) der auf das Intervall
| — 7, m] normierte Winkel von z.

Somit ist

w = |z +j<gz, —T<<gz <.
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Definition 17.17 (Komplexer Logarithmus)
Die komplexe Logarithmusfunktion ist definiert durch
Ine C\ {0} — C, In(z) = In(r) + jo,
wobei 1, ¢ die Polarkoordinaten von z sind mit —m < ¢ < .
Sei In(z) = w. Dann ist w wie oben gezeigt eine Losung der Gleichung e = z.

Die Gleichung hat aber noch weitere Losungen
w+ 2wk, keZ.

Diese Losungen werden als Nebenwerte des Logarithmus bezeichnet.
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18 Polynome und rationale Funktionen

18.1 Komplexe Nullstellen von Polynomen

Beispiel 18.1 Das Polynom
flx) = 2> —2z+1
hat genau eine Nullstelle bei & = 1. Diese Nullstelle ist doppelt, da
f(@)=f'(#)=0 und f"(z)#0.
f(@)

&

Beispiel 18.2 Wird das o.g. Polynom um eins nach oben verschoben, d.h.
flx) = 2*>—-22+2,
hat es keine reelle Nullstelle mehr.

f(x)

& T

Da man mit komplexen Zahlen aber Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen
kann, erhélt man mit der Mitternachtsformel

2+£v4-38

2
2++-4
2

2+2j

2
= 1+4j

21,2 =
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Man hat somit zwei konjugiert komplexe Nullstellen. Tatséachlich hat ein
Polynom vom Grad zwei immer genau zwei komplexe Nullstellen, sofern
man eine doppelte Nullstelle als zwei Nullstellen zéhlt.

Definition 18.3 (Mehrfache Nullstelle)
Eine Zahl & heifit k-fache Nullstelle einer Funktion f wenn

f@=f@)=...=f"V@)=0 und fP(@) #0.

Vermutlich ist Thnen bekannt, dass ein Polynom vom Grad n hichstens n reelle
Nullstellen hat. Im Komplexen ist der Zusammenhang zwischen Polynomgrad
und Anzahl Nullstellen viel einfacher.

Theorem 18.4 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes Polynom vom Grad n (aufier dem Nullpolynom) hat genau n kom-
plexe Nullstellen, wobei mehrfache Nullstellen geméf} ihrer Vielfachheit
mehrfach gezdhlt werden.

Beispiel 18.5 Fiir das einfache Polynom vom Grad n
flz) = z2"—-1
haben wir dies bereits verifiziert, da die Gleichung 2™ = 1 genau n Losun-
gen hat.

Das Polynom in Beispiel 18.2 hatte zwei Nullstellen, die konjugiert komplex
zueinander sind. Allgemein treten die komplexen Nullstellen von Polynomen
mit reellen Koeffizienten immer in konjugiert komplexen Paaren auf. Dies folgt
direkt aus der Eigenschaft solcher Polynome, dass ein konjugiert komplexes
Argument zu einem konjugiert komplexen Funktionswert fithrt.

Theorem 18.6
Sei

f(z) = a0+a12+a222+...+anz"

ein Polynom mit reellen Koeffizienten, d.h. a; € R fiir alle i. Dann gilt

Beweis. Da qa; € R gilt a; = a;. Aus
Z1Z2 = Z1%2

folgt
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Damit gilt

fZ) = a+aiZ+az+...a,7"

ap+ a1z + agz? + ... an2"™

Go+arz4+az 22 +...a, 2"

= Ao+ aiz+asz?+...a12"

ap + a1Z + a2z + ... a, 2"

- @)

Theorem 18.7
Sei f ein Polynom mit reellen Koeffizienten und z eine Nullstelle von f.
Dann ist auch z eine Nullstelle von f.

Beweis. Sei f ein Polynom mit reellen Koeffizienten und z eine Nullstelle von
f. Dann ist

f@ = fl=0=0

Folglich ist auch Z Nullstelle von f.

Die Nullstellen von Polynomen mit reellen Koeffizienten treten somit immer in
konjugiert komplexen Paaren auf. Da die Anzahl nicht-reeller Nullstellen somit
immer gerade ist, muss ein Polynom mit ungeradem Grad mindestens eine reelle
Nullstelle haben.
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18.2 Hornerschema

Beispiel 18.8 Angenommen man moéchte das Polynom
flx) = 223 +522 +7x+4

an einer Stelle £ mit moglichst wenigen Multiplikationen auswerten. Die
naheliegende Vorgehensweise wére

2:2-2-2+5-2-24+7-24+4,

was 6 Multiplikationen kostet. Etwas geschickter wére es, & auszuklam-
mern, d.h.

(2:2-2+5-2+47)-2+4

zu rechnen. Auf diese Weise benttigt man nur noch 4 Multiplikationen.
Klammert man & nochmal aus, erhdlt man

(2-2+45)-2)+7)-2+4.
In dieser Form sind nur noch 3 Multiplikationen erforderlich. Diese Form

der Polynomauswertung heifit Hornerschema.

Mit den “Zwischenergebnissen”, die bei der Polynomauswertung nach dem Hor-
nerschema anfallen, kann man sehr einfach einen Linearfaktor abspalten. Die
folgenden Uberlegungen gelten fiir beliebiges n € N. Um die Darstellung zu
vereinfachen werden sie exemplarisch mit n = 4 gezeigt.

Sei
fle) = asx® + asx® + asx® + a1z + ao.

Auswerten bei & nach dem Horner Schema ergibt

((( a4 i—i—ag)aﬁ*—i—az)aﬁ—i—m)i—&-ao-
—

bs
bz
by
bo
Die Zwischenergebnisse sind
b3 = a4
by = b3 +as
bi = b+ aq
by = i+ a
f(&) = boZ + aop.

Mit diesen Zwischenergebnissen kann man das Polynom f(z) umformen in

fx) = (2 —2)(bsa®+ boa® + byx + bo) + f(Z).
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Dies lésst sich wie folgt zeigen. Zunéchst 16st man die o.g. Gleichungen nach a;
auf:

s = b3
as = b2 — bgi‘
as = b1 — bg@
ay = bo — bl.i'
apg = f((f) — bo"f
Damit ist
fl@) = asx® + asx® + asx® + a1z + ao

by + (by — bsd) 2 + (b1 — bo) @° + (bg — b1@) @ + f (&) — b
—— ———— —— —
= bga" + bya® + bya® + box
bsia® — boda® — bidz — bod + f(2)

= 2(bsx® + boa® + by + by)
2(bsa® + box® + by + bo) + f (&)

= (2 —2)(bsa® + box® + by + bo) + f(&).

Ist nun & eine Nullstelle von f, d.h. f(#) = 0, gilt
fx) = (2 —2)(bsa®+ boa® + byx + bp).

Man hat das Polynom vom Grad 4 somit zerlegt in ein Produkt aus einem Line-
arfaktor (z — #) und ein Polynom vom Grad 3. Der fithrende Koeflizient b3 des
Restpolynoms ist gleich dem fithrenden Koeffizenten a4 des Ausgangspolynoms.

Beispiel 18.9 Sei
flz) = 22*—52% — 42 +x +6.

Eine Nullstelle von f ist & = 3. Wertet man f(#) mit dem Hornerschema
aus, erhélt man

by = 2

by = b3 +az = 1

b1 = bz +ay =—1

by = b1 +a; = —2
f(@) = bpt+ay9 = 0.

Damit ist

flx) = (z—3)22°+2* -2 —2).
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Alternativ hitte man diese Zerlegung auch mit Taylor Polynomen bewerkstel-
ligen kénnen. Ist f(x) ein Polynom vom Grad n und p(x) das Taylor Polynom
von f(z) zum Entwicklungspunkt & vom Grad n, dann ist f(z) = p(z) fir alle
x. Somit gilt

f(z)

F@) + £ @)@ —8) + @) =8+t f @) - 8"

(z - 2) (f’(:%) b f @) =)+ @) - g:«)"—l) T (@),
Ist nun & eine Nullstelle von f(z), gilt
f@) = =) (£@+ I @)+t o V@ -2

Wenn  eine k-fache Nullstelle ist, fallen die ersten k¥ Summanden des Taylor
Polynoms weg und man kann sogar den Faktor (z — 2)* abspalten.
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18.3 Faktorisierung

Sei
f(])) = an-rn'i'an—lxn_l“rn.—f'all‘—f'ao

ein Polynom n-ten Grades mit Nullstellen z1, zo, ..., z,. Spaltet man mit dem
Hornerschema den Linearfaktor (z — z1) ab, erhdlt man

flx) = (z—2) (@™t +..)
—_————
Restpolynom
wobei das Restpolynom Grad n — 1 und fithrenden Koeffizienten a,, hat. Da 2z,

Nullstelle von f(x) ist, muss z5 auch Nullstelle des Restpolynoms sein. Folglich
kann man den Linearfaktor (z — z2) vom Restpolynom abspalten und erhélt

fl@) = (z—21)(x—2)(a2a" 2 +..))
—_————
Restpolynom
wobei das Restpolynom jetzt Grad n — 2 und fithrenden Koeffizienten a,, hat.
Spaltet man auf diese Weise alle Linearfaktoren ab, hat das Restpolynom Grad

0 und fithrenden Koeffizienten a,,. Folglich muss es die Konstante a,, sein. Damit
erhilt man

flx) = aplz—21)(x —22)...(x — 2p).
Dieser Term heifit Faktorisierung von f(x).

Ein Spezialfall tritt auf wenn das Polynom mehrfache Nullstellen hat. Ist z; eine
k-fache Nullstelle, dann hat man in der Faktorisierung k Lineafaktoren (z — z;)
bzw. den Faktor (z — 2;)*.

Theorem 18.10 (Faktorisierung)
Sei

flx) = ap+az+...+apz”

ein Polynom vom Grad n mit Nullstellen z; mit Vielfachheit k;. Dann
ldsst sich f(x) faktorisieren in

f(z)=an, H(x — z)k

i
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18.4 Polynomdivision

Definition 18.11 (Rationale Funktion)
Eine Funktion f heift rationale Funktion, wenn es Polynome p und ¢
gibt so dass fiir alle x € R mit q(x) # 0 gilt

Eine rationale Funktion f(z) ist also ein Bruch zweier Polynome p(z) und ¢(x).
An den Nullstellen des Nennerpolynoms ¢g(z) ist f(z) undefiniert.

Falls der Zahlergrad grofler oder gleich dem Nennergrad ist, kann man einen
ganzrationalen Teil abspalten. Dies ist vergleichbar mit rationalen Zahlen, bei
denen man einen ganzzahligen Summanden abspalten kann, wenn der Zahler
grofler oder gleich dem Nenner ist, z.B.

Theorem 18.12
Seien p,q Polynome wobei der Grad von p gréfer gleich dem Grad von
q ist. Dann gibt es Polynome g,r so dass

wobei der Grad von r kleiner ist als der Grad von q.

Man kann somit von einer rationalen Funktion ein Polynom als Summand ab-
spalten. Die verbleibende rationale Funktion 7(#)/q(z) ist in dem Sinne einfacher,
dass der Grad des Zahlers kleiner ist als der Grad des Nenners.

Das Verfahren zur Berechnung von g und r ist dhnlich wie das bekannte Ver-
fahren zur Division von rationalen Zahlen.
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Beispiel 18.13 Gegeben sei die rationale Funktion

2xt — 4z — 22 —x+2

Polynomdivision liefert
20 —dad — 22 —x+2 22+ +1 = 22262+ 3 Rest 22— 1

22t + 223 + 222
—623 —322 -2 +2
—623 — 622 — 6z
322 4+ 52+ 2
322 +32x+3
20 —1

Folglich gilt
2z -1

=22 —6r+3+ ————.
flz) =227 = 6w+ 3+ 5
Das Verfahren beruht auf einer einfachen Gleichung. Sei

p(z) = apz"+...+a1z+ag
g(x) = bpz™+...+bix+by

pla) = jEa"Ta() + p(e) — e ()
und daher
ZM — an Lnm p(a?) — (a"/bm)xn_mq(x)
@) — e A o) |

Man kann somit den Summanden (@n/b,, )2~ abspalten. Der neue Zahler
p(x) — (an/bn )" "q(x)
hat dann nur noch Grad n — 1, da der Koeffizient vor x™
an — (@n/o )by, = 0

ist. Dieses Abspalten eines Summanden wird so lang fortgefiihrt bis der Z&hler-
grad im Rest kleiner als der Nennergrad ist.
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18.5 Partialbruchzerlegung

Um rationale Funktionen integrieren zu kénnen, miissen diese noch weiter umge-
formt werden. Dank der Polynomdivision kénnen wir uns nun auf den Spezialfall

by pla)

konzentrieren, wobei das Zahlerpolynom p(z) einen kleineren Grad hat als das
Nennerpolynom ¢(x). Weiterhin kann man immer erreichen, dass der fithrende
Koeffizient von ¢(z) gleich eins ist, indem man Z&hler- und Nennerpolynom
furch den fiihrenden Koeffizienten des Nennerpolynoms dividiert.

Mit der Methode der Partialbruchzerlegung kann man eine rationale Funktion
als Summe von sehr einfachen Briichen darstellen. Fiir jede Nullstelle z von ¢(x)
erhélt man folgende Summanden:

e Hat z die Vielfachheit 1, dann fiihrt dies zum Summanden

c

T —z
wobei ¢ eine Konstante ist.

e Hat z die Vielfachheit &k, dann fiihrt dies zu den Summanden

C1 C2 Ck

P (x — 2)2 T (x — 2)k
wobei ¢y, ..., c; Konstanten sind.
Nachdem alle Summanden aufgestellt sind, konnen die Konstanten im Z&hler

durch Koeflizientenvergleich berechnet werden. Am einfachsten wird dies an-
hand einiger Beispiele klar.

Beispiel 18.14 Sei

2x+ 3

A

Zunéchst wird das Nennerpolynom faktorisiert:

2z +3
Damit gilt
2r+3 CJ+ C2
r(z+2) oz x+2

Um die Konstanten ¢; und ¢ zu berechnen, multipliziert man beide Seiten
mit dem Nennerpolynom.
2e+3 = c(z+2)+ ez
= z(c1 4 c2) + 2¢;.
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Da beide Polynome gleich sind, miissen ihre Koeffizienten gleich sein. Folg-
lich gilt

c1 + co

261 =

Die Losung ist ¢; = 3/2 und ¢ = 1/2. Damit ist

r+3 3 n 1/2
2 +2x x  x+2
Beispiel 18.15 Sei
x—4
o= o5

Zunéchst wird das Nennerpolynom ¢(z) faktorisiert:

x—4
f(z) Lo o0
( +2j)(z — 2j)
Damit gilt
r—4 _ c1 - Co N
x2+4 x+2j  x—2j

Um die Konstanten ci,ce zu berechnen, multipliziert man beide Seiten
mit g(x) und erhilt
r—4 = ca(z—2j)+c(r+2))

= z(c1 + c2) + 2j§(c2 — cl).
Da beide Polynome gleich sind, miissen sie die gleichen Koeffizienten ha-
ben. Koeflizientenvergleich ergibt also

c1+ce =1
2j(02 — Cl) = —4.

Aus der ersten Gleichung folgt ¢; = 1 — ¢o. Einsetzen in die zweite ergibt
¢y = /2 + j und damit ¢; = 1/2 — 4. Damit gilt

r—4 _ Ye—j  Yetj
224+4 42 z—2j
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Beispiel 18.16 Sei

3z +1

flz) = m

Da z = —2 eine dreifache Nullstelle ist, gilt der Ansatz

3r+1 c1 C2 C3

(x+2)3 x+2+(m+2)2 * (x+2)3

Um die Konstanten ¢y, c2, c3 zu berechnen, multipliziert man beide Seiten
mit ¢(z) und erhéalt

3r+1 = c(z+2)%+car+2)+c3
c12? 4 (2¢1 + c2)x + 4ey + 2¢0 + cs.

Koeffizientenvergleich ergibt

C1
2c1 + ¢
4c1 + 2¢9 + c3

I
oW o

Daraus folgt ¢; = 0, ¢ = 3 und ¢3 = —5. Folglich ist
3z +1 3 5

(x+23  (2+2)? (z+2)3




18 POLYNOME UND RATIONALE FUNKTIONEN 177

Schnelleres Verfahren fiir Partialbruchzerlegung

Die Berechnung der Konstanten in der Partialbruchzerlegung fithrt auf ein linea-
res Gleichungssystem, dessen Losung aufwéndig sein kann. Es gibt einen Trick,
wie man dies umgehen kann:

Beispiel 18.17 Sei

52 —x—9
fa) = (x +4)(x—1)2

Da das Nennerpolynom bereits faktorisiert ist, erhélt man den Ansatz

522 —x —9 c1 Co n c3
(z—1)?

G+ D@12 744 z-1

und nach Multiplikation mit dem Nenner auf beiden Seiten die Gleichung
502 —x—9 = c(x— 1?4 colex—1)(x+4)+c3(z+4).

Da es sich hier um eine Gleichung von Polynomen handelt, muss die
Gleichheit fiir alle x gelten. Somit kann man geschickte Werte flir x wéhlen,
mit denen man cy, ¢2, cg einfach berechnen kann. Idealerweise wahlt man
x so, dass in der Gleichung alle Konstanten wegfallen bis auf eine.

e Fiir den Spezialfall z = —4 erhélt man die Gleichung
75 = 25¢

und damit sofort ¢; = 3.

e Fiir den Spezialfall z = 1 erhélt man die Gleichung
-5 = 503

und damit sofort ¢z = —1.

e Um auch noch ¢, zu bekommen, kann man ¢; und c3 einsetzen und
z.B. x = 0 wihlen. Man erhilt dann die Gleichung

-9 = 3—4cy—4
-8 = —402
und somit ¢y = 2.

Damit ist

5z —x—9 3 2 )
(r+4)(z—-1)2  z+4 z-1 (z—1)72
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Integration von rationalen Funktionen
Nachdem man eine rationale Funktion f(x) durch Polynomdivision und Par-

tialbruchzerlegung in eine Summe von einfachen Funktionen zerlegt hat, kann
diese leicht mit Hilfe der Summenregel integriert werden.

Beispiel 18.18 Mit der Partialbruchzerlegung aus Beispiel 18.14 erhélt man

r+3 B 3/2 1/2
/x2+2xdx - /(x+x+2)dx

1
= gln\x|+§ln\x+2|+0

Beispiel 18.19 Mit der Partialbruchzerlegung aus Beispiel 18.16 erhélt man

/de - /<wi4+x31‘<m—51>2)d"”

5
3ln|x+4|+21n|x—1\+71+0.
T _

Beispiel 18.20 Mit der Partialbruchzerlegung aus Beispiel 18.17 erhélt man

[ e = /<<x+32>2‘<x+52>3)d$

3 5/2
N _.1‘+2+ (x4 2)2 +C
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Beispiel 18.21 Beispiel 18.15 ist etwas komplizierter, da die Summanden

in der Partialbruchzerlegung komplex sind und bei der Integration somit
der komplexe Logarithmus auftaucht.

Da die beiden Summanden in der Partialbruchzerlegung konjugiert kom-
plex sind, gilt

Vi s (220,

t+2j x—-2j x+2j

x4 o= o
———dr = d
/x2+4 v /<m+2j+x—2j v
e s
= /21'8(/2 j)dl‘
z+2j
e
2re(/ /2 ‘]da:)
T+ 2j

= 2re((Y2 — j)In(z + 2j)) + C.

Damit ist

Mit x + 2§ = rel¥ ist

2te((1/2 = j)In(re/?) +C = 2re((1/2 = j)(In(r) + j)) + C
2(1/2In(r) + ¢ + C)

= In(r)+20+C.

Um einen einfachen Term fiir ¢ zu bekommen, formt man zunéchst um:
T+2j = j2-jx)

Der Winkel von j ist 7/2. Da die Zahl 2 — jx einen positiven Realteil hat,
liegt ihr Winkel zwischen —=/2 und 7/2 und kann mit arctan berechnet
werden. Folglich ist

¢ = m/2+4 arctan(—7/2)
= 7/2 — arctan(%/2)

|z +2j| = Va2 +4.

\3
Il

Damit ist

In(r)+2¢+C = In(Va?+4)+ 7 — 2arctan(z/2) + C
1/2 1n(ac2 +4) — 2arctan(z/2) + C

wobei der konstante Summand 7 der Integrationskonstante C' zugeschla-
gen wurde.
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19 Vektoren

Ein n-stelliger reeller Vektor ist ein n-Tupel von reellen Zahlen. Die Menge aller
n-stelliger Vektoren ist somit R™. Die Elemente von R werden auch als Skalare
bezeichnet.

Spéter wird der Vektorbegriff noch verallgemeinert und ist dann etwas abstrak-
ter.

Notation. Variablen fiir Vektoren werden von Variablen fiir Skalare mit einem
Pfeil gekennzeichnet. Da wir mit Vektoren rechnen werden und dann der Platz
in der Breite knapp wird, schreiben wir die Komponenten eines Vektors nicht
so wie bei Tupeln iiblich nebeneinander sondern iibereinander. Somit ist

T
T2
X = .
Tn
ein n-stelliger Vektor, wobei x1,x2, ..., 2, € R seine Komponenten sind.

19.1 Darstellung von Vektoren

Eine Veranschaulichung durch Bilder ist fiir das Verstdndnis immer hilfreich. Bei
Vektoren sind zwei Darstellungsarten besonders niitzlich: Entweder als Punkt
oder als Pfeil in einem Koordinatensystem.

Wenn wir Dinge veranschaulichen, verlassen wir die formale Mathematik und
stiitzen uns auf die Intuition. Hier ist es natiirlich erlaubt, Begriffe zu verwenden,
die nicht exakt definiert sind, von denen man dafiir aber eine gute Vorstellung
hat. So wurden die Begriffe “Punkt” und “Pfeil” genauso wenig wie “Koordina-
tensystem” definiert. Trotzdem ist anschaulich klar, was damit gemeint ist.
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Darstellung eines Vektors als Punkt. Ist # € R?, kann man Z durch einen
Punkt mit Koordinaten z; und x5 in einem zweidimensionalen Koordinatensy-
stem veranschaulichen.

T2

T

(U K g

Diese Darstellung verwendet man z.B. um Funktionen von R nach R zu zeichnen.
Man zeichnet dazu alle Punkte des Graphs der Funktion

U7 ) tremv= o)

in eine Koordinatensystem ein.

In vielen Anwendungen werden Vektoren benutzt um Punkte bzw. Orte in einem
Koordinatensystem zu beschreiben. Bei CAD Systemen wird die Position eines
Objekts im 3-dimensionalen Raum durch einen 3-stelligen Vektor angegeben.
Bei der Verwendung von Vektoren zur Beschreibung von Orten spricht man
daher von “Ortsvektoren”.
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Darstellung eines Vektors als Pfeil. Alternativ kann man einen Vektor
Z € R? durch einen Pfeil in einem zweidimensionalen Koordinatensystem ver-
anschaulichen. Der Pfeil geht dabei ;7 Einheiten in Richtung der ersten Achse
und zo Einheiten in Richtung der zweiten Achse. Mit den Komponenten 1, 2o
des Vektors Z ist somit Richtung und Lénge des Pfeils bestimmt, nicht aber
seine Position. Verschiebt man den Pfeil, ist es immer noch der gleiche Pfeil, da
sich bei der Verschiebung seine Richtung und Lénge nicht d&ndert. An welcher
Stelle man den Pfeil daher in das Koordinatensystem zeichnet, ist egal.

T2

Viele physikalische Groflen wie Kraft, Geschwindigkeit, Feldstirke usw. haben
einen Betrag und eine Richtung und lassen sich daher gut durch Pfeile darstellen
und mathematisch durch Vektoren beschreiben.

Wichtig ist, dass Vektoren weder Punkte noch Pfeile sind, sondern n-Tupel von
rellen Zahlen. Sie lassen sich durch Punkte und Pfeile aber gut veranschaulichen.
Man sollte daher die folgenden Ebenen gut auseinanderhalten:

Mathematik. Hier verwendet man nur exakt definierte Begriffe wie z.B. n-
Tupel. Funktionen von Vektoren werden hier formal definiert und Re-
chengesetze bewiesen.

Veranschaulichung. Die Veranschaulichung hat den einzigen Zweck, dem Ver-
stdndnis zu helfen. Man arbeitet hier mit Punkten und Pfeilen — Begriffe
die nicht formal definiert, aber intuitiv gut vorstellbar sind. Auch Begriffe
aus der Geometrie wie “Winkel” und “senkrecht” gehoren auf diese Ebene.
Viele abstrakte Theoreme lassen sich leichter verstehen, wenn man sie in
einem Bild darstellen kann.

Anwendung. Vektoren sind in vielen Anwendungen niitzlich, z.B. aus der Phy-
sik. Hier werden Vektoren verwendet um physikalische Groflen, die einen
Betrag und eine Richtung haben, durch Vektoren zu beschreiben. Interes-
santerweise decken sich physikalische Beobachtungen wie z.B. die Additi-
vitdt von Kréften genau mit den Gesetzen der Vektorrechnung.
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In vielen Diagrammen wird die Punkt- und Pfeildarstellung von Vektoren gleich-
zeitig verwendet. Hierzu ein Beispiel aus der Physik.

Beispiel 19.1 Sei §(t) die Position eines Objekts zum Zeitpunkt ¢. Das
Objekt bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit ¢. Dann gilt

St+ At) = 3(t)+ vAtL.

Diesen Sachverhalt kann man in einem Diagramm veranschaulichen, in-
dem man 3(t) und $(t + At) als Punkte und @ und oAt als Pfeile darstellt.
Wo man die Pfeile hinmalt, ist egal — es bietet sich aber an, sie mit
Startpunkt 5(¢) einzuzeichnen.

5(t+ At)

Die Punkt- und Pfeildarstellung eines Vektors ist leicht austauschbar.

e Hat man einen Vektor als Punkt in einem Koordinatensystem eingezeich-
net, erhélt man die Pfeildarstellung des selben Vektors, wenn man einen
Pfeil vom Koordinatenursprung zu dem Punkt zeichnet.

o Hat man einen Vektor als Pfeil in einem Koordinatensystem eingezeichnet
und verschiebt den Startpunkt des Pfeils in den Koordinatenursprung,
erhilt man die Punktdarstellung des selben Vektors als Endpunkt des
Pfeils.

Punkt &
Pfeil ¥
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Beispiel 19.2 Komplexe Zahlen kénnen durch zweistellige Vektoren be-
schrieben werden. Der Realteil ist die erste Komponente, der Imaginérteil

die zweite, d.h.
a+jb =~ ( Z )

Die Addition von komplexen Zahlen entspricht dann der Vektor Addition:
(a1+jb1) + (a2+jb2) = (a1+az)+(by+0b2)
ai i as _ ai + as
bl b2 bl + bQ
Die Darstellung von komplexen Zahlen in der Ebene entspricht der Punkt-
darstellung von Vektoren.

Beispiel 19.3 Polynome vom Grad < n kénnen durch n + 1-stellige Vekto-
ren beschrieben werden.

ap+arx+...+ax”t ~
an
Die Addition von Polynomen entspricht dann der Vektor Addition:

(ag+ a1z +...a,2™) + (bg + b1z + ... bya™)
= (ap+bo)+ (a1 +b1)x+ ...+ (an + byp)z"

ap b() ag + bo

ay by a1 + by
. + . = .

an bn an + by

Hier sieht man bereits, dass es durchaus vorteilhaft ist, die Komponenten
eines Vektors iibereinander und nicht nebeneinander zu schreiben.
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19.2 Rechenoperationen auf Vektoren

Im Folgenden betrachten wir n-stellige Vektoren fiir ein beliebiges n € N. Insbe-
sondere ist auch n = 1 moglich. Einstellige Vektoren sind identisch zu Skalaren.

Definition 19.4 (Vektor Addition)
Die Vektor Addition + € R™ x R™ — R"™ ist definiert durch

1 Y1 T1+ Y1

So ist z.B.

(2)+(3) = (5)

In der Pfeildarstellung entspricht die Vektor Addition dem Hintereinandersetzen
von Pfeilen.

t t t t t t 1

Man kann die Vektor Addition auch dadurch veranschaulichen, dass man einen
Summand als Punkt und den anderen als Pfeil darstellt, der in diesem Punkt
startet. Der Endpunkt des Pfeils ist dann die Punktdarstellung der Summe. Die
Vektor Addition entspricht dann der Verschiebung eines Punktes entlang eines
Pfeils.

T2

f f f f f f 1
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Fiir die Vektor Addition gelten die gleichen Gesetze wie fiir die Addition von
Skalaren.

Theorem 19.5 (Rechengesetze der Vektor Addition)

T4y = 2+y Kommutativgesetz
T+@+2) = (F+9)+7 Assoziativgesetz
Z+0 =& Neutrales Element
Hierbei ist
0
0= |:
0

der Nullvektor.

Als Beispiel wird das Kommutativgesetz bewiesen. Es ist zwar recht offensicht-
lich, wichtig ist aber die Technik zu lernen, um solche Gesetze zu beweisen.
Die Idee ist immer, Vektor Operationen auf skalare Operationen zu reduzieren,
die bereits bekannten Gesetze fiir Skalare anzuwenden und dann wieder Vek-
tor Operationen anzuwenden. Die selbe Technik wird spéter benutzt, um die
etwas schwierigeren Rechengesetze fiir Matrizen zu zeigen. Hier werden Matrix
Operationen auf Vektor Operationen reduziert und die bekannten Gesetze fiir
Vektoren angewandst.

Beweis.
Ty n
T4y = + Def. Vektor

Tn Yn
1+ Y

= Def. Vektor Addition
Tn + Yn
Y1+ 21

= : Kommutativgesetz fiir Skalare
Yn + Tn
Y1 z1

= + Def. Vektor Addition
Yn Tn
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Definition 19.6 (Skalare Multiplikation)
Die skalare Multiplikation - € R x R™ — R ist definiert durch

X1 axry

Tn axy,

Das Funktionssymbol wird wie bei Multiplikationen iiblich weggelassen. Beach-
ten Sie aber, dass die neue skalare Multiplikation auf der linken Seite (Skalar
mal Vektor) eine andere Funktion ist als die bekannten Multiplikationen auf der
rechten (Skalar mal Skalar).

In der Pfeildarstellung entspricht die skalare Multiplikation aZ einer Streckung
des Pfeils & um Faktor a. Ist a negativ, kehrt sich die Richtung des Pfeils um.

T2

T1

In der Punktdarstellung liegen alle skalaren Vielfachen von & auf einer gemein-
samen Ursprungsgeraden.

T2
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Theorem 19.7 (Rechengesetze der skalaren Multiplikation)

a(Z+Y) = aZ + ay Distributivgesetz

(a+b)% = aZ +bZ Distributivgesetz

(ab)Z = a(bZ) Assoziativgesetz
172 = & Neutrales Element

Beachten Sie, dass die Operationen auf beiden Seiten unterschiedlich sind.
o In dem Term (ab)Z tritt eine Multiplikation von Skalaren und eine skalare
Multiplikation auf. In a(b¥) jedoch zwei skalare Multiplikationen.

o In dem Term (a + b)Z bedeutet + die Addition von Skalaren, in aZ + b
jedoch die Addition von Vektoren. Aus diesem Grund gibt es auch zwei
Distributivgesetze.

Beweis. Exemplarisch wird das dritte Gesetz bewiesen.

1
(ab)Z = (ab) : Def. Vektor
Tp
(ab)xy
= : Def. skalare Multiplikation
(ab)zxy,
a(bxy)
= Assoziativgesetz fiir Skalare
a(bxy,)
b.%‘l
=a Def. skalare Multiplikation
bx,,
Z1
=al|b Def. skalare Multiplikation
Tp
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Definition 19.8 (Kollineare Vektoren)
Zwei Vektoren &,y € R™ heiflen kollinear, wenn einer skalares Vielfaches
des anderen ist.

Insbesondere ist damit der Nullvektor kollinear zu jedem anderen Vektor.
e In der Pfeildarstellung sind zwei Vektoren Z, 4 # 0 kollinear genau dann
wenn sie gleiche oder entgegengesetze Richtung haben

e In der Punktdarstellung sind zwei Vektoren kollinear genau dann wenn sie
auf einer gemeinsamen Geraden durch den Koordinatenursprung liegen.

Definition 19.9 (Vektor Negation)
Die Vektor Negation — € R™ — R™ ist definiert durch

7 = (-1

Auch bei Skalaren a € R ist das einstellige Minus nur eine Abkiirzung fiir die
Multiplikation mit —1. Damit gilt

71 1 (=D —I
- = — : = (-1) : = : =
T T, (=Dzxy, —Tyn
e In der Punktdarstellung entspricht die Vektor Negation der Punktspiege-

lung am Koordinatenursprung.

e In der Pfeildarstellung entspricht die Vektor Negation der Richtungsum-
kehr eines Pfeils.

X9 €2

// I
7
T1
-
-
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Die Subtraktion ist wie bei Skalaren durch eine Negation und eine Addition
definiert.

a—b = a+(=b).

Definition 19.10 (Vektor Subtraktion)
Die Vektor Subtraktion — € R™ x R™ — R" ist definiert durch

T = i+ (=)

Man kann eine Subtaktion daher immer durch eine Addition und eine skalare
Multiplikation ersetzen und die dafiir geltenden Gesetze anwenden.

Ahnlich wie die Addition kann man auch die Subtraktion durch ein Pfeildia-

gramm veranschaulichen. Hierzu stellt man Z und g als Pfeile mit gemeinsamem

Startpunkt dar. Dann ist & — ¢ der Pfeil vom Endpunkt von ¢ zum Endpunkt

von . Man sieht das einfach, indem man den Hilfspfeil —y einzeichnet, indem

man ¥ einfach umkehrt. Dann hingen —¢ und & hintereinander und da
—j+E = F () = F—7

folgt die Aussage mit Hilfe der Pfeilkonstruktion fiir die Addition.

T2

1

Eine Vektor Division #/7 ist nicht definiert. Erstaunlicherweise gibt es keine
Anwendung, wo diese gebraucht wird. Was aber durchaus definiert ist, ist die
Division eines Vektors durch ein Skalar. Wie immer ist die Division durch eine
Multiplikation mit dem Kehrwert definiert, d.h.

Z.

ISERT]
ISH

Da a ein Skalar ist, ist der Kehrwert /o definiert und die Multiplikation des
Skalars 1/a mit dem Vektor & ist eine skalare Multiplikation.
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Sie kennen sicher das physikalische Gesetz “Arbeit gleich Kraft mal Weg”
W = Fs.

Im mehrdimensionalen Fall sind die Kraft F und der Weg s Vektoren, da es
Groflen mit einem Betrag und einer Richtung sind. Dabei kann die Kraft, die auf
einen Korper wirkt, durchaus in eine andere Richtung zeigen als die Richtung der
Strecke, in der er sich bewegt. Die Arbeit hingegen ist ein Skalar. Es handelt sich
somit um eine neue Multiplikation, bei der zwei Vektoren multipliziert werden
und das Ergebnis ein Skalar ist.

Wenn man z.B. einen Koffer mit konstanter, horizontaler Geschwindigkeit tragt,
zeigt F nach unten und § nach vorn. Die Vektoren stehen dann senkrecht zuein-
ander und die verrichtete Arbeit ist Null — schlielich hétte man ja auch einen
reibungsfrei gelagerten Gepéackwagen verwenden konnen.

Diese neue Multiplikation heifit Skalarprodukt und darf nicht mit der skalaren
Multiplikation verwechselt werden. Um dies deutlich zu machen, verwendet man
als Funktionssymbol o und lésst es auch nicht wie sonst bei Multiplikationen
iiblich weg.

Definition 19.11 (Skalarprodukt)
Das Skalarprodukt o € R™ x R™ — R ist definiert durch

Ty hn
o : = T1Y1 T T2y2 + ... + Tpln.
Ty Yn
Beispiel 19.12
1 3
0 Jol -1 =1
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Theorem 19.13 (Rechengesetze fiir das Skalarprodukt)

oy yox Kommutativgesetz
(Z+§)oZ = (foZ)+(§o2)
a(Zoy) = (aZ)oy Homogenitét
ZoZ >0
FoX = 0gdw. Z=0

Die letzten beiden Gesetze zusammen heiflen positive Definitheit des Skalarpro-
dukts.

Beweis. Exemplarisch wird die Homogenitat bewiesen. In diesem Gesetz tre-
ten alle drei Arten der Multiplikation auf: Multiplikation von Skalaren,
skalare Multiplikation und Skalarprodukt.

z1 Y1
aFog) = a o
T Yn
= a(z1y1 + T2y2 + ... + Tpyn) Def. Skalarprodukt

= a(x1y1) + a(xay2) + ... a(x,y,) Distributivgesetz fiir Skalare

= (az1)y1 + (az2)y2 + ... (axn)y,  Assoziativgesetz fiir Skalare

ary Y1
= ) Def. Skalarprodukt
ay, Un
T Y1
= la o Def. skalare Multiplikation
Tn Yn
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Definition 19.14 (Euklidische Norm bzw. Betrag)
Die Euklidische Norm || . || € R™ — R ist definiert durch

l# = \Jaitade... +a

o In der Punktdarstellung ist ||| der Abstand des Punktes Z vom Koordi-
natenursprung.

o In der Pfeildarstellung ist ||Z|| die Lange des Pfeils Z.

Beides folgt direkt aus dem Satz des Pythagoras.

8

T2

\
T

X

Die Euklidische Norm lésst sich mit dem Skalarprodukt berechnen:

:

|zl = \/x%—i—x%—&—...—i—x%: Tol.
Damit gilt

Fox = |l

Theorem 19.15 (Dreiecksungleichung)

1Z+4ll < N2l + [

Statt eines Beweises veranschaulichen wir dieses Theorem durch ein Pfeildia-
gramm. Da die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten die Gerade ist, ist
die Aussage leicht zu sehen.

7 + 4
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Theorem 19.16

[laZ]|

lal||Z]]

Man macht leicht den Fehler, dass man einen skalaren Faktor a aus einer Eu-

klidischen Norm herauszieht. Das darf man aber nur machen, wenn a > 0.

Beweis.

[laZ]|

T

Tn

axq

axrn

V(az1)? + (az2)? + ...

+ (axy,)?

\/aQ(x%—l—x%—i—...—&—x%)

Va2y\/2? + 23+ ...+ a2

lal[|Z]]-
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19.3 Winkel zwischen Vektoren

Definition 19.17 (Orthogonale Vektoren)
Zwei Vektoren Z, 4 € R™ heifien orthogonal, wenn

Zoy = 0.

Damit ist orthogonal genau wie kollinear eine Relation auf R™. Beachten Sie,
dass nach dieser Definition der Nullvektor orthogonal zu jedem anderen Vektor
ist.

In der Pfeildarstellung sind zwei Vektoren @, 7 # 0 orthogonal genau dann wenn
ihre Pfeile senkrecht zueinander stehen.

Beispiel 19.18

1l
T
7 N
N W
N~~~
7N
|
[N
~
o
/N
OIS
—
Il
[an]

Dies lasst sich wie folgt zeigen: Nach dem Satz des Pythagoras ist ein Dreieck
mit Seitenlingen a, b, c mit a,b < ¢ genau dann rechtwinklig wenn a? + b? = ¢2.
Setzt man die Vektoren ¥, § und & +  zu einem Dreieck zusammen, gilt mit

der Dreiecksungleichung || 7], ||7]| < ||7 + |-

T+

Nach Pythagoras stehen die Pfeile Z, i/ senkrecht zueinander genau dann wenn

121 + 171> =7+ g1
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Diese Gleichung wird wie folgt dquivalent umgeformt.

it iy = ()P (Tt yn)?
242 4+ 22420 + 2+ 2 4 2y + 12

0 = 2xyy1+...+22,yn
0 = i +...+Tuyn
Zoy 0.

Folglich stehen die Pfeile Z, i senkrecht zueinander genau dann wenn z o 3 = 0.

Oft interessiert bei einem Vektor nur seine Richtung, nicht aber seine Lange.
In diesem Fall ist es sinnvoll, den Vektor durch eine Streckung mit positivem
Streckfaktor auf Lange eins zu normieren.

Definition 19.19 (Normierter Richtungsvektor)
Der normierte Richtungsvektor eines Vektors & # 0 ist definiert durch

1

— —

€z = 5T
’ 1]

Da der Streckfaktor 1/z|| positiv ist, haben €, und & die selbe Richtung. Au-
Berdem hat €, Léinge eins:

el = \

Beispiel 19.20

S

I
O = O

D

Hl

Il
/
O = O
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Nachfolgend soll der innere Winkel « zwischen zwei Vektoren (genauer gesagt
ihrer Pfeildarstellung) Z, i # 0 berechnet werden.

<y

Da die Lénge der Vektoren Z, i fiir den Winkel a keine Rolle spielt, werden diese
zundchst normiert, d.h.

Zunéchst wird das Lot von €, auf €, gefillt. Der Pfeil vom Starpunkt von & zum
Auftreffpunkt hat gleiche oder entgegengesetzte Richtung wie €, je nachdem ob
a < 7/2 oder a > /2. Folglich ist dieser Pfeil gleich A&, fiir ein A. Der Lotvektor
selbst ist Aé, — €,. Da der Lotvektor senkrecht zu €, steht, gilt

€xONey —€roéy, = 0
NEpo&y) = Ey08€,.
Da & || =1 gilt
€p0€, = ||é;c||2 =1

und damit
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Da |l&y|| =1 gilt

cos(a) = %
= A
= €;08,
I
= @ Ho my
_ _Toy
Iz

Damit wurde das folgende Theorem gezeigt.

Theorem 19.21
Fiir den Winkel « zwischen zwei Vektoren &,y # 0 gilt

Damit ist « aber nicht eindeutig bestimmt! Tatséchlich wurde auch nicht fest-
gelegt, ob man mit o den Winkel meint, mit dem & gedreht werden muss um
auf ¥ zu liegen oder anders herum. Fiir den inneren, nicht orientierten Winkel
gilt zuséitzlich

0<a<m.

Eingeschrankt auf diesen Bereich ist die Cosinusfunktion bijektiv und es gilt

< oy )
Q = arccos |\ w7 |-
(1211371
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19.4 Geraden

In der Punktdarstellung bildet die Menge alle skalarer Vielfacher eines Vektors
7 eine Geraden durch den Koordinatenursprung.

(1)

Die Vektoren 7,27, 37, —17 und 07 liegen alle auf einer gemeinsamen Ur-
sprungsgeraden. Zeichnet man alle skalaren Vielfachen ar, a € R von 7
ein, erhéilt man die Gerade selbst.

Beispiel 19.22 Sei

Damit kann man geometrische Objekte wie Geraden als Mengen von Vektoren
beschreiben. Dies hat den Vorteil, dass man alles, was man {iber Mengen und
Vektoren weif}, zur Losung von geometrischen Probleme anwenden kann.

Die Ursprungsgerade mit Richtungsvektor 7 # 0 ist somit

G = {aF|aeR}.

Definition 19.23 (Ursprungsgerade)
Eine Menge G heifit Ursprungsgerade wenn es einen Vektor 7 # 0 gibt
so dass

G = {aF|aeR}

Fiir a = 0 ist a7 = 0 und somit gilt fiir jede Ursprungsgerade G

0eq.
Beispiel 19.24 Sei

6= {a( ) 1acr). e fo( 1) 1aes).

Dann ist
Gy = Gs.

Hierbei bedeutet = die Mengengleichheit.
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Allgemein gilt fiir kollineare Vektoren 7, § # 0, dass die von ihnen aufgespannten
Ursprungsgeraden gleich sind, d.h.

{a¥|a e R} = {a§|aecR}.
Fiir eine gegebene Ursprungsgerade ist der Richtungsvektor somit nur bis auf
ein skalares Vielfaches eindeutig.

Die bisher betrachteten Geraden gehen alle durch den Koordinatenursprung.
Man kann nun jeden Punkt einer Ursprungsgeraden um den selben Vektor p’
verschieben. Dies entspricht einer Vektor Addition, siehe Seite 185. Auf diese
Weise erhélt man die Menge

G = {p+ai|aecR}

In der Punktdarstellung ist dies eine um p verschobene Ursprungsgerade, d.h.
eine Gerade, die nun aber i.a. nicht mehr durch den Koordinatenursprung geht.
Solche Geraden nennt man affine Geraden, wobei man den Zusatz affin oft
weglésst.

Affine Gerade {p'+ a7 | a € R}

_ - Ursprungsgerade {ar | a € R}

=
-
-
-~
-

-

Definition 19.25 (Affine Gerade)
Eine Menge G heifit affine Gerade wenn es p,© € R™ mit 7 # 0 gibt so
dass

G = {p+ai|aecR}

Der Schnittpunkt zweier Geraden G, G4 ist somit die Schnittmenge G N Gs.
Aus der Punktdarstellung ist anschaulich klar, dass es nur drei Moglichkeiten
gibt.

e (G1 NGy =0 falls die Geraden parallel oder windschief sind.

e (G1 NG9 enthélt genau ein Element falls sich die Geraden schneiden.

e G1 NGy = G = G,y falls die Geraden gleich sind.
Rechnerisch fithrt die Berechnung der Schnittmenge auf ein lineares Gleichungs-

system. Auch fiir lineare Gleichungssysteme gibt es nur die drei Moglichkeiten:
keine Losung, genau eine Losung oder unendlich viele Lésungen.
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Beispiel 19.26 Sei
1 3
o = {(5) (3 ) 1005}
2 5
Gy = {( 1)+a(3)|a€R}

Fir die Schnittmenge gilt £ € G; N G2 genau dann wenn ¥ € G und

T € Gy, d.h.
. (1 3 .
x—(())—i—a(?) fireina e R
- 2 5 .
T = (1 )—i—a( 3> fir ein (anderes) a € R.

In beiden Aussagen wird das Variablensymbol a verwendet, obwohl es
jeweils unterschiedliche Werte annehmen darf. Man sollte daher a in der
zweiten Aussage in b umbenennen. Dies fiihrt zu der Gleichung

(0)=(3) = (3)(3)

3 5 1
(3) () = ()
3a — 5b _ 1
2a — 3b B 1)
Dies ist eine Gleichunng von Paaren. Laut Theorem 5.2 auf Seite 28 sind

zwei Paare gleich genau dann wenn ihre Komponenten gleich sind. Man
erhélt somit zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten a, b:

bzw.

3a—5b = 1
2a —3b = 1.

Da die Unbekannten a, b ledlich mit Konstanten multipliziert und aufsum-
miert werden, handelt es sich um ein lineares Gleichungssystem mit der
Losung

Die beiden Geraden haben somit genau einen Schnittpunkt

- (1)) (1)
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19.5 Ebenen im Anschauungsraum und Kreuzprodukt

In diesem Kapitel beschrénken wir uns auf den Fall n = 3, d.h. Teilmengen von
R3.

Seien 7, § zwei nicht kollineare Vektoren und
E = {ar+b3|a,becR}.

Stellt man die Elemente von E als Punkte in einem Koordinatensystem dar, er-
gibt sich eine Ebene, in der auch der Koordinatenursprung liegt. Solche Mengen
werden als Ursprungsebenen bezeichnet.

Im Unterschied zu Ursprungsgeraden hat man also nicht mehr nur einen Rich-
tungsvektor 7 sondern zwei. Die Ebene wird durch die beiden Richtungsvekto-
ren 7, § aufgespannt. Die Struktur der Menge ist ansonsten aber gleich. Diese
Struktur wird spéter zu Spannrdumen verallgemeinert, indem man eine beliebige
Anzahl Richtungsvektoren zulésst.

Terme der Form a7 + b5 nennt man auch Linearkombination der Vektoren 7, §
mit Gewichten a, b. Die Ursprungsebene ist somit die Menge aller Linearkombi-
nationen der Richtungsvektoren 7, §.

Wairen die Richtungsvektoren 7, § kollinear, d.h. wiirden sie in gleiche oder ent-
gegengesetze Richtung zeigen, dann wiirde die Ursprungsebene zu einer Ur-
sprungsgeraden kollabieren.

Definition 19.27 (Ursprungsebene)
Eine Menge F heifit Ursprungsebene wenn es zwei nicht-kollineare Vek-
toren 7,5 € R? gibt so dass

E = {ar+0b3|a,beR}.
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Wie bei Geraden kann man auch Ursprungsebenen durch eine Vektor p’ ver-
schieben und erhélt damit Ebenen, die nicht mehr notwendigerweise durch den
Koordinatenursprung gehen. Diese haben die Form

E = {p+af+b3|a,beR}

Solche Ebenen nennt man affine Ebenen, wobei man den Zusatz affin oft weg-
lasst.

F+ aF + bF

Definition 19.28 (Affine Ebene)
FEine Menge E heift affine Ebene wenn es Vektoren p,7,5 € R? mit
nicht kollinear gibt so dass

S
)

E = {j+aF+b5|a,beR}
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Beispiel 19.29 Da auch Ebenen als Mengen von Vektoren definiert wurden,
lauft die Berechnung des Schnittpunkts einer Ebene und einer Geraden auf
die Berechnung der Schnittmenge hinaus.

Sei

+b la,beR

0

1

2
|ce R} .
Ein Punkt & liegt sowohl auf der Ebene E als auch auf der Geraden G
genau dann wenn & € G N E, d.h..

+a

G

+c

N = O N
N =N = O =

1 1 0
z = 2 | +al O | +b| 1 fir bestimmte a, b
0 1 2
1 2
r = 2 | +c| 1 fiir ein bestimmtes c .
2 2

Das Ziel ist die Berechnung von a, b bzw. c. Gleichsetzen ergibt

1 1 0 1 2
2 | 4+al O | +0| 1 2 | +c| 1
0 1 2 2 2
Umformen ergibt
a—2c¢ 0
b—c = 0
a—+2b—2c 2

Da zwei Tripel gleich sind genau dann wenn ihre Komponenten gleich sind,
folgt hieraus das lineare Gleichungssystem

a—2c = 0
b—c = 0
a+2b—2¢c = 0

Dieses hat genau eine Losung
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Bisher wurde die Ausbreitungsrichtung einer Ursprungsebene durch zwei Rich-
tungsvektoren 7, § beschrieben. Aquivalent kann diese auch durch einen Vektorn
71 beschrieben werden der senkrecht zu der Ebene steht. Einen solchen Vektor
nennt man Normalenvektor der Ebene.

Definition 19.30 (Normalenvektor)
Sei E eine Ursprungsebene. Ein Vektor 7i heifit Normalenvektor von E
wenn 1. orthogonal zu jedem ¥ € E ist.

Ist 77 ein Normalenvektor von E, dann ist auch ¢ii Normalenvektor von E. Der
Normalen einer Ursprungsebene ist somit nur bis auf ein skalares Vielfaches
eindeutig.

Theorem 19.31
Sei

E = {ar+b5|a,beR}

eine Ursprungsebene. Dann ist 7 Normalenvektor genau dann wenn 71
orthogonal zu 7 und § ist.

Beweis. Da es sich um eine genau-dann-wenn Aussage handelt, miissen zwei
Richtungen gezeigt werden.

¢ Sei  Normalenvektor von E. Laut Definition ist dann 77 orthogonal
zu jedem & € E. Da 7, § € E folgt somit, dass @ orthogonal zu 7 und
zu § ist.

e Sei 71 orthogonal zu 7 zu §. Zu zeigen ist, dass 7 dann orthogonal zu
jedem ¥ € E ist. Sei

X = ar+10b§
ein beliebiges Element von F. Mit den Rechengesetzen des Skalar-
produkts gilt dann
o = fo(aF+ b3)
= a(fio@) +b(iio3)

o

und damit ist 77 orthogonal zu Z.
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Um nun einen Normalenvektor einer gegebenen E zu berechnen, miissen daher
nur die beiden Bedingungen

0
0

=
\

o

ISTRT

oy
|

(¢]

erfillt sein. Dies sind zwei Gleichungen mit drei Unbekannten ni,ns,ns. Es
wird somit unendlich viele Lésungen fiir 77 geben, die jedoch alle gleiche oder
entgegengesetzte Richtung haben. Es geniigt somit, eine Losung zu finden. Setzt
man die Definition des Skalarprodukts in die o.g. Gleichungen ein, erhélt man

niry +nore +n3ry = 0
ni1S1 +naose +ngsg = 0.
Man kann aus diesen Gleichungen n; eliminieren indem man die erste Gleichung

mit s; multipliziert und die zweite mit 71 und die Gleichungen dann voneinander
subtrahiert. Damit erhélt man eine Gleichung mit nur zwei Unbekannten ns, ns.

77,2(7“182 —81T2)+7L3(7"183—7"381) = 0
no (Tlsg — 7‘251) = ns (’I"351 — 1"153) .
S——— S————
—n3 —n2

Eine triviale Losung erhilt man mit der Wahl

Nng = T381 —T183

nyg = T182 —Ta2S871.

Setzt man diese Werte fiir no, ng in die erste oder zweite Gleichung ein und 16st
diese nach ny auf, erhdlt man

ny = 7T283 —T3S82.

Ein Normalenvektor ist somit

T283 — T'3S2
n = 381 — 7183
T182 — 281

Die anderen Normalenvektoren sind skalare Vielfache hiervon. Der so berechnete
Normalenvektor 77 ist das Kreuzprodukt der Richtungsvektoren 7, §.
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Definition 19.32 (Kreuzprodukt)
Das Kreuzprodukt x € R3 x R?® — R3 ist definiert durch

T2Y3 — T3Y2
rXy = T3Y1 — T1Y3
T1Y2 — T2Y1

Man kann sich die Definition durch folgendes Bild merken:

LT I
T2 Y2

>< = Toys — T3Y2
T3 Ys

>< = 23Y1 — T1Y3
T Y

>< = T1y2 — T2y
T2 Y2
’7‘(: U2

Fiir das Kreuzprodukt von Vektoren verwendet man das gleiche Funktionssym-
bol wie fiir das kartesische Produkt von Mengen. Man muss daher aus dem
Kontext schlielen, welches Produkt gemeint ist.
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Theorem 19.33 (Eigenschaften des Kreuzprodukts)
Sei 7,7 € R® und Z = ¥ x . Dann gelten folgende Aussagen:

e Z ist orthogonal zu Z und zu .

e Sei a der innere Winkel zwischen ¥ und i, d.h. 0 < a < 7. Dann
gilt

121 = 2] 17| sin().

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Herleitung des Kreuzprodukts.
Fiir den Beweis der zweiten Aussage geht man wie folgt vor. Da beide Sei-
ten nicht negativ sind, kann man sie quadrieren und erhélt die &quivalente
Gleichung

1217 = 1)* [1411° sin®(a).
Dann ersetzt man sin?(a) durch
sin?(a) = 1—cos?(a)

und setzt wie in Kapitel 19.3 gezeigt

ein. Man erhélt dann die dquivalente Gleichung

o (Fo )
x||2|y||2(1 _ @eg)
EHGE

= 2171 - (& o 7).

1212

1112
Setzt man die Definition der Euklidischen Norm ein, erhélt man die Glei-
chung

(zoys — 23y2)? + (31 — 2193)? + (T1Y2 — T211)?
= (2} + 23+ 23) (] + v3 + ¥3) — (T1y1 + 22y + T3Y3)°.

Dass diese gilt, zeigt man einfach dadurch, dass man die Produkte auf
beiden Seiten ausmultipiziert und voneinander subtrahiert. Das Ergebnis
ist Null. Da das eine ziemliche Rechnerei ist, nimmt man dazu besser einen
Computer.
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20 Lineare Gleichungssysteme

Eine Gleichung mit einer Unbekannten = heifit linear, wenn sie die Form
ar = b

hat, wobei a und b Konstanten sind. Fiir die Losung muss man drei Falle un-
terscheiden.

o Genau eine Losung = = ¥/« wenn a # 0.
e Keine Lésung wenn a = 0 und b # 0.

e Unendlich viele Losungen wenn a = 0 und b = 0.

FEine Gleichung mit n Unbekannten z1, ..., z, heif}t linear wenn sie die Form
a1r1 +asxo + ... +apr, = b
hat, wobei aq,...,a, und b Konstanten sind.

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) besteht aus m linearen Gleichungen mit

den gemeinsamen Unbekannten z1,...,z,.
ai1r1 + apexe 4+ ...+ aipnn, = b
as1x1 + Qoxs + ... + aopx, = b
Am1Z1 + QmaTos + ... + GmnZn = bm

Die Koeffizienten a;; sind doppelt indiziert: Der ersten Index 7 steht fiir die Glei-
chung, in der der Koeflizient auftritt. Der zweite Index j steht fiir die Variable
x;, mit der der Koeffizient multipliziert wird.

Um Schreibaufwand zu sparen, ldsst man bei linearen Gleichungssystemen oft
die Additionssymbole, die Unbekannten und die Gleichheitssymbole weg.

a11 a2 ... Gip | b1

a21 az2 ... Qzp | b2 -
bzw. (A|b)

Amil Am2 - Gmn | b

Hierbei heifit A Koeffizientenmatrix und b rechte Seite des LGS. In der Koeffizi-
entenmatrix tritt a;; somit in der i-ten Zeile (i-te Gleichung) und j-ten Spalte
(j-te Variable) auf. Der Begriff Matrix wird erst in Kapitel 21 definiert. Vorerst
ist eine Matrix einfach ein rechteckiger Block von Zahlen.
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Beispiel 20.1 Ein LGS mit 2 Gleichungen und 3 Unbekannten ist z.B.

2171 +173 =

—x1 —bxro+ 23 =
Kompakt dargestellt wird dies wie folgt:

I T2 I3 ‘
2 0 1|7
2

-1 -5 1

Zur “Erinnerung” wurden die zur jeweiligen Spalte gehorigen Variablen in
der ersten Zeile dazugeschrieben.

Die Koeffizientenmatrix und die rechte Seite sind entsprechend

2 0 1 - 7
A:<—1 -5 1)’ b= <2>



20 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 211

20.1 Vektorielle Darstellung

Durch die Anwendung von Vektor Operationen kann man den Schreibaufwand
fiir lineare Gleichungssysteme reduzieren.

Fasst man die linke und die rechte Seite eines LGS zu einem m-Tupel zusammen,
erhédlt man statt m linearen Gleichungen nur noch eine Gleichung von m-Tupeln.

a11x1 + a12T2 + oo+ A1nTn b1
a21x1 + ao0re + ... +  a9n,Tp by
Am1T1 + GmaTzs 4+ ...+ AmnTn b,

Die Komponenten des Vektors auf der linken Seite sind Summen. Hier kann
man Schreibaufwand sparen, indem man Vektor Additionen verwendet.

a1y a12T2 1Ty by

a2171 a22T2 A2nTn, bo
+ ...+ . =

Am1T1 Am2T2 AmnTn bm

Aus dem j-ten Summand lésst sich nun der skalare Faktor z; unter Verwendung
einer skalaren Multiplikation herausziehen.

a1 a12 A1n by
a21 a22 QA2n ba
1 . +x2 . +...+z, . =
am1 am?2 Amn bm
—— ——
@1 @2 an b
Kiirzt man die Spalten der Koeffizientenmatrix mit dy,...,d, ab, erhilt man

das LGS in der kompakten Form

xlﬁl +I262+...+I7,dn = g
Auf der linken Seite hat man eine Linearkombination der Vektoren dq,...,d,
mit Gewichten 1, ..., z,. In dieser Form sieht ein LGS bis auf die Vektorpfeile

gleich aus wie eine lineare Einzelgleichung.

Ein LGS zu 16sen kann man daher auch so interpretieren, dass man die Spalten
der Koeffizientenmatrix d, ..., d, so gewichtet, dass deren Summe die rechte
Seite b ergibt.
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20.2 Zeilenstufenform

Ein LGS in Zeilenstufenform ist besonders einfach zu 16sen. Was damit gemeint
ist, soll an ein paar Beispielen erklart werden. Im néchsten Kapitel wird gezeigt,
wie jedes beliebige LGS auf Zeilenstufenform transformiert werden kann.

Beispiel 20.2 Gegeben sei das folgende LGS mit zwei Gleichungen und drei
Unbekannten.

Die fehlenden Koeffizienten in der zweiten Zeile sind Null. Jede Zeile be-
ginnt mit einer fiihrenden Eins 1. Die zweite Gleichung ergibt sofort 3.
Die erste Gleichung wird nach x; aufgelost. Aufgrund der fithrenden Eins
sind hierbei keine Divisionen erforderlich.

r3 = 4

r1 = b—2x9—1x3
= 5—21,—4
= 1—2z,.

Fiir jeden beliebigen Wert von x5 erhilt man somit eine Losung des LGS.
Fasst man diese zu einem Vektor zusammen, erhalt man die Losungsmenge

I—QIQ
L = o |zo € R
4

1 -2

= 0 + X2 1 |$2€R
4 0
1 —2

= 0 | +a 1 |]aeR
4 0

Die Losungsmenge ist somit eine affine Gerade.



20 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 213

Beispiel 20.3 Das vorige Beispiel wird um eine dritte Gleichung erweitert.

1 T2 T3
1 2

1
1
0

o Ot

Dieses LGS hat keine Losung. Die letzte Gleichung 0 = 1 ist unldsbar.
Damit ist

Beispiel 20.4

Die Gleichungen werden “von unten nach oben” durch “Riickwértseinset-
zen gelost. Aufgrund der fithrenden Eins sind keine Divisionen erforderlich.

r3 = 1
Ty = 4
xrT = 5— QIQ — X3
= 5-8-1
= —4
Man erhélt somit genau einen Lésung.
—4
L = 4
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Beispiel 20.5

L1 T2 T3 T4
1 2 1 —-115
1 34

00

Die letzte Gleichung 0 = 0 ist trivial und kann weggelassen werden. Die
zweite Gleichung wird nach x3 aufgelost.

r3 = 4—3x4.

Die erste Gleichung wird nach x; aufgelost und z3 eingesetzt.

T1 = D5 —2x9— T3+ T4
= 5—2I2—4—|—3$4+CE4
= 1—2I2+4$4.

Damit hat man fiir jeden beliebigen Wert von x5 und x4 eine Losung.

1—2x9 + 4xy
_ T2
L = 4 3a, ‘JIQ,.L;ER
Ty
1 —2 4
0 1 0
= A + x9 0 + x4 _3 |x2,x4 eR
0 0 1
1 -2 4
0 1 0
= 4 | Ta 0 +5b _3 |a,beR
0 0 1

Die Struktur der Losungsmenge erinnert an eine affine Ebene. Die Losun-
gen lassen sich darstellen als Summe aus einem Ortsvektor und beliebigen
Linearkombinationen von zwei Richtungsvektoren.

Diese Struktur findet man bei allen linearen Gleichungssystemen. Die An-
zahl Richtungsvektoren ist dabei die Differenz aus der Anzahl Unbekann-
ter und der Anzahl nichttrivialer Gleichungen.
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Allgemein sieht ein LGS in Zeilenstufenform wie folgt aus:

T1 T2 T3 T4 s
1 I:I Koeffizient Null

1 Koeffizient Eins

I:l Koeffizient beliebig

S

A

Die Losung eines LGS in Zeilenstufenform erhélt man durch Riickwértseinset-
zen:

e Hat A eine Zeile mit lauter Nullen und ist die zugehorige rechte Seite
ungleich Null, dann hat das LGS keine Losung.

e Andernfalls konnen Variablen, in deren Spalte keine fithrende Eins steht,
beliebig gewdhlt werden. Im Bild sind diese freien Variablen x3 und zs5.
Falls es solche Variablen gibt, hat das LGS unendlich viele Losungen.

e Die Werte der anderen Variablen erhélt man, indem man die Gleichungen
von unten nach oben jeweils nach der Variablen auflost, in deren Spalte
die flihrende Eins steht und die bereits berechneten Variablen einsetzt.
Aufgrund der fihrenden Eins ist hierbei keine Division erforderlich.
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20.3 Gaufl Algorithmus

Mit dem Gaufl Algorithmus kann jedes LGS auf Zeilenstufenform transformiert
werden ohne dass sich seine Losungsmenge dndert. Hierfiir sind lediglich 3 Um-
formungsschritte erforderlich:

e Eine Zeile mit einem beliebigen Faktor ungleich Null multiplizieren.

e Zwei Zeilen vertauschen.

e Zu einer Zeile ein beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile addieren.
Beim Gaufl Algorithmus werden diese drei Schritte systematisch so lang durch-

gefiihrt, bis Zeilenstufenform hergestellt ist. Die Vorgehensweise ist dabei wie
folgt:

Schritt 1. Von links beginnend erste Spalte j suchen, die nicht komplett Null
ist.

Schritt 2. Falls oberstes Element in dieser Spalte (d.h. a;;) Null ist, vertausche
erste Zeile mit einer Zeile ¢, in der a;; # 0. Die erste Zeile hat danach die
Form

#0
Schritt 3. Dividiere erste Zeile durch a;;. Die erste Zeile hat danach die Form

(113 |3

Schritt 4. Ausrdumen der j-ten Spalte. Subtrahiere von der k-ten Zeile das
ay;-fache der ersten Zeile fiir alle k = 2,3, . ... Hierdurch wird die gesamte
j-te Spalte aufler dem ersten Element a;; zu Null.

XXX |~ =

Schritt 5. Verfahren rekursiv auf die Teilmatrix anwenden, die durch Streichen
der ersten Zeile entsteht bis die Zeilenstufenform erreicht ist.
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Beispiel 20.6

Gegeben sei das LGS

Ty Ty T3 a4 |
O 0 3 1]1
0 2 2 4|2
0 4 3 7|1
0 6 1 6|5

Schritt 1. Die erste Spalte, die nicht komplett Null ist, ist die Spalte
j=2.
Schritt 2. Da das oberste Element a;; in Spalte j = 2 Null ist, wird

die erste Zeile mit der zweiten vertauscht. Man hétte hier auch eine
andere Spalte wahlen kénnen.

1wy w3 a4 |

0 2 2 4|2
0 0 3 1|1
0 4 3 7|1
0 6 1 615

Das oberste Element in Spalte j = 2 ist jetzt a1; = 2.

Schritt 3. Die erste Zeile wird durch a;; = 2 dividiert um eine fithrende
Eins in der ersten Zeile zu erhalten.

Tr1 T2 X3 T4
0 1 1 2|1
0o 0 3 1]1
0 4 3 71
0 6 1 615

Schritt 4. Ausrdumen der j = 2-ten Spalte.

e Von der k = 2-ten Zeile wird a;; = 0 mal die erste Zeile subtrahiert.
e Von der k = 3-ten Zeile wird ai; = 4 mal die erste Zeile subtrahiert.

e Von der £ = 4-ten Zeile wird ay; = 6 mal die erste subtrahiert.

Tl Ty T3 X4
0 1 1 2 1
0 0 3 1 1
0o 0 -1 —-1|-3
0 0 -5 —6]-1

Schritt 5. Die erste Zeile wird nun nicht mehr gedndert. Die gleichen Schritte
1-4 werden nun auf die Restmatrix angewandt.

Tr1 X2 I3 Ty
0 0 3 1 1
0 0 -1 —-1|-3
0 0 -5 —-6]|-1
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Beispiel 20.7 Das komplette Rechenschema sieht wie folgt aus.

r1 T2 T3 T4
0
2
1
0 —
2 Erste und zweite Zeile vertauschen.
0
1
0 —
1 Erste durch a1 = 2 teilen.
0
1
0 —
1 Erste Spalte ausrdumen.

Dritte Zeile minus a3; = 1 mal erste Zeile.

NN NN DNDDNDINWNDN| [N WN R[N W N

1
Zweite Spalte durch ass = 2 teilen.
1
Zweite Spalte ausrdumen.
Dritte Zeile minus azs = 1 mal erste Zeile.
Vierte Zeile minus a4 = —2 mal erste Zeile.
1 2
1
Dritte Zeile durch ass = 2 teilen.
1 2
1

H R, O|INFEPFFOINNFO|IOWHFO|OQOWNO|IOQWINO|OQWNhO|Owo N

HFNORFR OGN OF | PR ORI O | OF|([CUUO = |Gt O N |t ot o O

4
2
7
7
2
4
7
7
1
4
7
7
1
4
6
7
1
2
6
7
1
2
4
1
1
2
2
1
1
2
2
7

Vierte Spalte ausrdumen.
Vierte Zeile minus a43 = 2 mal dritte Zeile.

Da in der vierten Zeile bereits eine fiihrende Eins steht, hat man damit
Zeilenstufenform erreicht und kann mit Riickwértseinsetzen die Losung

berechnen.

T4
€3
X2

Z1

7

225, =214 = —12

2-z5 = 2—(—12) = 14
1—200—24 = 1-28—7 = —34.
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Beispiel 20.8 Abschlieflend ein Beispiel mit unendlich vielen Losungen.

1 T2

8
w

Lq

Dritte Spalte ausrdumen.
Dritte Zeile minus a3z = 2 mal zweite Zeile.

3 6 3 12| 9
1 2 4 10| 9
2 4 4 12110
1 2 1 4| 3 Erste Zeile durch 3 teilen.
1 2 4 10| 9
2 4 4 12110
1 2 1 4| 3 Erste Spalte ausrdumen.
3 6| 6 Zweite Zeile minus ag; = 1 mal erste Zeile.
2 4| 4 Dritte Zeile minus a3; = 2 mal erste Zeile.
1 2 1 4] 3
1 2| 2 Zweite Zeile durch asz = 3 teilen.
2 4| 4
1 2 1 4] 3
1 2] 2
0] 0

Die letzte Gleichung 0 = 0 kann weggelassen werden. Damit sind x5 und
x4 beliebig.

r3 = 2—21‘4
T1 = 3—2w9—x3—4xy = 3—200 — 24224 —4xy = 1— 219 — 214.
1—21‘2—21‘4
_ T2
L = 9 2, | zo, 24 € R
T4
1 -2 -2
0 1 0
= 9 + x5 0 + 24 9 |z2, 24 € R
0 0 1
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21 DMatrizen

Im Kontext von linearen Gleichungssystemen wurde eine Matrix als rechteckiger
Block von Zahlen mit m Zeilen und n Spalten beschrieben. Fiigt man in diesen
Block Klammern um die Spalten ein, erkennt man, dass eine Matrix ein n-Tupel
von Spaltenvektoren mit jeweils m Komponenten ist.

aip a2 ... Qin ai1 a12 A1n

azi a22 ... Q2n a21 @22 A2n
= b )

Am1 Am2 oo Omn Am1 Am?2 Amn

Die Darstellung einer Matrix als rechteckiger Zahlenblock ist also nur eine Ver-
einfachung der Notation.

Definition 21.1 (Matrix)
FEine m x n Matrix ist ein n-Tupel von m-stelligen Vektoren.

Die Menge aller m x n Matrizen ist somit (R™)™, d.h. die Menge aller n-Tupel
von m-Tupeln von reellen Zahlen. Dies wird abgekiirzt mit R™*",

Fiir Matrizen werden GrofSbuchstaben verwendet. Um also auszudriicken, dass
A eine m x n Matrix ist, schreibt man

A e R™X™,
Beachten Sie, dass
Ran # Rnxm

falls n # m. Auf der linken Seite steht eine Menge von n-Tupeln, auf der rechten
eine Menge von m-Tupeln.

Die Spalten einer Matrix A € R™*™ werden mit d, ds, ..., d, € R™ bezeichnet,
d.h.

A = (G, ds,....dn)

Die Komponente in der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A wird mit a;; bezeich-
net. Der erste Index ist der Zeilenindex, der zweite der Spaltenindex. Entspre-
chend ist a;; die i-te Komponente von d;.
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21.1 Addition und skalare Multiplikation

Die Rechenoperationen auf Matrizen sind dhnlich definiert wie die Rechenope-
rationen auf Vektoren. Insbesondere kann man Matrix Operationen durch ent-
sprechende Vektor Operationen realisieren, indem man diese spaltenweise auf
die Matrix anwendet.

Definition 21.2 (Matrix Addition.)
Die Matrix Addition + € R™*™ x R™M*™ — R™*X" st definiert durch

(A+B)Z] = aij"'bij, i:l,...,m, j=17,n

Matrizen werden somit komponentenweise addiert. Man kann die Addition auch
mit Vektor Additionen bewerkstelligen: Die j-te Spalte von A+ B ist die Summe
der j-ten Spalte von A und der j-ten Spalte von B.

bzw.
A+B = (61+51, (_1'2+52,,C_L'n+gn)

Diese Darstellung hat den Vorteil, dass man keine doppelten Indizes braucht.

Definition 21.3 (Skalare Multiplikation.)
Die skalare Multiplikation - € R x R™*"™ — R™*" jst definiert durch

(CA)Z‘j = ca,;j

Auch die skalare Multiplikation ist somit komponentenweise definiert. Man kann
sie auch spaltenweise durch skalare Multiplikationen von Vektoren bewerkstel-
ligen:

(cA); = cdj, ji=1,....n
bzw.

cA = (cdy, cda, ..., cdy).
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Fiir die Addition und skalare Multiplikation gelten die gleichen Gesetze wie fiir
Vektoren.

Theorem 21.4

A+B = B+A
¢c(A+B) = cA+cB
(a+b)C = aC+bC

(ab)C = a(bC).

Beweis. Exemplarisch wird das zweite Gesetz gezeigt. Die prinzipielle Vorge-
hensweise ist bei allen Gesetzen gleich. Da Matrizen Tupel sind, sind zwei
Matrizen genau dann gleich wenn ihre Komponenten gleich sind. Um

¢(A+B) = cA+cB

zu zeigen, geniigt es zu zeigen, dass

[c(A+ B)]ij = (cA+cB)j
fir beliebiges it =1,...,mund j =1,...,n.
[c(A+ B)];; = c(A+ B)y; Def. skalare Multiplikation
= c(a;j + bij) Def. Matrix Addition
= ca;; + cb;; Distributivgesetz fiir Skalare

(cA)ij + (e¢B)ij Def. skalare Multiplikation
= (cA+cB);j Def. Matrix Addition
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21.2 DMatrix Vektor Multiplikation

Man kann eine m x n Matrix A mit einem n-stelligen Vektor Z multiplizieren.
Das Ergebnis ist ein m-stelliger Vektor ¢. Die i-te Komponente von g erhélt
man, indem man das Skalarprodukt aus der i-ten Zeile von A und dem Vektor
Z berechnet (Zeile mal Spalte Regel):

Qg
i - S S
Tj
AeR™"  FeR" AZ e R™

Die Matrix Vektor Multiplikation ist nur dann definiert, wenn die Anzahl der
Spalten von A gleich der Anzahl Komponenten von & ist — sonst wiirde das
Skalarprodukt aus den Zeilen von A und & nicht aufgehen.

Beispiel 21.5

EN|

(2 -3 0) _:1)) _ (-11)

1 —2 5 16

15
10

-10 )
Definition 21.6 (Matrix Vektor Multiplikation.)

Die Matrix Vektor Multiplikation - € R™*"™ x R™ — R™ ist definiert
durch

— o =W
| I

NI \CR

~~_

7N /N

| |

— W =~

~_ ~_
\ Il

7 N\

O =~

(A.i")z = a;1T1 + ajex2+ ...+ AqinTn
n
= E :aijxj
Jj=1

firi=1,...,m.

Weshalb man die Matrix Vektor Multiplikation auf diese Weise definiert, wird
in Kapitel 23 klar.
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Lineare Gleichungssysteme. Lineare Gleichungssysteme lassen sich kom-
pakt mit der Matrix Vektor Multiplikation darstellen. Da

a1r1 + a2 + ... +  QipTn

. a91X1 + ag2x9 + e + a9nTn
AX =
Am1T1 + Am2T2 + ...+ GmaTa
kann das LGS

a11x1 + a12x2 + N + A1nTn = bl
a21%1 + a2 + ...+ A2pnTn, = bQ
Am1T1 + am2T2 + ...t GppTn = bm

mit einer Matrix Multiplikation

ausgedriickt werden.
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Linearkombination der Spalten. Aufler mit der “Zeile mal Spalte” Regel
kann man eine Matrix Vektor Multiplikation auch dadurch berechnen, dass man
die Spalten von A mit den Komponenten von Z gewichtet aufsummiert.

Beispiel 21.7

(P () - () ) ()

Theorem 21.8

AX = x1d1+22d2 + ...+ xpdy.

Da doppelte Indizes vermieden werden, arbeitet es sich mit der Darstellung der
Matrix Vektor Multiplikation als Linearkombination der Spalten oft einfacher
als mit der o.g. Definition.

Beweis.
a11r1 + apexre 4+ ... +  ainTp
. as1r1  + Q2222 + ... + a2,%p
Ar =
am1T1 + amoxo + ... 4+ AmnTn

Def. Matrix Vektor Multiplikation

41121 1272 A1nTn

42171 222 a2nTn
= +ot

Am1T1 Am2T2 AmnTn

Def. Vektor Addition

a11 a12 A1n

a21 a22 a2n
=T . + X2 . +...4+x,

am1 Am?2 Amn

Def. skalare Multiplikation von Vektoren

= xlc_il + .’bz&g + ...+ xnc_in

Man kann man somit jede Linearkombination von Vektoren als Matrix Vektor
Multiplikation darstellen.
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Die Rechengesetze fiir die Matrix Vektor Multiplikation sind wie erwartet.

Theorem 21.9
(A+B)? = AZ+ B¥
AZ+y) = AZ+ Ay
(cA)Z = c(AZ) = A(cD)

Beweis. Exemplarisch wird das dritte Gesetz gezeigt. Unter Verwendung der
Rechengesetze fiir Vektoren gilt

(cA)Z = (cdy,cdy,...,cd,)T
= z1(cay) + za(cda) + ... + xp(cdy)
oot e(xndy)
c(x1a@y + xods + ... + Tp0y)
c(AZ)
(cA)Z = x1(cdy) + x2(cdz) + ...+ xn(cdy)
= (cx1)dy + (cxa)da + ... + (cxp)dy,
ey
cxa

+ +

= c(xlc'il) + C(LEQC_I:Q)

= (di,d2,...,dn)

= A(c).
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Definition 21.10 (Einheitsmatrix, kanonische Basisvektoren)
Die n x n Einheitsmatrix ist definiert durch
10 ... 0
01 ... 0
E =
00 ... 1
Die Spalten é1, ..., €, von E heiflen kanonische Basisvektoren, d.h.
0
e = 1 < j-te Komponente, ji=1,...,n.
0

Die Einheitsmatrix ist ein Spezalfall, da sie bei der Matrix Vektor Multiplikation
keinen Effekt hat.

Theorem 21.11

Beweis.

EYX = x1€1 + 2962+ ...+ 2,6,

= I . + X2 . +...4+x,

0
1
€2
xn
Z.

Durch Multiplikation mit einem kanonischen Basisvektor kann man eine Spalte
von A herausgreifen.

Theorem 21.12

Beweis.

AZ; = 0dy+...+1d; + ...+ 0d,
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21.3 Matrix-Matrix Multiplikation

Bei der Multiplikation zweier Matrizen gilt wie bei der Matrix Vektor Multi-
plikation die “Zeile mal Spalte” Regel. Die Komponente (AB);; erhilt man als
Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der j-ten Spalte von B.

! J

e T -

A e Rmxk B e Rkxn AB e Rm*n

Damit das funktioniert, muss eine Zeile von A so viele Komponenten haben wie
eine Spalte von B. Folglich muss die Anzahl k von Spalten von A gleich der
Anzahl k von Zeilen von B sein. Wenn also A € R™** ist, muss B € RF*"
sein. Zu jeder Zeile von A ldsst sich mit diesem Schema eine Zeile von AB
berechnen. Zu jeder Spate von B existiert entsprechend eine Spalte von B.
Damit ist AB € R™*™,

Beispiel 21.13

2 -1 -2 0 1 6
30(_(1);(1)3): -3 3 0 9
11 -1 3 -1 3
€R2><4
ER3%2 cR3x4
2 -1 -2
3.0 (_1> = -3
11 0 -1
N—_——
. €R2x1 I era
€R3X2 eRSXl
(21)(_(1) ; (1)3>:(2 0 1 6)
N———— -
GRIXQ €R1X4
cR2x4

Hat die Matrix B nur eine Spalte, ist das Ergebnis gleich wie bei der Matrix
Vektor Multiplikation. Die Matrix Vektor Multiplikation ist somit ein Spezialfall
der Matrix Matrix Multiplikation.

Definition 21.14 (Matrix Matrix Multiplikation.)
Die Matrix Matrix Multiplikation - € R™*F x R¥*" — R™*" jst definiert
durch

(AB)ZJ ailblj + aizbgj + ...+ aikbkj

k
E ai[bgj .
{=1
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Spaltenweise Berechnung der Matrix Multiplikation. Aufler mit der
Zeile mal Spalte Regel kann man ein Matrix Produkt auch spaltenweise durch
Matrix Vektor Multiplikationen berechnen: Die j-te Spalte von AB ist Al;j fiir
j =1,...,n. Diese Art der Darstellung ist wesentlich iibersichtlicher, da man
weniger Indizes braucht und Matrizen “zusammen” lassen kann.

Beispiel 21.15

-2 0
= -3 1, 3
|\ -1 3

-2 0

= -3 3

-1 3

Theorem 21.16
AB = (Aby, Aby, ..., Aby).

Beweis. Die Komponente in der i-ten Zeile und j-ten Spalte auf der linken
Seite ist nach Definition

k
(AB)ij = Z aigbgj.
(=1

Die Komponente in der i-ten Zeile und j-ten Spalte auf der rechten Seite
ist die i-te Komponente des Vektors Ab;. Diese erhélt man laut Definition
der Matrix Vektor Multiplikation als Skalarprodukt der i-ten Zeile von A
mit bj, d.h.
(Aby, Aby, ..., Ab,)i; = (Ab;);
= an () + a2 + .+ an (b
= by + aigbaj + ... + aikby;

k
= ) aiby
=1
= (AB)j;.

Damit sind die Komponenten der Matrizen auf beiden Seiten gleich.
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Die Rechengesetze fiir die Matrix Matrix Multiplikation sind wie erwartet mit
einer wichtigen Ausnahme:

Die Matrix Multiplikation ist nicht kommutativ.

Selbst wenn sowohl AB als auch BA definiert sind und gleich viele Zeilen und
Spalten haben, d.h. fir quadratische Matrizen, sind sie i.a. nicht gleich. Der
Grund ist, dass bei der Berechnung von (AB);; die i-te Zeile von A und die j-te
Spalte von B aufeinander treffen, wihrend bei (BA);; die i-te Zeile von B und
die j-te Spalte von A multipliziert werden. Das Ergebnis ist folglich i.a. nicht
gleich.

O anen - (b
NG - ()

Man muss daher beim Umformen von Matrix Gleichungen aufpassen. Die Glei-
chung

1
3
2
1

A = A

ist trivialerweise erfiillt. Multipliziert man aber beide Seiten mit B und multi-
pliziert B einmal von rechts und einmal von links, erhdlt man

AB = BA falsch!

Wenn man beim Umformen einer Matrix Gleichung eine Matrix auf beiden
Seiten dranmultipliziert, muss man dies folglich entweder auf beiden Seiten von
links oder von rechts machen!
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Theorem 21.18

¢(AB) = (cA)B = A(cB)
(AB)Z = A(BZ)
(A+B)C = AC+ BC Distributivgesetz
(AB)C = A(BC) Assoziativgesetz
AE = A = FEA Neutrales Element

Einen skalaren Faktor ¢ kann man in einem Matrix Produkt platzieren wo man
mochte.

Beweis. Exemplarisch wird das zweite Gesetz gezeigt. Mit den Gesetzen der
Matrix Vektor Multiplikation gilt

Matrix Vektor Multiplikation durch Linearkombination

331(1451) + .732(1452) + ...+ a:n(AI;,L)
Spaltenweise Matrix Multiplikation

= A(wiby) + A(2aby) + ...+ A(znby)
Rechengesetz der Matrix Vektor Multiplikation

= A(Z’lgl +.’E252 ++£L’ngn)
Rechengesetz der Matrix Vektor Multiplikation

= A(B7T)
Matrix Vektor Multiplikation durch Linearkombination

Der Satz vom Nullprodukt gilt fiir Matrizen nicht. Es gibt durchaus Matrizen
A, B # 0 so dass AB = 0.

Beispiel 21.19
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21.4 Inverse Matrix

Nachdem man Matrizen multiplizieren kann, stellt sich die Frage, ob auch eine
Division von Matrizen definiert ist. Die Division ist definiert als Multiplikation
mit dem Kehrwert, d.h.
a 1
- = a-.
b b
Es geniig also, sich zu iiberlegen was der Kehrwert einer Matrix ist. Anders als
bei Skalaren verwendet man bei Matrizen keine Bruchnotation, da unklar ist,
ob
A 1 1
~— = A= oder = —A
B B B
sein soll. Da die Matrix Multiplikation nicht kommutativ ist, macht dies durch-
aus einen Unterschied. Der Kehrwert einer Matrix A wird folglich nicht mit 1/a
sondern mit A~! bezeichnet sofern er existiert.

Der Kehrwert einer reellen Zahl a ist definiert als die Zahl, mit der a multipliziert
werden muss um eins zu erhalten, d.h. als Lésung = der Gleichung

ar = 1.

Es ist bekannt, dass diese Gleichung genau eine Losung hat falls a # 0. Analog
geht man bei Matrizen vor um die inverse Matrix zu definieren. Der Einfachheit
halber schrankt man sich hierbei auf quadratische Matrizen A € R™*"™ ein.

Definition 21.20 (Inverse Matrix.)
Eine Matrix X € R™*™ heilt inverse Matrix von A € R™"*" wenn

AX = E.

Theorem 21.21
Zu jeder Matrix A € R™*™ existiert hichstens eine Matrix X € R™*™ so
dass

AX = E.

Da der Beweis etwas lédnglich ist, wurde er in Kapitel 21.5 ausgelagert.

Eine nxn Matrix hat somit hochstens eine Inverse. Diese wird (falls sie existiert)
mit A~! bezeichnet. In diesem Fall gilt somit

AA™Y = E.
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Beispiel 21.22 Sei

1 0 1 0
A‘(l 2)7 X‘(—l/z /)
Dann ist

w3

Somit ist X inverse Matrix von A. Anders als bei Skalaren sieht man einer
Matrix also nicht direkt an, was ihre Inverse ist.

Im Gegensatz zum skalaren Fall gibt es viele Matrizen, die keine Inverse haben.
Die Nullmatrix ist also nicht die einzige.

A:@j)

Um eine Inverse X von A zu berechnen, muss die Gleichung

Beispiel 21.23 Sei

AX = FE

1 2 11 T12 o 1 0

2 4 ro1 T292 - 0 1
gelost werden. Dies fithrt zu vier Gleichungen mit vier Unbekannten. Die
beiden Gleichungen, in denen x1; und x2; auftauchen sind

bzw.

11 + 2x97 = 1
22117 4+ 4x1 = 0

Die linke Seite der zweiten Gleichung ist in diesem Beispiel das doppelte
der ersten Gleichung, die rechte Seite jedoch nicht. Folglich hat dieses LGS
keine Losung. Es existiert daher keine Matrix X mit AX = E.

Definition 21.24 (Regulédre bzw. singulidre Matrix)
Eine quadratische Matrix A heifit singuldr, wenn es keine Matrix X gibt

mit

sonst reguldr. Singuldre Matrizen sind somit nicht invertierbar.

Singuliare Matrizen sind Ausnahmefélle. Wiirde man die Koeffizienten einer sin-
guldren Matrix zuféllig um einen beliebig kleinen Betrag &ndern, wire die Wahr-
scheinlichkeit eins, dass sie danach regular ist. Die einzige singulédre 1 x 1 Matrix

ist (0).
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Berechnung der Inversen

Fiir eine gegebene Matrix A € R™*™ soll eine Matrix X € R"™*™ berechnet
werden so dass

AX = FE.

Fiihrt man die Matrix Multiplikation AX spaltenweise durch und zerlegt E in
seine Spalten, erhélt man

(AZy, A%, ..., AZy) = (61, &, ..., &)

Da zwei n-Tupel gleich sind genau dann wenn ihre Komponenten gleich sind,
fithrt dies zu n linearen Gleichungssystemen

A.’fl :gl, Ail_"z :€2, ey Afn:en

Die Losung jedes einzelnen LGS liefert eine Spalte der Matrix X. Da alle Glei-
chungssysteme die selbe Koeffizientenmatrix haben und man A nur einmal auf
Zeilenstufenform bringen muss, bietet es sich beim Gaufl Algorithmus an, alle
rechten Seiten “parallel” zu verarbeiten.

Beispiel 21.25 Gesucht ist die Inverse von

A = (fg’)

Erste Zeile durch 2 teilen.

Ll B W V)
=
[N}
—
~~
%)

Erste Spalte ausrdumen.
Zweite Zeile minus erste Zeile.

—
~»
[ V)
—-
=
)

Zweite Zeile mal 2.

Erste Zeile minus 3/2 mal zweite Zeile.

-
N
[ V)
|
—
=
N
N WINO(FRO(FRO|IFkO

o =

1
1

[qy)
A
Ny

8
i

&
N

E X

Nachdem im vorletzten Schritt die Zeilenstufenform erreicht war, héatten
Z1 und Ty durch Riickwértseinsetzen berechnet werden kénnen. Es ist je-
doch geschickter, durch weitere Gaufl Schritte die Spalten iiber der Diago-
nalen auszurdumen und damit die linke Seite auf Einheitsmatrix zu trans-
formieren. Danach kann 71, #3 ohne Riickwértseinsetzen direkt abgelesen
werden und man erhalt
2 =3
X - ( 2 ) .
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Das allgemeine Schema zur Brechnung der Inversen ldsst sich durch folgendes
Bild veranschaulichen:

A B
10 0
0 1 0
0 0 1

Aquivalenzumformungen
(Gauk Elimination)

1 0 0
0 1 0
0 0 1
E X

Eine regulidre Matrix A erkennt man dadurch, dass man sie wie in o.g. Beispiel
mit den Gaufl Algorithmus auf Einheitsmatrix transformieren kann.

Bei Skalaren treten die Inversen in Paaren auf: Der Kehrwert von 5 ist 1/5, der
Kehrwert von /5 ist wiederum 5. Wenn = Kehrwert von a ist, dann ist auch a
Kehrwert von x. Dies ist bei Matrizen auch so.

Theorem 21.26
Wenn X Inverse von A ist, dann ist auch A Inverse von X, d.h. wenn

dann ist auch

Fiir eine reguldre Matrix A gilt somit

AA™ = AT'A = E bzw. (ATH = A

Die Aussage dieses Theorems wére trivial, wenn die Matrix Multiplikation kom-
mutativ wére. Es ist somit eine Ausnahme, dass die Reihenfolge der Faktoren
A und X vertauscht werden darf, wenn sie Inverse voneinander sind. Der Be-
weis dieses Theorems geschieht anhand des Gaufl Algorithmus. Hat man X mit
0.g. Schema berechnet, muss man nur die Spalten vertauschen und alle Gauf}
Schritte riickwérts ausfithren um A als Inverse von X zu berechnen.
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Fiir Skalare gilt das einfache Gesetz fir Kehrwerte

ab

IS

1
5
Da das Kommutativgesetz fir die Matrix Multiplikation nicht gilt, muss man

mit der Reihenfolge der Faktoren aufpassen, wenn man dieses Gesetz auf Ma-
trizen tibertragt. Tatséchlich dreht sich diese um:

Theorem 21.27
(AB)™' = B7'A™%.

Beweis. Ausgehend von der Gleichung
(AB)(AB)' = F,

die per Definition stimmt, fiihrt man folgende Umformungen durch.

-1 _ pg-1y-1

(AB)(AB)™' = E Multiplikation mit A~! von links
ATY(AB)(AB)™' = AT'E Assoziativgesetz, neutrales Element
(A'A)B(AB)™ = A7} Ersetze A~1A durch E

B(AB)™* = A7! Multiplikation mit B! von links
B™'B(AB)™* = B7'A™! Ersetze B~'B durch F
(AB)
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21.5 Eindeutigkeit der inversen Matrix*

Sei A € R"*™. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass es hochstens eine Matrix
X € R™*™ gibt mit

AX = FE

Sei also X eine Matrix mit AX = E.

e Zunichst wird gezeigt, dass dann fiir alle & # 0 gilt

Az # 0.

Angenommen es gibe ein # # 0 mit AZ = 0. Dann hat das LGS A[0
unendlich viele Losungen ¢ # 0 mit ¢ € R. Folglich muss beim Gauf
Algorithmus die letzte Zeile komplett Null sein. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kann angenommen werden, dass im Verfahren keine Zei-
lenvertauschungen erforderlich waren. Falls doch, werden die Gleichungen
einfach vorab vertauscht, was ja die Losungsmenge nicht dndert.

Bei den beiden anderen Gaufl Schritten wird eine Zeile entweder mit einem
Skalar ungleich Null multipliziert um eine fiihrende Eins zu erzeugen oder
es wird ein Vielfaches einer fritheren Zeile von ihr subtrahiert um eine
Spalte auszurdumen. Seien 51, ceey by, die Zeilen von A. Wird die i-te Zeile
im Algorithmus neu berechnet, ist sie daher immer eine Linearkombination
von 51, e 5;—, d.h. hat die Form

0151 -+ ngg + ...+ cigi mit C; 7é 0.
Da die letzte Zeile am Ende komplett Null ist, gilt fiir diese
0151 +0252+...+cn5n = 0 mit ¢, #0.

Fiithrt man nun die gleichen GauB Schritte statt mit rechter Seite 0 mit &,
durch, ist am Ende die rechte Seite der letzten Null-Zeile jedoch ¢;,, d.h.
ungleich Null. Damit wéire das LGS A|é,, nicht lésbar. Da aber AX = F,
ist AZ,, = &,, was im Widerspruch zur Unlésbarkeit des LGS Alé,, steht.

Damit wurde gezeigt, dass AZ # 0 fiir alle @ # 0.
Angenommen es gidbe noch eine weitere Matrix Y mit AY = E. Dann
ware

AX—-AY = E-FE =0

AX-Y) = 0.
Fiir jede Spalte @ von X —Y ist folglich A% = 0 und laut vorigem Ergebnis
daher 4 = 0. Das bedeutet aber, dass X —Y =0 bzw. Y = X.

Die Gleichung AX = F kann also keine zwei verschiedenen Losungen
haben.
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21.6 Transponierte Matrix

Nimmt man die Spalten dy,...,d, einer Matrix A € R™*™ und ordnet diese

zeilenweise zu einer neuen Matrix an, erhélt man die transponierte Matrix AT €
R”l Xm .

Beispiel 21.28
1 2
A= 3 4 |, AT:(é i 2)
5 6

Aus der ersten Spalte von A wird die erste Zeile von AT, aus der zweiten
Spalte von A wird die zweite Zeile von AT.

Definition 21.29 (Transponierte Matrix.)
Die Matrix Transposition .T € R™*™ — R™"*™ jst definiert durch

(AT)ij = Qji, z':l,...,m7 ]:].,,n
m
n _ =

Definition 21.30 (Symmetrische Matrix)
Eine quadratische Matrix A € R™*™ heifit symmetrisch, wenn

aij = Gy, Z,jil,...7n.

FEine Matrix ist symmetrisch genau dann wenn

AT = A
Beispiel 21.31 Die Matrix
1 3 =2
A = 3 =7 4
-2 4 5

ist symmetrisch. Auch die Einheitsmatrix F ist symmetrisch.
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Theorem 21.32

(AT = A
(A+B)7T = AT+ BT
(cA)T = cAT
(ABYT = BTAT
(A—l)T — (AT)—l

Beweis.

Interessant sind nur die letzten beiden Gleichungen.

[(AB)T] i = (AB);; Def. Transposition
= Z Aj¢By; Def. Matrix Multiplikation
¢
= Z Al By, Def. Transposition
¢
= Z BiTZA;rj Kommutativgesetz fiir Skalare
= (;TAT)Z-j Def. Matrix Multiplikation

Ausgehend von der Gleichung

A7'A = FE

erhdlt man durch Transposition auf beiden Seiten

(A'AT = ET = E.

Mit dem o.g. Gesetz fiir die Transponierte eines Matrix Produkts gilt

AT(A™HT = E.

Folglich ist (A~1)T Inverse von AT und somit

(AT)7T = (A

Bei dem Gesetz (AB)T = BT AT kehrt sich die Reihenfolge der Faktoren um,
wie dies auch bei (AB)~! = B~1A~! der Fall war. Dies ist auch schon aufgrund
der Anzahl Zeilen und Spalten plausibel. Wenn z.B. A € R%2%3 und B € R3*4
ist, dann ist AB definiert aber AT BT nicht sondern nur BTAT.
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Eine Matrix mit nur einer Spalte ist ein 1-Tupel von Vektoren und somit ein
Vektor. Damit kann man Vektoren als Spezialfall von Matrizen mit einer Spalte
betrachten. Die Vektor Addition und die skalare Multiplikation von n-stelligen
Vektoren ist identisch mit der Matrix Addition und der skalaren Multiplikation
von n X 1 Matrizen.

Die Transponierte eines n-stelligen Vektors ist eine Matrix mit einer Zeile und
n Spalten, d.h.

= (331 o ... .”L'n)

Auch das Skalarprodukt von Vektoren kann durch Matrix Operationen ersetzt
werden:

Zoy = xyr+xoys+ ...+ Tpyn
Y1
Y2
= (21 T2 ... Ty) . Matrix Multiplikation
Yn

zly.

Treten also Vektoren und Matrizen gemeinsam in einem Term auf, ist es oft
hilfreich wenn man alles als Matrizen interpretiert.
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21.7 Orthogonale Matrizen

Definition 21.33 (Orthogonale Matrix)
Eine Matrix A € R™ "™ heifit orthogonal wenn die Spalten von A paar-
weise orthogonale und normierte Vektoren sind, d.h.

lla:|| =1 fiirallei=1,...,n

d;od; =0 fir allei,j =1,...,n mit i # j.

Orthogonale Matrizen haben viele niitzliche Eigenschaften. So ist z.B. die Be-
rechnung der Inversen, die ja i.a. etwas miithsam ist, bei orthogonalen Matrizen
trivial.

Theorem 21.34
Sei A eine orthogonale Matrix. Dann ist A reguldr und es gilt

A7 = AT

Beweis. Sei A orthogonal. Zu zeigen ist, dass AT die inverse Matrix von A ist,
d.h.

ATA = E.

Es gilt

n

(ATA); = > (AT)irAw;

k=1
n
= Y e
k=1
= C_L'Z o 5j
_ 1 fallsi=j
- 0 sonst
Die o.g. Aussage gilt auch umgekehrt.
Theorem 21.35
Sei A € R™™™ und
ATA = E.

Dann ist A orthogonal.

Beweis. Wie im vorigen Beweis gezeigt, ist

(ATA)Z'j = C_I:Z o L_I:j.
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Laut Annahme gilt ATA = E. Folglich ist

God — 1 fallsi=j
(A 0 sonst.

Somit ist @; o @; = 0 fiir ¢ # j, d.h. die Spalten von A sind paarweise
orthogonal. Da

||Eiz|| = \/dio&i = 1

sind die Spalten von A normiert. Folglich ist A eine orthogonale Matrix.

Das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wieder eine orthogonale Matrix.

Theorem 21.36
Seien A, B € R™"*™ orthogonale Matrizen. Dann ist auch AB eine ortho-
gonale Matrix.

Beweis. Seien A, B orthogonale Matrizen, d.h.
A"A=E, B'B=F.
Mit dem Assoziativgesetz der Matrix Multiplikation gilt
(AB)(AB) = (BTAT)(4B)
= BY(ATA)B
= B'EB
= B'B
E.

Folglich ist auch AB eine orthogonale Matrix.
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22 Vektorraume

22.1 Abgeschlossenheit

Definition 22.1 (Vektorraum)
Eine Menge M C R™ heifit Vektorraum, wenn M abgeschlossen ist unter
Addition und unter skalarer Multiplikation, d.h. wenn fiir alle @,v € M
und fiir alle ¢ € R gilt

U+ e M
C c M.

S <y

In der Literatur werden Vektorrdume viel allgemeiner definiert und die hier
betrachteten Teilmengen von R™ sind lediglich ein Spezialfall. Wenn man die
Idee hinter Vektorrdumen an diesem konkreten Beispiel verstanden hat, ist die
Verallgemeinerung aber nicht mehr schwer.

Beispiel 22.2 Die Ursprungsgerade mit Richtungsvektor @ ist definiert durch
M = {zd|zeR}.

Die Elemente von M sind die skalaren Vielfachen von d@. Somit ist M ein
Vektorraum.

o Abgeschlossenheit unter Addition.
Seien @, v € M. Dann gibt es x,y € R so dass

U = zda, U = yd.
Folglich ist
U417 = xzd+yd=(x+y)d

ebenfalls Element von M.

o Abgeschlossenheit unter skalarer Multiplikation.
Sei 4 € M und ¢ € R. Dann gibt es ein € R so dass

U = zd.

Folglich ist

ebenfalls Element von M.

Im Spezialfall @ = 0 ist M = {6} Auch die Menge, die als einziges Element
den Nullvektor enthélt, ist ein Vektorraum.
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Beispiel 22.3 Eine Ursprungsebene mit Richtungsvektoren @i, ds hat die
Struktur

M = {xlﬁl + Tods |f£1,$2 c R}

M ist die Menge aller Linearkombinationen der Vektoren d@; und ds und
ist ein Vektorraum.

e Abgeschlossenheit unter Addition.
Seien u, v € M. Dann gibt es x1,x2,y1,y2 € R so dass

U = w101 + T2d2, U = Y101 + y20o2.
Folglich ist

U = x1a1 + Tods + Y101 + yYa2do
(w1 +y1)d1 + (22 + y2)do

<L
+

ebenfalls Linearkombination von @; und ds und somit Element von
M.

o Abgeschlossenheit unter skalarer Multiplikation.
Sei 4 € M und ¢ € R. Dann gibt es ein x1, 22 € R so dass

U = T1d1 + Todo.
Folglich ist
ci = C(Ilal +l‘262) = (le)dl + (Cmg)dg

Linearkombination von @; und ds und somit Element von M.
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Beispiel 22.4 Sei allgemein M die Menge aller Linearkombinationen von
n Vektoren dq,...,d, € R™, d.h.
M = {1'1614*%2(32+...+.’£nan|$1,$2,...,l'nGR}.

Die Menge M ist ein Vektorraum. Tatsédchlich kann jeder Vektorraum
dargestellt werden als Menge aller Linearkombinationen einer bestimm-
ten Anzahl von Vektoren. Man sagt, die Vektoren dy, ..., d, spannen den
Vektorraum auf. Vektorrdume werden daher auch als lineare Rdume oder
Spannrdume bezeichnet.

Um Schreibaufwand zu reduzieren, fassen wir die Vektoren dy, ..., d, zu
einer Matrix zusammen. Mit

A = (dy,...,dn), A e R™X™
ist
M = {AZ|ZeR"}.

e Abgeschlossenheit unter Addition.
Seien @, ¥ € M. Dann gibt es &, € R™ so dass

U = AZ, v = Ay.
Folglich ist
U+7v = AT+ Ay = A(Z+ )

ebenfalls Element von M.

o Abgeschlossenheit unter skalarer Multiplikation.
Sei 4 € M und ¢ € R. Dann gibt es ein & € R™ so dass

U = AZ.
Folglich ist
ci = c(AZ) = A(cD)

ebenfalls Element von M.

Definition 22.5 (Lineare Hiille, Spannraum)

Seien di,...,d, € R™. Die lineare Hiille oder der Spannraum
von di,...,d, ist definiert als Menge aller Linearkombinationen von
aly...,0p

L(dy,...,dn) = {zid1+...+xpdn]|x1,...,2, € R}

— {AZ|ZeR"}.

Wie in Beispiel 22.4 gezeigt, ist L(dy, ..., d,) ein Vektorraum.



22 VEKTORRAUME 246

22.2 Lineare Unabhingigkeit

Im vorigen Abschnitt wurde gezeigt, dass fiir beliebige Vektoren dy, . .., d, € R™
die Menge

L(dy,...,dn) = {zdi+...+zpdy]|x1,..., 2, € R}
abgeschlossen ist unter Addition und skalarer Multiplikation und somit ein Vek-
torraum ist.

Die Frage ist nun, ob sich dieser Vektorraum verkleinert, wenn man einen dieser
Vektoren, z.B. den ¢-ten weglésst, d.h.

- - - ? - -
L(ay,...,dp,...dn) = L(@1,...,&e,-..dp).

Der Vektor @y wire dann bei der Erzeugung des Vektorraums tiberfliissig und
koénnte durch die anderen ersetzt werden. Dies ist genau dann der Fall, wenn dp
Linearkombination der anderen Vektoren ist.

Beispiel 22.6

Beispiel 22.7 Sei

1 0 1
ai=1 0|, d=|11], a=|1
0 0 0
Dann ist
T
L(dy,ds,d3) = y | [z, yeR
0
Somit ist
L(@y,dq,d3) = L(dy,ds)

da d3 = dy + ds Linearkombination von dy, do ist. Weiterhin ist auch
L(ay,do,d3) = L(dy,ds)

Da dy; = —d; + ds Linearkombination von d; und ds ist.
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Theorem 22.8
Wenn dy Linearkombination der Vektoren d;, i = 1,...,n, i # { ist,

dann ist

Beweis. Angenommen dy ist Linearkombination der anderen, d.h.

n
ay = E y;a@;  fir bestimmte y;.
i=1
)
Zu zeigen ist, dass

L(@1,..., @0 @) = L@ . e, dn)

Zwei Mengen sind laut Definition gleich, wenn jeweils die eine Teilmenge

der anderen ist, d.h.

L(Jh 766,- dn) 2 L(Jl,...,ﬁg,...an)
L(a:la 7aZa' C_in g L(@’],-..,ﬁe7...a;n).

Die erste Teilmengenbeziehung ist trivial — ohne @y kann man sicher nicht

mehr Linearkombinationen erzeugen als mit ap.

Sei also b ein beliebiger Vektor aus L(dy,...,dy,...dy,), d.h.
n
b = Z x;d; fur bestimmte z;.
i=1
Zu zeigen ist, das b auch Element von L(dy,..., de,...dy) ist. Umformen
ergibt

Sl
I

n
E Ty
i=1

n
= E i@y + Tedy
=1

)
n n
= E Ti0; + JUZE Yil;
i=1 i=1
AL )
n
= E(xiai+$£yiai)
1=1
iAL
n
= E (i + 2ys) s
=1
AL

Damit ist b Linearkombination von @; mit i 2 { und somit

b € L(@,...,d,...a3,). O
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Die Umkehrung von Theorem 22.8 gilt natiirlich auch. Angenommen

L(dy,...,dp,...dy) = L(dy,...,de, .. .dp).
Da
ag € L(d,...,dp...4d,)
folgt dass
a € L(di,...,de,...0n)

und somit ist @y Linearkombination der anderen @;, i # £.

Wenn ein Tupel (a1, . ..,d,) in dem Sinne minimal ist, dass keiner der Vektoren
verzichtbar ist bei der Erzeugung des Vektorraums, heiflt es linear unabhéingig.
Dies ist genau dann der Fall, wenn keiner der Vektoren Linearkombination der
anderen ist.

Definition 22.9 (Lineare Unabhingigkeit)
Ein Tupel (dy,...,a,) heiBit linear unabhénigig, wenn keiner der Vek-
toren dy Linearkombination der anderen d;, i # ¢ ist.

Falls ein a, Linearkombination der anderen d;, i # ¢ ist, heif}t es linear
abhéngig.

Hat man nur zwei Vektoren d;,d, bedeutet lineare Unabhingigkeit, dass die
Vektoren nicht kollinear sind. Diese Forderung wurde bei Ursprungsebenen auf-
gestellt. Kollinearitét ist somit ein Spezialfall des allgemeineren Konzepts lineare
Unabhéngigkeit.

Wie oben gezeigt, sind linear unabhéngige Vektoren im Hinblick auf die Erzeu-
gung eines Vektorraums minimal.

Theorem 22.10
(d1,...,dy) ist linear unabhdngig genau dann wenn fiir alle £ gilt

(@1 ey @n) £ D@1y @s. .. dn).

Wir haben damit bereits zwei dquivalente Bedingungen fiir lineare Unabhéngig-
keit. Tatsédchlich zeigt sich lineare Unabhéngigkeit noch in weiteren Situationen.
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Der Nullvektor kann immer auf triviale Weise als Linearkombination von dy, . . ., dy,
dargestellt werden wenn alle Gewichte Null gewahlt werden, d.h.

0 = 0d,+0ds+...+0a,.

Die Frage ist, ob man den Nullvektor auch mit anderen Gewichten erzeugen
kann.

Theorem 22.11
(d1,...,d,) ist linear abhangig genau dann wenn der Nullvektor auf
nichttriviale Weise als Linearkombination von dy, . . ., d, dargestellt wer-
den kann, d.h. wenn es Gewichte x1, ..., x, gibt so dass

0 = $161++l‘n6n

wobei fiir mindestens ein ¢ gilt x, # 0.

Beweis.
e Annahme (@, ..., d,) ist linear abhéngig. Dann existiert ein £ so dass
n
ag = g y;d; fir bestimmte y;.
i=1
)

Folglich ist

n
ar — Z yid; = 0
gt
eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.

e Annahme es existiert eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors,
d.h.

n
0 = E x;d; fur bestimmte x;
i=1

und xy # 0. Dann ist

i=1
i#L

eine Linearkombination der anderen @;, ¢ # ¢ und somit (a1, ..., d,)
linear abhingig.

Abschlieflend noch ein weiteres, dquivalentes Kriterium fiir lineare Unabhingig-

keit. Die Vektoren (dy,...,d,) sind linear unabhéngig, genau dann wenn sich
jeder Vektor b € L(dy,...,d,) auf genau eine Weise als Linearkombination von
ai,...,d, darstellen ldsst. Das heifit, es gibt genau einen Satz von Gewichten
T1,...,Ty, SO dass

b = zdi+...+x,0,-
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Diese Eindeutigkeit der Darstellung der Elemente eines Vektorraums ist es, die
die lineare Unabhéngigkeit zu so einem wichtigen Konzept macht.

Theorem 22.12
(di,...,dy) ist linear abhdngig, wenn es einen Vektor in L(dy,...,dy,),

gibt der auf mehr als eine Weise als Linearkombination von dy,...,d,
dargestellt werden kann, d.h. wenn es Gewichte x;,y; gibt so dass

r1a1 + ... +Tpdy = Y141+ ...+ Ypdn

wobei fiir mindestens ein ¢ gilt x; # yq.

Beweis.

e Angenommen (dy,...,d,) ist linear abhéngig. Laut Theorem 22.11
gibt es dann eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors, d.h.

r1d1+...+x,d, = 0

wobei fiir mindestens ein ¢ gilt x, # 0. Andererseits kann der Null-
vektor aber auch trivial dargestellt werden durch

0@, +...+0a, = 0.

Somit hat man zwei verschiedene Darstellungen fiir einen Vektor aus
L(dy,...,dy,).

o Angenommen ein Vektor aus L(d, ..., d,) kann auf zwei verschiede-
ne Weisen dargestellt werden, d.h.

101+ ...+ xpln = Y1d1+ ...+ Ynln

mit xy # y, fir ein £. Dann ist

=1

(x1—y)ar + ...+ (@ —y)de+ ...+ (T —Yn)dn =

eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors und somit (a, ..., d,)
linear abhangig.
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Zusammenfassung der Kriterien fiir lineare Unabhingigkeit.

Folgende Kriterien sind dquivalent.
e (@,...,d,) ist linear unabhingig.
o Kein Vektor ist redundant bei der Erzeugung des Vektorraums, d.h.

L(@1,...,G0 ... Gn) # L(@,..., de...d,) fiir alle 4.

e Der Nullvektor ldsst sich nur auf triviale Weise erzeugen, d.h.
a1 + ...+ 2,0, = 6
gilt nur wenn alle Gewichte x; Null sind.

o Jedes Element des Vektorraums L(dy, ..., d,) kann auf genau eine Weise
als Linearkombination von dy, ..., d, dargestellt werden.
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Zusammenhang mit linearen Gleichungssystemen.

Die Theorie der linearen Unabhéngigkeit hangt direkt mit der Losbarkeit von
linearen Gleichungssystemen zusammen.

o« Das LGS AZ = b ist 16sbar wenn es T1,...,T, gibt so dass

—

bzw.

e Wenn die Spalten von A linear unabhénig sind, dann hat das LGS AZ = b
hochstens eine Losung.

—

« Das homogene LGS AZ = 0 hat nur die triviale Losung # = 0 genau dann
wenn die Spalten von A linear unabhingig sind.

e Wenn A mehr Spalten als Zeilen hat, entstehen bei der Transformation
auf Zeilenstufenform mit dem Gaufl Algorithms Null-Zeilen. In diesem
Fall hat das homogene LGS AZ = 0 unendlich viele Losungen. GeméiB
vorigem Punkt sind die Spalten von A dann linear abhéngig. Hieraus folgt
das wichtige Resultat, dass jedes Tupel mit mehr als m Vektoren im R™
immer linear abhéngig ist.

Theorem 22.13
Sei dy,...,d, € R™ und n > m. Dann ist (di,...,d,) linear abhingig.

Anschaulich ist dies leicht zu sehen. Hat man 3 Pfeile in der Ebene, kann man
immer einen davon durch die anderen beiden erzeugen, indem man diese geeignet
streckt und hintereinander setzt.
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22.3 Basis und Dimension von Vektorraumen

Definition 22.14 (Basis)
Sei M ein Vektorraum. Ein Tupel (a1, ..., d,) heiBt Basis von M wenn

—

e (dy,...,0d,) linear unabhéingig ist und
o L(dy,...,dn) =M.

Ist A = (a@y,...,d,) eine Basis von M, lasst sich nach Theorem 22.12 jeder
Vektor b € M auf genau eine Weise als Linearkombination der Basisvektoren
di,...,d, darstellen:

Zu jedem be M
existiert genau ein & € R” so dass
AZ =b.

Beispiel 22.15 Die Menge R™ ist ein Vektorraum. Die Vektoren

1 0 0
0 1 0
1= , €2 = . ; y €En =

0 0 1
sind linear unabhingig. Jeder Vektor & € R™ ldsst sich sehr einfach als
Linearkombination von €7, ..., €, darstellen durch

T = T1€1+ 2262+ ...+ 2,6,
Damit ist
L(gla < é‘n) = R"

und somit ist (€1, ..., €,) eine Basis des Vektorraums R". Da diese Basis

so naheliegend ist, heiflen €1, ..., €, kanonische Basisvektoren.
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Die néchsten beiden Theoreme sind eher technischer Natur und helfen, die wirk-
lich relevanten Aussagen tiber Basen zu formulieren.

Theorem 22.16 (Basiserginzungssatz)
Sei M ein Vektorraum. Sei (ay,...,d,) linear unabhangig und

—

L(@y ... G0, b1, bm) = M.

Dann kann man (ds, . . ., dy,) durch eventuelle Hinzunahme von Vektoren
aus (by,...,by) zu einer Basis von M ergéinzen.

Beweis. Wenn

ist, hat man bereits eine Basis und muss keinen Vektor aus (51, ceaybm)
dazunehmen.

Ansonsten gibt es mindestens einen Vektor b;, der nicht Linearkombination
von di, ..., d, ist. Nimmt man diesen dazu, ist

(@1, ., 0n,b;)

immer noch linear unabhéngig. Diesen Prozess wiederholt man so lang bis
man eine Basis von M hat. Dies ist nach spéatestens m Schritten der Fall,
da laut Annahme

—

(671...,dn,51,---,b7n)

eine Basis ist.
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Theorem 22.17 (Austauschlemma)
Seien (dy,...,d,) und (by,...,by) zwei Basen von M. Dann existiert zu
jedem d; ein b; so dass

(@vy..., @iy .. Cn,bj)

wieder eine Basis von M ist. Man kann also @; durch b; austauschen.

Beweis. Sei d; ein beliebiger Vektor aus dy, . . ., @,. Lisst man diesen weg, sind
die verbleibenden Vektoren zwar immer noch linear unabhéngig, bilden
aber keine Basis von M mehr. Folglich existiert ein Vektor b; mit

by & L(a@r, ..., @iy dn).

Damit ist

(517"'5ﬁia"'aa"n7bj)

linear unabhéngig. Um zu sehen, dass dies auch eine Basis von M ist, wird
der Basiserginzungssatz angewandt. Wiirde man a@; wieder dazunehmen,
kénnte man M erzeugen, d.h.

L(d’l,...,ﬁi,...ﬁ’mbj,é}) = M

Da diese Vektoren jedoch linear abhéngig sind, handelt es sich nicht um
eine Basis. Folglich muss bereits

—

(@1, s iy ooy ln, by)

eine Basis gewesen sein.
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Hieraus folgt das wichtige Resultat, dass jede Basis von M aus gleich vielen
Vektoren besteht.

Theorem 22.18 . -
Sind (dy,...,dy,) und (by,...,by) zwei Basen von M, muss n = m sein.

Beweis. Aufgrund des Austauschlemmas kann man jeden Vektor aus A =
(@1, ...,a@,) durch cinen Vektor aus B = (by, ..., by,) austauschen. Wenn
n > m ist, hdtte man danach ein Tupel, in dem mindestens zwei gleiche
Vektoren aus B auftreten. Dieses Tupel ist dann aber linear abhédngig und

folglich keine Basis, was ein Widerspruch zum Austauschlemma wiére.

Da jede Basis von M aus gleich vielen Vektoren besteht, kann man die Dimen-
sion von M als Anzahl dieser Vektoren definieren.

Definition 22.19 (Dimension)
Die Dimension eines Vektorraums M ist die Anzahl von Vektoren, aus
denen jede Basis von M besteht.

Beispiel 22.20 Eine Ursprungsgerade ist ein Vektorraum, der von einem
Richtungsvektor aufgespannt wird. Ursprungsgeraden sind somit eindi-
mensionale Teilmengen des R™. Die Dimension eines Vektorraums hat so-
mit nichts damit zu tun wie viel stellig seine Elemente sind.

Beispiel 22.21 Eine Ursprungsebene ist ein Vektorraum, der von zwei line-
ar unabhéngigen Vektoren aufgespannt wird. Ursprungsebenen sind somit
zweidimensinale Teilmengen des R3.

Beispiel 22.22 Die kanonischen Basisvektoren
€1,y...,6n ER"

bilden eine Basis des R™. Damit ist der R™ ein n-dimensionaler Vektor-
raum.
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Ein Vektorraum hat viele unterschiedliche Basen. Jedes n-Tupel von linear unab-
héngigen Vektoren in einem n-dimensionalen Vektorraums M bildet eine Basis
von M.

Theorem 22.23
Sei M ein n-dimensionale Vektorraum. Seien dy,...,d, € M linear un-
abhéngig. Dann ist (dy,...,d,) eine Basis von M.

Beweis. Da M ein n-dimensionale Vektorraum ist, existiert eine Basis B =
(b1, ..., by) von M. Aufgrund des Basisergéinzungssatzes kann (@, . . ., @n)
durch geeignete Hinzunahme von Vektoren aus B zu einer Basis von M er-
gidnzt werden. Dann hétte man aber eine Basis von M mit mehr als n Vek-
toren im Widerspruch zu Theorem 22.18. Folglich muss bereits (@, . . . , @, )

eine Basis von M gewesen sein.

Theorem 22.24
Jedes Tupel von mehr als n Vektoren in einem n-dimensionalen Vektor-
raum ist linear abhingig.

Beweis. Hatte man mehr als n linear unabhéngige Vektoren in einem n-
dimensionalen Vektorraum M, kénnten diese durch Hinzunahme von wei-
teren Vektoren aus M zu einer Basis von M ergidnzt werden. Dann hétte
man aber eine Basis mit mehr als n Vektoren, was imWiderspruch zu
Theorem 22.18 steht.

Wie bereits mit Hilfe des Gaufl Algorithmus gezeigt, sind mehr als n Vektoren
im R™ folglich immer linear abhingig.
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Zusammenhang mit Matrizen

Wenn die n Spalten einer quadratischen Matrix A € R™*™ linear unabhéngig
sind, bilden diese eine Basis des R™. In diesem Fall hat das LGS AZ = b immer
genau eine Losung. Folglich hat auch die Gleichung AX = E genau eine Losung
und A ist regular.

Dies gilt auch umgekehrt. Wenn A regulér ist, hat AX = F eine Losung X und
es gilt Ax; = €;. Jeder kanonische Basisvektor von R™ ist somit Linearkombina-
tion der Spalten von A. Damit ist L(dy,...,d,) = R™. Weiterhin miissen dann
ai,...,d, linear unabhingig sein, da sie sonst zu einer Basis von R™ mit mehr
als n Vektoren ergénzt werden kdnnten.

Theorem 22.25
Eine quadratische Matrix A € R"*" ist reguldr genau dann wenn die
Spalten von A linear unabhéngig sind.

Da A regulir ist genau dann wen AT regulir ist, sind bei einer quadratischen
Matrix A die Spalten genau dann linear unabhingig wenn die Zeilen linear
unabhéngig sind.

Folgende Aussagen sind fiir eine quadratische Matrix A € R™*" somit dquiva-
lent.

o A ist regulir.
e A ist invertierbar.

e Die Zeilen von A sind linear unabhéngig.

Die Spalten von A sind linear unabhéngig.

o Das LGS AZ = b hat fiir jede rechte Seite beR" genau eine Losung.
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23 Lineare Funktionen

Lineare Funktionen sind Funktionen von Vektoren mit speziellen Eigenschaften.
Diese Eigenschaften sind nichts anderes als Rechengesetze, mit denen sich viele
Dinge enorm vereinfachen lassen. Aus diesem Grund spielen lineare Funktionen
in den Anwendungen eine wichtige Rolle und in vielen Situationen wird man all-
gemeine Funktionen durch lineare Funktionen approximieren. Man nennt diesen
Prozess auch Linearisierung.

Besonders wichtig ist der 1:1 Zusammenhang zwischen linearen Funktionen und
Matrizen. Jede lineare Funktion kann durch eine Matrix beschrieben werden.
Die Auswertung einer linearen Funktion entspricht einer Matrix Vektor Multi-
plikation, die Komposition von linearen Funktionen der Matrix Multiplikation
und die Umkehrfunktion der Matrix Inversion.

Matrix Operationen kénnen massiv parallelisiert werden. Man findet lineare
Funktionen daher auch in Anwendungen, wo Rechenleistung kritisch ist wie
z.B. Computer Grafik und Neuronalen Netzen.
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23.1 Definition einer linearen Funktion

Definition 23.1 (Lineare Funktion)
Eine Funktion f € R™ — R™ heisst linear wenn sie die folgenden beiden
Bedingungen erfiillt fiir alle Z,4 € R™ und u € R:

fE+y) = @)+ )
fud) = uf(@).

Linearitat erlaubt das Vertauschen der Reihenfolge von Rechenoperationen:

e Ob man zuerst £ und i addiert und dann f auf die Summe anwendet oder
zuerst f auf auf £ und y separat anwendet und dann addiert, ist egal.

e Ob man zuerst & mit der Konstanten u skaliert und dann f anwendet oder
zuerst f auf & anwendet und dann mit u skaliert, ist egal.

Lineare Funktionen erlauben daher Umformungen, die im allgemeinen nicht
zuldssig sind. Gliicklicherweise sind viele Funktionen, die in der Praxis auftreten,
linear und folglich besonders einfach zu handhaben.

Die beiden Linearitatseigenschaften lassen sich durch kommutative Diagramme
darstellen.

Yy T+
f l f
(@), f&) hl f(@+7)
= f(@)+ f(®)
— U —
X uxr
f l f
f(@) “ f(uZ)
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23.2 Beispiele zu linearen Funktionen
Spezialfall lineare Funktionen f € R — R

Schauen wir uns ein paar Beispiele fiir lineare Funktionen an und beginnen mit
dem einfachsten Fallmn =m =1,d.h. fe R - R.

Beispiel 23.2
Die Funktion
feER—-R, f(z)=sin(z)
erfiillt keine der beiden Linearitdtsbedingungen.
sin(z +y) # sin(z) + sin(y)
sin(uz) # wsin(z).
Beispiel 23.3 Die Funktion
fER-R, f(x)=3x
ist linear. Es gilt

3(z+y) 3z + 3y
3(ux) = wu(3x).

Beispiel 23.4 Die Funktion
fER-R, f(z)=3z+1

ist (iiberraschenderweise) nicht linear, obwohl ihr Schaubild eine Gerade
ist. Tatséchlich gibt es hier in der Literatur grole Verwirrung. Wir halten
uns aber strikt an o.g. Definition und stellen fest, dass keine der Lineari-
téatsbedingungen erfiillt ist:

flz+y) = 3@+y) +1 =3z+3y+1
f@)+fly) = 3z+1+3y+1 = 3x+3y+2
flur) = 3uz+1
uf(z) = u@Bxr+1) = 3uz+u.

Tatséchlich haben alle linearen Funktionen f € R — R die Form
flx) = ax

fir eine Konstante a.
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Spezialfall lineare Funktionen f € R?2 — R

Betrachten wir nun Funktionen f € R2 — R.

Beispiel 23.5 Die Funktion

fER* SR, f(il

ist linear. Es gilt

f(Z+7)

f(@) + (@)

f(u)

uf ()

Beispiel 23.6 Die Funktion

2

()
(

f 1+ )

)ZLL'l—f—LL'Q

Y1
Y2

To + Yo
1+ Y2 + 22+ Y2

() ()

1+ 22+ Y1+ Y2

ux
()

Uxr1 + uro

T
T2

u(xy + o)

ur1 + uxre

f€R2—>R, f(i;)lel‘g

ist nicht linear. Beide Linearitdtsbedingungen sind nicht erfiillt.

(@ +9)

f( r1+ Y1 >
T2 + Y2

(z14+y1)(22 + y2)

T1%2 + T1Y2 + Y1%2 + Y1Y2
122 + Y192

uriuIr

u?zy o

UL1T3.
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Allgemeiner Fall lineare Funktionen f € R™ — R™

Abschlielend Beispiele fiir den allgemeinen Fall wenn n und m grofier als Eins
sind.

Beispiel 23.7 Sei

FeR R f| o | = (P
’ I’i To + I3

Die Funktion ist linear.

1+

f@+y) = f| w2ty

T3+ Y3
5(z1 + y1 — (23 +y3)
(x2 +y2) + (23 + y3)

51 — T3 Y1 — 3

T + X3 Y2 + Y3

bxq1 + 5y1 — T3 — Y3
T2+ Y2+ Y2+ Y2

f@) + f(@)

Beispiel 23.8 Sei

7
feR? = RS, f<x1>= 1

xr
2 T3 — X9

Die Funktion ist nicht linear. Wiederum ist keine der beiden Linearitéts-
bedingungen erfiillt.

7
f(f+37) = 1+
T3+ Y3 — T2 — Y2
14
f(@)+ fy) = T1+
T3+ Y3 — T2 — Y2
7
flud) = Uz
Ur3 — uUrg
Tu
uf(¥) = uTy
Ur3 — uUrg

Es lag sozusagen nur an der ersten Komponente.
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23.3 Zusammenhang zwischen linearen Funktionen und
Matrizen

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass es einen 1:1 Zusammenhang zwischen li-
nearen Funktionen und Matrizen gibt.

o Fiir jede Matrix A ist die Funktion f(z) = AZ linear.

e Zu jeder linearen Funktion f gibt es eine Matrix A so dass f(Z) = AZ fiir
alle Z.

Es ist somit egal, ob man mit linearen Funktionen oder Matrizen hantiert: Man
kann immer das eine durch das andere dquivalent ersetzen. In den Anwendungen
treten meistens lineare Funktionen auf, das Arbeiten mit Matrizen ist aber
einfacher.

Zunéchst zwei Beispiele.
Beispiel 23.9 Gegeben sei die Matrix
5 0 -1
4 = ( 0 1 1 ) '

Die Behauptung ist, dass dann die Funktion f(&) = AZ linear ist. Umfor-
men ergibt
; TN /50 -1 .
)= (o1 1 2

T3
. 51)1 — X3
- To + T3
Das ist genau die Funktion aus dem Beispiel auf Seite 263, von der gezeigt
wurde, dass sie linear ist.

Beispiel 23.10 Wir wissen, dass die Funktion

X
f 1‘1 _ 5371 — X3
Iz To + T3

linear ist und wollen nun die zugehorige Matrix A konstruieren, so dass
f(Z) = AZ fir alle Z. Umformen ergibt

o) = ) ()< ()
() e (V) en( 1)

|
7N
S ot
i)
|
— =
N———
8 8 8
w N
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Der Trick besteht darin, den Funktionsterm zunéchst in die Form einer
Linearkombination von konstanten Vektoren umzuformen, wobei die Ge-
wichte die Variablen sind. Da jede Linearkombination durch eine Matrix
Vektor Multiplikation beschrieben werden kann, ist man fertig.

Die beiden o.g. Zusammenhénge werden durch die folgenden beiden Theoreme
formuliert und bewiesen.
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Theorem 23.11
Fiir jede Matrix A € R™*" ist die Funktion

FER" S R™ () = AT

linear.

Beachten Sie, dass sich die Reihenfolge der Indizes n, m umdreht:

f c Rn N R’m, A c Rmxn.

Beweis. Sei A € R™*"™. Zu zeigen ist, dass die Funktion

FER" S R™,  f(7) = A%

linear ist, d.h. die beiden Linearitdtsbedingungen aus Definition 23.1 er-
fiillt. Diese folgen direkt aus den Rechengesetzen fiir Matrizen.

e FErste Linearitdtsbedingung.

f@E+y) = A[@+9)

I

b
8
_l’_
S
<y

o Zweite Linearitatsbedingung.

fud) = Auf)
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Theorem 23.12
Zu jeder linearen Funktion f € R™ — R™ existiert eine Matrix A €

R™*™ g0 dass
f(@) = Ax

fiir alle Z.

Man nennt die Matrix A auch Matrix Darstellung von f oder die zu f
gehérende Matrix.

Beweis. Wie bereits oben angedeutet, lauft die Sache auf Linearkombinationen
raus. Zunéchst kann man jeden Vektor & € R™ als Linearkombination der
kanonischen Basisvektoren darstellen:

Z1
T2
Tr =
Tn
T 0 0
0 i) 0
= o B
0 0 Ty
1 0 0
0 1 0
= +x9 . +...+ Ty
0 0 1
—— —— ——
€1 €> €n

= T1€1 +X2€2 + ...+ Tp€y.

Sei nun f € R®™ — R™ eine lineare Funktion, d.h. man kann die beiden
Linearitétseigenschaften aus Definition 23.1 beim Umformen anwenden.

= f(x1€1) + f(x282) + ...+ f(xn€n) 1. Linearitatseigenschaft
= z1f(&1) +zaf(€) + ...+ znf(Er) 2. Linearitétseigenschaft

x1

Tn

Im letzten Schritt wurde die Linearkombination durch ein Matrix Vektor
Multiplikation dargestellt mit der Matrix

A = (fa) f(&) ... f(en).

Der Beweis zeigt somit nicht nur, dass man zu jeder linearen Funktion eine
Matrix findet, sondern auch, wie man diese sehr einfach konstruieren kann: Man
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muss lediglich die Funktionswerte der kanonischen Basisvektoren berechnen und
diese spaltenweise zu einer Matrix zusammenfassen.

Beispiel 23.13 Kehren wir zum Beispiel 23.10 zuriick. Die Funktion

Ty
f z _ 51}1 — I3
x; o + I3

ist linear. Die Bilder der kanonischen Basisvektoren sind

0 0
5 0 1
0 0 0 1 1

Damit erhdlt man die zugehorige Matrix

—_

1 0 0
A = fl O fl1 fl O
0 0 1

_ 5 0 -1

- 0 1 1

und es gilt wie erwartet

; N 50 -1 “
= o1 1 2
Zs3 Zs3

fir alle Z.

Die letzten beiden Theorem stellen die 1:1 Beziehung zwischen linearen Funk-
tionen und Matrizen her und werden nochmal wie folgt zusammengefasst.

Theorem 23.14
Matrizen und lineare Funktionen sind dquivalent.

e Zu jeder Matrix A € R™*" existiert genau eine lineare Funktion
f €R™ - R™ mit f(Z) = AZ.

e Zu jeder linearen Funktion f € R"™ — R™ existiert genau eine
Matrix A € R™*™ mit f(Z¥) = AZ.
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23.4 Abschlusseigenschaften linearer Funktionen

Aufgrund des 1:1 Zusammenhangs zwischen linearen Funktionen und Matrizen
gibt es zu jeder Operation auf Matrizen die entsprechende Operation auf linearen
Funktionen:

e Die Matrix Vektor Multiplikation entspricht der Funktionsauswertung. Ist
A die zu f gehorige Matrix, dann ist

f(@) = Az

e Die Addition von Matrizen entspricht der Addition ihrer zugehorigen li-
nearen Funktion. Ist A die zu f und B die zu g gehoérige Matrix, dann
ist

(f+9@) = (A+B)z.
e Die skalare Multiplikation von Matrizen entspricht der skalaren Multipli-

kation ihrer zugehorigen linearen Funktion. Ist A die zu f gehorige Matrix
und u € R, dann ist

(uf)(@) = (ud)Z.

e Die Multiplikation von Matrizen entspricht der Komposition ihrer zu-
gehorigen linearen Funktionen. Ist A die zu f und B die zu g gehorige
Matrix, dann ist AB die zu f o g gehorige Matrix, d.h.

(fog)@) = (AB)Z.

e Die Inversion einer reguldren Matrix entspricht der Umkehrung ihrer zu-
gehorigen linearen Funktion. Ist A die zu f gehorige Matrix, dann ist A~!
die zu f~! gehérige Matrix, d.h.

i@ = Az
Somit ist eine Matrix A regulédr genau dann wenn die zugehorige Funktion
f bijektiv ist.

Hieraus folgen Abschlusseigenschaften fiir lineare Funktionen:

e Sind f, g lineare Funktionen, dann ist auch f + g eine lineare Funktion.

e Ist f eine lineare Funktion und u € R, dann ist auch uf eine lineare
Funktion.

e Sind f, g lineare Funktionen, dann auch f o g.

o Ist f eine bijektive, lineare Funktion, dann auch f~!.
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Multiplikation mit &

A Az
Matrix _
Darstellung
Auswertung bei ¥
f f(@)

Matrix Addition
A B A+ B

Matrix
Darstellung
Addition von Funktionen
f9 f+g
Multiplikation mit u
A uA
Matrix
Darstellung
Multiplikation mit
f uf

Matrix Multiplikation
A, B AB

Matrix
Darstellung
Funktionskomposition
fi9 fog
Matrix Inversion
A AL
Matrix
Darstellung
Umkehrfunktion
f 1

Nachfolgend werden diese Aussagen in Theoremen formuliert und bewiesen.
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Theorem 23.15
Seien f,g € R®™ — R™ lineare Funktionen mit zugehdrigen Matrizen
A, B € R™*™, Dann ist auch

f+geR"=R"  (f+9)@) = [f(@)+9()
eine lineare Funktion mit zugehoériger Matrix A+ B € R™*™, d.h.

(f+9)(#) = (A+B)T.

Beweis. Mit den Gesetzen der Matrixrechnung gilt
(f+9@) = F(@)+9(@)
= AZ+ BT
(A+ B)Z.

Da die Funktion f + g durch eine Matrix A + B dargestellt werden kann,
ist sie nach Theorem 23.11 linear.

Theorem 23.16
Sei f € R™ — R™ eine lineare Funktion mit zugehoriger Matrix A €
R™*™ und u € R. Dann ist auch

uf eR" > R™, (uf)(Z) = uf(d)
eine lineare Funktion mit zugehoriger Matrix uA € R™*™ d.h.

(uf)(@) = (ud)Z.

Beweis. Mit den Gesetzen der Matrixrechnung gilt
(uf)(@) = uf(T)

= uAZ
= (uh)Z.

Da die Funktion uf durch eine Matrix uA dargestellt werden kann, ist sie
nach Theorem 23.11 linear.
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Theorem 23.17
Seien

feRF 5 R™, geR"—R*
lineare Funktionen mit zugehérigen Matrizen
AERka, BEkan,

d.h.

Dann ist auch fog € R” — R™ eine lineare Funktion und die zugehdrige
Matrix ist AB € R™ x R", d.h.

(fog)@) = (AB)Z.

Beweis. Umformen und das Assoziativgesetz der Matrixmultiplikation ergibt

(feg)@ = )

~

-

(9(
(B
(Bi
AB

|
~

&

I
b

)

8

|
—~

Da die Funktion f o g durch eine Matrix AB dargestellt werden kann, ist
sie nach Theorem 23.11 linear.

Die Multiplikation von Matrizen entspricht somit der Komposition von linearen
Funktionen.
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Damit eine Funktion invertierbar ist, muss sie bijektiv sein. Was bedeutet das
fiir den Spezialfall linearer Funktionen? Sei f € R™ — R™ eine lineare Funktion
mit zugehoriger Matrix A € R™*™, Die Spalten von A seien

S S m
ay,do...,0, € R™,
d.h. f(&) ist eine Linearkombination von dy,...,d, mit Gewichten z1,..., 2,
f(f) = AT = m1d] +x202 + ...+ Tpdy.
e f ist injektiv genau dann wenn dj,...,d, linear unabhingig sind. Da es

maximal m linear unabhéngige Vektoren in R™ gibt, kann f nicht injektiv
sein falls n > m.

o f ist surjektiv genau dann wenn L(dy, ..., d,) = R™. Da man mindestens
m Vektoren braucht um den R™ aufzuspannen, kann f nicht surjektiv sein
falls n < m.

« Folglich kann f nicht bijektiv sein falls n # m.

Bijektve lineare Funktionen kann es folglich nur in R™ — R™ geben.

Theorem 23.18
Sei f € R™ — R" eine bijektive lineare Funktion. Dann ist die zugehdrige
Matrix A € R™*™ regular.

Beweis. Da f bijektiv ist, gibt es zu jedem ¢ € R™ genau ein & € R™ so dass
f@) =9y bzw. AZ=4.

Das LGS AZ = i ist somit fiir jede rechte Seite ¢ € R™ eindeutig 16sbar
und damit muss A regulér sein.

Theorem 23.19
Sei f € R™ — R™ eine bijektive lineare Funktion mit zugehdériger Matrix
A € R™". Dann ist auch f~! eine lineare Funktion mit zugehériger
Matrix A™L.

Beweis. Sei
f@) =7 baw. f7Hy) =7
Da A Matrix von f ist, gilt
AZ =i bzw. F=A"1y.
Folglich ist
7l = @

= Ay
Da die Funktion f~! durch eine Matrix A~! dargestellt werden kann, ist

sie nach Theorem 23.11 linear.

Die Inversion von Matrizen entspricht somit der Umkehrung von linearen Funk-
tionen.
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