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1 TERME 3

1 Terme

Aufgabe 1. Die Gleichung
(a+b)? = a®+2ab+1?

gilt fir alle a,b. Ersetzen Sie nun in den Termen auf beiden Seiten des
Gleichheitszeichens a durch = und b durch sin(z). Gilt die entstehende
Gleichung fir alle z?

Losung von Aufgabe 1. Es entsteht die Gleichung
(z +sin(z))? = 22?4 2xsin(z) + sin(x)?

Die Gleichung gilt fiir alle x.

Aufgabe 2. Nennen Sie alle Teilterme des Terms

Ver—1 42

L6sung von Aufgabe 2.

1,2, z, x—1, e Ver—1, Ver—1 42,
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2 Logik

Aufgabe 3. Zeigen Sie anhand einer Wahrheitstabelle die de Morganschen Ge-
setze:

~(FVG) = (-F)A(-G)
“(FAG) = (=F)V(-G).

Zeigen Sie weiterhin, dass
F—->G = (—\F ) VG,
Zeigen Sie unter Anwendung dieser Gesetze, dass

F—-G = (-G)— (~F).

Losung von Aufgabe 3. Das erste de Moransche Gesetz zeigt man wie folgt:

F G ‘ -(FVG) (=F)A(=G)
ww f f
w f f
f w f f
f f w w

Die anderen Gesetze zeigt man analog. Damit gilt

(0G) = (=F) = —(=G)V (-F)
= GV (-F)
= (-F)VG
= F—G.

Aufgabe 4. Das Symbol Vz liest sich “fiir alle « gilt”. Entscheiden Sie von den
folgenden beiden Aussagen, ob sie wahr oder falsch sind. Begriinden Sie
Ihre Antwort.

Vezelhl—xz gl
Vex g®—zel

Losung von Aufgabe 4. Die Aussage
Vezxeh) sz gl

ist wahr. Sei = beliebig aber fest. Die Aussage x € () ist falsch. Daher ist
die Aussage z € ) — = ¢ () wahr. Die Aussage

Vex g®—zel

ist falsch. Sei = beliebig aber fast. Die Aussage = & () ist wahr, die Aussage
x € () ist falsch. Daher ist die Aussage x &€ 0 — 2 € () falsch.



2 LOGIK 5

Aufgabe 5. Gibt es Aussagen F'(z) und G(x) so dass der Wahrheitswert von
Vo (F(z) ANG(z)) und (Vx F(z)) A (Vo G(x))

unterschiedlich ist? Begriinden Sie Thre Antwort anschaulich mit zwei S&t-
zen.

Losung von Aufgabe 5. Die Formeln sind dquivalent. Wenn fiir alle z gilt,
dass F(z) A G(z) wahr ist, dann muss F'(z) wahr sein fiir alle  und auch
G(z) wahr sein fiir alle x.

Wenn umgekehrt F'(x) wahr ist fiir alle z und auch G(z) wahr ist fiir alle
x, dann ist auch F(z) A G(x) wahr fir alle z.
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3 Mengen

Aufgabe 6. Berechnen Sie folgende Mengen:

{{},1,-7}U{-7,5}
{{5}a 1, _7} N {_77 5}
{{5}7 17 77} \ {77’ 5}

Losung von Aufgabe 6.

{{5},1,-7yu{-7,5} = {{5},1,-7,5}
{551, -3 {-75} = {-7}
{5 L =TI\ {=75} = {5} 1}

Aufgabe 7. Finden Sie jeweils ein Element x so dass gilt

x € Q\Z
x € R\Q
x € Z\N

L6sung von Aufgabe 7.

1/2 € Q\z
V2 € R\Q
-3 € Z\N

Aufgabe 8. Nennen Sie alle Teilmengen der Menge {3,9}. Vergessen Sie auch
die leere Menge nicht!

Losung von Aufgabe 8.
0,{3},{9}.{3,9}
Aufgabe 9. Die Aussagen
rgAUBundx ¢ ANz ¢ B

sind dquivalent, d.h. haben den selben Wahrheitswert fiir alle A, B, x. Man
kann daher die aussagenlogische Gleichheit aufstellen

g AUB = x¢ ANz ¢ B.

Fir den Beweis muss man nur die Rechengesetze der Aussagenlogik an-
wenden:

r¢Z AUB

-(xr € AUB)
= —(x€eAVzeDB)
= —(re€eA)A-(x€B)
= ¢ ANz ¢ B.
Beweisen Sie auf gleiche Weise

xr¢A\B = z¢AVzxeB.
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Losung von Aufgabe 9.

rgA\B = -(ze€ A\B)
(xe ANz & B)
(

(

-

x € AN—(x € B))
= —(xe€A)V-(reB)
= ¢ AVz€EB.

-
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4 Relationen

Aufgabe 10. Gegeben sei die Relation
R = {z| es gibt ein a € R so dass z = (a,a® + 1)}.

¢ Nennen Sie 3 Elemente von R.

e Die Elemente von R sind Paare von reellen Zahlen. Zeichnen Sie
jedes dieser Paare als Punkt in einem Koordinatensystem ein. Da es
unendlich viele Paare sind, geniigt eine Skizze.

Losung von Aufgabe 10. Elemente sind z.B. (1,2),(0,1),(2,5). Es entsteht
das Schaubild der Funktion

fla) = a® + 1.
Aufgabe 11. Berechnen Sie
N2 N Q?
Z°NZ
Q*\Q
Losung von Aufgabe 11.
N?2NnQ? = N?
7’NZ = 0

®\Q = @
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5 Funktionen

Aufgabe 12. Ist das Tripel
f= ({27 5}7 {17 6, 7}, {(27 1)7 (57 1)})

eine Funktion? Geben Sie eine kurze Begriindung.

Losung von Aufgabe 12. Es ist eine Funktion, da

{(2,1),(5,1)} €{2,5} x {1,6,7}
und es zu jedem a € {2,5} genau ein b € {1,6,7} gibt mit
(a,0) € {(2,1), (5, 1)}.
Aufgabe 13. Wie kann man formal ausdriicken, dass f eine Funktion ist, die

jedem Paar bestehend aus einer ganzen Zahl und einer Funktion von R
nach R ein Tripel von natiirlichen Zahlen zuordnet?

L6sung von Aufgabe 13.

fe(ZxR—R)) — N

Aufgabe 14. Welche der folgenden Funktionen sind gleich?

fAER\{0} =R,  fi(z)=z/z
faeR\{0} =R, fo(z) =1

f3€R—>R, f3($):1

fi€eR-R, fi(x) :{ A

Losung von Aufgabe 14. f; = fo und f3 = fa.

Aufgabe 15. Wieviele Elemente hat die Menge {0,1} — {0, 1,2}? Stellen Sie
ein Element dieser Menge als Tripel (A, B, R) dar.

Lésung von Aufgabe 15. {0,1} — {0,1,2} hat 3% = 9 Elemente.
f=({0,1},{0,1,2},{(0,0), (1,2)})
Aufgabe 16. Sei A eine Menge mit |A| = 3. Berechnen Sie

|[A— Al, [(A—=A) = A]l, |[A— (A= A).

Losung von Aufgabe 16. Mit der Formel

|A— B| = |B|“
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folgt

|A — A|
(A — A) — A|

|[A — (A— A)|

Aufgabe 17. Sei

A:

33

27

327

7.63 x 102
273

19683.

a1

{1,2}.

Nennen Sie je ein Element aus den Mengen

Ax A
A=A
A— (AxA)
(AxA)— A
Ax (A— A)

(A— A)

Losung von Aufgabe 17.

(Ax A4,A4,{((1,1),2),((1,2),1),

(4,4, {(1,1),(2,2)}), (4,

1
(1, (4, A,
A,

x (A= A)

Ax A

A— A

A— (Ax A)
(AxA)— A
Ax(A— A)
(A= A)x (A— A)

M M M M M M
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6 Komposition

Aufgabe 18. Gegeben sind zwei Funktionen f € R — R? und g € R? — R mit

fl) = (2z,3z+1)
g(z,y) = x—5by

Bestimmen Sie die Funktion go f und fog.

Losung von Aufgabe 18.

gof € R—=R

o(f@) = g2r30+1)
= 2r—-53x+1)
= —13x-5

fog € R?*-R?
flg(z,y) = flz—5y)

= (22 —10y,3z — 15y + 1)

Aufgabe 19. Sei f € N — N? und g € N® — Z2 definiert durch

f(x) = (5z,2%3)
g(ma%z) = ($—Z7y).

Finden Sie einen Term fiir die Funktion g o f. Geben Sie auch an von wo
nach wo diese Funktion abbildet.

Losung von Aufgabe 19.

gofeN-—7Z?
(Go @) = g(f(@)
= g(5z,2%3)
= (b —3,2%).

Aufgabe 20. Sei f € Z? — Z? definiert durch

f(x,y):(:c+y,x—y).

Berechnen Sie einen Funktionsterm fir f o f.

Losung von Aufgabe 20.

(fof)zy) = [f(f(z,y))

flz+y,z—vy)

= (@+y)+@—-y),(@+y) - (x—y)
(2, 2y).
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Aufgabe 21. Eine Funktion f € R — R heifit gerade, wenn
fl=z) = [(z)
und ungerade wenn
f(=x) = —f(2)
fiir alle z € R. Zeigen Sie folgende Eigenschaften:

e« Wenn f und g ungerade sind, dann ist auch f o g ungerade.
e Wenn f und g gerade sind, dann ist auch f o g gerade.

e Wenn f gerade und g ungerade ist, ist dann f o g bzw. g o f gerade
oder ungerade?

Losung von Aufgabe 21.

e Seien f, g ungerade Funktionen, d.h.

f(=z) = —f(2)
g(—z) = —g(a).
Dann ist
(fog)(=2) = f(g9(-2))
= f(-g(x))
= —f(g(x))
= —(fog)(),

d.h. f o g ist ungerade.
e Seien f, g gerade Funktionen, d.h.

Dann ist

= flg(z))
(fog)(z),
d.h. f o g ist gerade.
e Sei f gerade und g ungerade, d.h.
f(=z) = [flz)
g(=z) = —g(x)
Dann ist
(fog)(—x) = flg(—2))
= fl-g(2))
= flg(@))
(2),
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(g0 f)(z),
d.h. fogund go f ist gerade.
Aufgabe 22. Sei
feER—-R f(x)—%—l—ex
’ a2 41 ’

Finden Sie zwei Funktionen g, h so dass
[ = goh

Losung von Aufgabe 22. Es gibt mehrere Moglichkeiten, z.B.

heR — R3, h(z) = (sin(z), 2? + 1,e")
gER? SR, 9(177y72):§+2-



7 INJEKTIV, SURJEKTIV, BIJEKTIV 14

7 Injektiv, Surjektiv, Bijektiv
Aufgabe 23. Finden Sie eine Relation R so dass das Tripel

({1,5},{2,3,4}, R)

eine injektive Funktion ist. Ist diese Funktion auch surjektiv?

Losung von Aufgabe 23.

R = {(17 2)7 (5’ 3)}

Die Funktion ist nicht surjektiv.

Aufgabe 24. Finden Sie eine Menge A so dass
feA—-R, f(zr) = tan(x)

eine bijektive Funktion ist. Gibt es mehrere Moglichkeiten? Zeichnen Sie
zuerst den Graph der Tangensfunktion.

Losung von Aufgabe 24. Eine Losung ist das offene Intervall
A = |—-n/2, w/2]
Es ginge aber auch
A = Jkr—7/2, kn +7/2|

fiir jedes k € Z.

Aufgabe 25. Seien
f,ge R =R, f(z) =2® 4z, g(x) = 2% — x.
¢ Sind die Funktionen surjektiv?
e Sind die Funktionen injektiv?

Geben Sie jeweils eine kurze Begriindung.

Losung von Aufgabe 25.

e Beide Funktionen sind stetig, d.h. haben keine Spriinge. Fiir grofle
positive bzw. negative z-Werte nehmen die Funktionen beliebig grofie
positive bzw. negative Werte an. Somit sind beide Funktionen sur-
jektiv.

¢ Die Funktion f ist streng monoton steigend da

fl(x) = 32241
> 0
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fur alle x. Daher ist f injektiv. Die Funktion ¢ ist nicht injektiv.
Umformen ergibt

g(z) = z(x-1)

und damit ist

Aufgabe 26. Die Funktion f € (N x Z) — Q ist definiert durch

flz,y) = %y + 1.

Ist f injektiv bzw. surjektiv? Geben Sie jeweils einen Satz Begriindung.

Losung von Aufgabe 26. Die Funktion ist nicht injektiv, da z.B.

F(1,1) = £(2,2) aber (1,1) # (2,2).

Die Funktion ist surjektiv, da es zu jeder rationalen Zahl ¢ € Q ein a € Z
und b € N gibt so dass

qg=a/b.
Die Gleichung
a 3y
22
b T +
ist immer losbar. Umformen ergibt
a—b vy
3z

Eine Losung ist z.B. z = 3b und y = a — b.

Aufgabe 27. Finden Sie eine Relation R so dass das Tripel

[= ({L 2}’ {4’ 5}’ R)

eine Funktion ist, die aber nicht injektiv ist.

Losung von Aufgabe 27. Ein Beispiel ist

R = {(174)7 (234)}
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8 Umkehrfunktion

Aufgabe 28. Sei
fed{l,2} - {(2,0),3,1)}
definiert durch
flz)=(x+1,z-1).
Finden Sie Mengen A, B, R so dass

f'=(A B,R).

Losung von Aufgabe 28.

A = {(270)’(3a1)}
{1,2}
R = {((270)71)7((371)’2)}

Sy
|

Aufgabe 29. Bestimmen Sie die Umkehrfunktion der Funktion
f=({1,2},{2,3},{(1,2),(2,3)}).
Losung von Aufgabe 29.
Fh= ({285 {121 {2,1), 3,2)}).

Aufgabe 30. Sei A = {1,2,3,4}. Definieren Sie eine bijektive Funktion f €
A — A und geben Sie ihre Umkehrfunktion f~1 an.

Losung von Aufgabe 30. Zum Beispiel f, f~!' € A — A mit

flx) =
@) =

Aufgabe 31. Sei f € R\ {0} — R definiert durch

Ist f injektiv bzw. surjektiv? Geben Sie jeweils eine kurze Begriindung fiir
Thre Antwort. Hinweis: Versuchen Sie eine Umkehrfunktion zu konstruie-
ren.

Losung von Aufgabe 31. Die Funktion ist surjektiv, wenn die Gleichung
1
y=—-+x
x
fiir jedes y € R mindestens eine Losung hat. Sie ist injektiv, wenn die
Gleichung fiir jedes y € R hochstens eine Losung hat. Beides ist nicht der

Fall. Umformen ergibt
zy =1+ 22
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bzw.
> —zy+1=0.

Die Losungen sind

y+\y? -4
——

Die Gleichung hat damit z.B. fiir y = 1 keine Loésung. Fiir y = 3 hat sie
zwei Losungen
3+V5

T1,2 = .

1,2 =

2
Aufgabe 32. Die Funktion
fERS = [l,00] mit f(z) = @)
ist bijketiv. Hierbei ist
[Loof = {ylyeRAy =1}

Berechnen Sie die Umkehrfunktion.

Losung von Aufgabe 32. Fiir die Umkehrfunktion f~! gilt
ftel,oo[— RE.
f~H(y) ist fiir jedes y € [1, 00 das z € Ry ist, fiir das gilt

y @),

Auflésen nach x ergibt

In(y) = 2%

Da y > 1, ist der Logarithmus definiert und In(y) > 0. Diese Gleichung
hat zwei Losungen

x = =£+/(In(y).

Da die Losung z € Rar gesucht wird, gilt

Damit ist

Aufgabe 33. Welche der folgenden Funktionen hat eine Umkehrfunktion? Falls
eine Umkehrfunktion existiert, geben Sie einen Funktionsterm fiir diese an,
andernfalls begriinden Sie kurz weshalb keine Umkehfunktion existiert.
Hinweis: Skizzieren Sie die Sinus Funktion und schauen Sie sich die rele-
vanten Bereiche an!

o« fel0,n] = [0,1], f(z)=sin(z)
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[ [
o fel0,m/2] = [-1,1], f(z)=sin(z)
o fel-m/2,7/2] = [-1,1], f(x)=sin(x)
o fE[mm+7/2] = [-1,0], f(z)=sin(z)

Losung von Aufgabe 33.

o f e [0,m7] = [0,1], f(x) = sin(z) ist nicht injektiv. Es gilt z.B.
f(0) = f(x).

felo,n/2] = [0,1], f(x) = sin(x) ist bijektiv und hat eine Um-
kehrfunktion f=! € [0,1] — [0,7/2], f~!(x) = arcsin(z).
felo,n/2] = [-1,1], f(z) = sin(z) ist nicht surjektiv. Es gibt
z.B. kein = € [0,7/2] mit f(z) = —1.

fel-n/2,7/2] = [-1,1], f(x) = sin(z) ist bijektiv und hat eine
Umkehrfunktion f=t € [-1,1] — [-7/2,7/2], f~1(x) = arcsin(z).
feln,m+7/2] = [-1,0], f(z)=sin(z) ist bijektiv und hat eine
Umkehrfunktion f=1 € [~1,0] — |7, 7+7/2], f~(z) = m—arcsin(z).

Aufgabe 34. Sei f € (R xR\ {0}) = (R\ {0} x R) definiert durch

f(x,y) = (I/yal —1‘).

Berechnen Sie einen Term fiir die Umkehrfunktion von f.

Losung von Aufgabe 34. Sei
flz,y) = (u,0).
Dann ist
) = (29)
Aus der Gleichung der Paare
(wv) = (2/y,1-x)
folgt

u = zfy
= 1—=x

Auflésen nach z,y ergibt

r = 1—-w
= A-v)/u

Damit ist

FThe ®R\{0} xR) = (Rx R\ {0}), f~'(u,v) =(1~wv,(1-0v)/u).
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9 Folgen

Aufgabe 35. Die Folge x,, = 1/n konvergiert gegen 0. Es muss also fiir jedes
e > 0 ein N existieren, so dass fiir alle n > N gilt |z,| < €. Finden Sie
solch ein N fiir ¢ = 0.1, £ = 0.01 und ¢ = 107190,

Losung von Aufgabe 35. Die Folge x,, = 1/n ist streng monoton fallend. Es
geniigt daher, ein N zu finden mit |z x| < e. Aufgrund der Monotonie ist
damit garantiert, dass auch |x,| < ¢ fiir alle n > N. Da x,, immer groer
Null ist, ist

|$N| < e
dquivalent zu

TN < E.
Auflésen nach N ergibt

N >1/e.

Fir ¢ = 0.1 erhédlt man N > 10. Man kann also fiir N einen beliebi-
gen Wert > 10 nehmen. Fir € = 0.01 kann man entsprechend N = 100
nehmen, fiir e = 1071% kann man N = 10'° nehmen.

Aufgabe 36. Eine Folge x,, konvergiert gegen den Grenzwert & € R genau
dann wenn die Folge

Yn = Tp — T
eine Nullfolge ist. Die Folge

2n—1
Ty =
n+2

konvergiert gegen 2. Es muss also fiir jedes € > 0 ein IV existieren, so dass
fir alle n > N gilt |z, — 2| < e. Finden Sie solch ein N fiur ¢ = 0.1,
£ =0.01 und e = 107199,

Ein paar Hinweise:

o Losen Sie |z, — 2| < € nach n auf und setzen Sie dann die gegebenen
Werte fiir € ein.

e x,—2 ist immer negativ, das hilft einem die Betragsstriche loszuwer-
den.

¢ Wenn Sie ein N gefunden haben, priifen Sie nach ob auch tatséchlich
|z, — 2| < e fiir alle n > N ist. Schauen Sie sich hierzu ein paar
Beispiele xn, TN +1, TN42,-.. an.

e Fiir e = 0.1 erhélt man z.B. N = 49. Man priift nach, dass

|z40 — 2| = | — 5/51| = 0.098... < 0.1
lwso — 2| = | — 5/52| = 0.096... < 0.1

usw. Natiirlich hétte es auch jeder Wert grofler 49 fiir N getan. Wenn
man also unsicher ist, setzt man N lieber etwas grofier an.
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Losung von Aufgabe 36. Die Folge

lzn —2| =

2n—1
-2
n+ 2 ’
5
n+2

ist streng monoton fallend und nach unten begrenzt durch 0. Gilt somit
fiir ein N dass
‘LUN — 2| <e€

dann gilt dies auch fiir alle n > N. Die Ungleichung
‘.’EN — 2| <e€

&8¢t sich somit wie folgt umformen und nach N auflésen:

Ni2 = °

5 < (N+2)
5—2 < Ne¢
-2
T2
€

Fiir ¢ = 0.1 erhdlt man N > 48. Fiir € = 0.01 erhdlt man N > 498. Fiir
e = 10719 erhilt man N > 5 x 10100 — 2,
Aufgabe 37. Berechnen Sie den Grenzwert & der Folge

31n(n)
In(n?) +1°

n

Sie missen dafur den Funktionsterm umformen. Mit dem so berechneten
Grenzwert & muss die Folge

~

Ty — &

eine Nullfolge sein. Formen Sie die den Term z,, — & so um, dass man dies
erkennt. Berechnen Sie dann zu beliebigem € > 0 das kleinste IV so dass
|z, — &| < e fiir alle n > N.

Losung von Aufgabe 37.

o, = o)
! )
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Damit ist der Grenzwert & = 3/2.

Tp—T = -

In(n?) 4+ 1
61n(n) — 3(In(n? + 1))

. ~3In(n) 3
2

2(In(n2) +1)
61n(n) — 31In(n?) —

21n(n?) + 2
B -3
~ 4ln(n) +2
— 0.
Umformen der Ungleichung
len — 2] < €
S S PR
41n(n) + 2
41n(n) + 2 < c
3 e(41n(n) + 2)
g < 4In(n)+2
3_ 2 < 4ln(n)
5
3 1
2z 1
= 3 < n(n)
no> exp(o>-1
Pl 2

Far

gilt damit |z, — &| < € fiir alle n > N.

Aufgabe 38. Sei
n
=3
i=1

fir ein ¢ € R mit 0 < a < 1. Damit ist z.B.

X1 = a
_ 2
o = a—+a
xr3 = a+a2+a3

Gehen Sie wie folgt vor, um den Grenzwert dieser Folge zu berechnen:
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e Zeigen Sie, dass

n+1
axr, = E a'
i=2
o Berechnen Sie die Differenz
axy, — Tnp

und stellen Sie das Ergebnis ohne Summenzeichen dar.

¢ Klammern Sie in obigem Ausdruck x,, aus und berechnen Sie damit

lim z,.
n—oo

Losung von Aufgabe 38.
n
ar, = aZai
i=1
n
= Zaai
i=1
n
_ Zai-u
i=1

n+1
- S
=2
n+1 n

ar, — T, = g az—g a’
i=2 i=1

= "t g

tp(a—1) = a"t —a

Tn =

lim z, =
n—o0o 1—a

Aufgabe 39. Berechnen Sie zu jeder der nachfolgend gegebenen Folgen z,, und
Funktionen f(z) den Grenzwert der Folge f(x,). Skizzieren Sie erforder-
lichenfalls die Folge x,, und die Funktion f(x) und vereinfachen Sie den



9 FOLGEN

Funktionsterm fiir f(z,,). Ein Beweis ist nicht erforderlich.

T, = 1/n, f(z) = cos(m —x)
Tp = n+1/2, f(x) = cos(mx)
Tp = n+1, f(x) = cos(mz)
1
o= T f@) = tan(a)
nmw —3
. f(@) = tan(a)
(= B z+1 fallsz>0
Tn = n+1’ flz) = 20 —1 fallsz <0
_(=)n _f —z+1 fallsz >0
Tn = n+1’ fz) = 20 +1 fallsz <0

Losung von Aufgabe 39.

Tn = 1/n
f(x) = cos(m—x)
flxz,) = cos(m—1/n)
nlgréo cos(m—1/n) = cos(m)
= -1
T, = mn+1/2
f(z) = cos(mzx)
flz) = cos(mxy,)
= cos(m(n+1/2))
= cos(nm + 7/2)
= —sin(nn)
= 0
g S =0
r, = n-+1
flx) = cos(mz)
f(zn) = cos(mzy)
= cos(m(n+1))
= cos(nm+m)
= —cos(nn)
= (="
lim f(z,) existiert nicht

n—oo
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_ onm+1
In = 2n
@) = tan(x)
f(zp) = tan(n/2+1/(2n))
A (o) = —ec
_ nm—3
In = 2n
f(x) tan(z)
flz,) = tan(x/2—3/(2n))
aigh flom) = o0
L, o
n+1
z+1 fallsz >0
f@) = {Qx—l falls z < 0

Flan) = z,+1 fallsz, >0
no 2z, —1 fallsz, <0

B (=D)"/(n+1)+1 falls n gerade
- 2(=1)"/(n+1)—1 falls n ungerade

hat keinen Grenzwert

(="

n n+1
F(x) —x+1 fallsxz>0
z 20 +1 fallsz <0

2z, +1 fallsx, <0

n+1)+1 falls n gerade
2 /(n+1)+1 falls n ungerade

{ -z, +1 fallsz, >0
1.

Aufgabe 40. Die Folge
Tn=1/In(n+1)

konvergiert gegen 0. Es muss also fiir jedes € > 0 ein N existieren, so dass
fir alle n > N gilt |z, | < €. Finden Sie solch ein N fiir beliebiges £ > 0.
Losung von Aufgabe 40. Die Folge
Tn=1/In(n+1)

ist streng monoton fallend. Es geniigt daher, ein N zu finden mit |ay| < .
Aufgrund der Monotonie ist damit garantiert, dass auch |x,| < e fir alle
n > N. Da x,, immer grofier Null ist, ist

lzn] < e
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dquivalent zu

rnN < E.
Auflésen nach N ergibt
1 < €
In(N +1)
1
- < In(N+1)
€

/e <« N4+1

Damit kann man z.B.

wéahlen.

Aufgabe 41. Sei z € N — R eine Folge und f € R — R eine Funktion. Dann
ist die Komposition
foreN—=R

wieder eine Folge mit den Gliedern
f(xl)7 f(l'2), f(xg,), ..

Sei nun konkret z, = 1 + 1/n. Dann konvergiert x,, gegen 1 fir n ge-
gen unendlich. Untersuchen Sie, ob auch die Folge f(z,) konvergiert, und
falls ja wogegen, fiir folgende Funktionen f. Eine begriindete Vermutung
geniigt, ein Beweis ist nicht verlangt:

f(x) =sin(z), f(x)=e", f(z)=1/(x-1), f(z)=sin(l/(z—1)).
Hinweis: Falls f(z) = 22 ist

flan) = (1+1/n)%

Losung von Aufgabe 41.
e f(x) = sin(z). Dann ist
f(zyn) =sin(l 4+ 1/n).
Damit konvergiert f(z,) gegen sin(1).

e f(x) =€". Dann ist
flan) = et*m

Die Folge konvergiert gegen e.
e f(z) =1/(x —1). Dann ist
flan) = 1/(0+1/n—-1)
= 1/(1/n)

n

Die Folge ist bestimmt divergent mit uneigentlichem Grenzwert oo.
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o f(z) =sin(1/(x —1)). Dann ist

) = sin(1/(1+1/n—1))
= sin(1/(1/n))

= sin(n)

Die Folge ist unbestimmt divergent.

Aufgabe 42. Seien z,,,y, Nullfolgen. Welche der folgenden Folgen sind dann
garantiert auch Nullfolgen?

x .
Tn+Yny Tn—Yn, Tnln, J’ sm(mn), COS(l‘n), e’
n

Welche dieser Folgen sind garantiert keine Nullfolgen? Von welchen Folgen
kann man dies nicht allgemein sagen? Begriindung ist nicht erforderlich.

Losung von Aufgabe 42. Nullfolgen sind mit Sicherheit
Tn +Yn, Tn —Yn, TnYn, Sin($n)-

Garantiert keine Nullfolgen sind

Tn

cos(zy,), e

da diese Folgen gegen 1 konvergieren. Bei der Folge
Tn
Yn

kommt es darauf an, ob Zahler oder Nenner schneller gegen Null konver-
giert.
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10 Grenzwert von Funktionen

Aufgabe 43. Sei f € R — R definiert durch

1 fallszeQ
@)= { 0 fallsz € Q.

Versuchen Sie, die Funktion grafisch darzustellen. Zeigen Sie, dass f an
der Stelle £ = 1 keinen Grenzwert besitzt. Gibt es iiberhaupt eine Zahl
Z € R so dass f einen Grenzwert bei & hat?

L6sung von Aufgabe 43. f hat an der Stelle & = 1 keinen Grenzwert, da es
zwei Folgen von x-Werten gibt, fiir die die zugehérigen Folgen der Funk-
tionswerte gegen unterschiedliche Grenzwerte konvergieren. Sei

x, = 141/n

¥, = l+7/n

n

Offensichtlich gilt x, — 1, z;, — 1 und fiir alle n € N gilt z,, # 1 und
x), # 1. Da x, € Q und 2}, ¢ Q fiir alle n, erhdlt man fur die zugehorigen
Folgen der Funktionswerte

Somit gilt

Aufgabe 44. Berechnen Sie

i%xsm(l/x).

Losung von Aufgabe 44. Da sin(1/x) fir jedes © # 0 zwischen —1 und 1
liegt und x gegen Null geht, gilt
lim zsin(1/z) = 0.

z—0

Aufgabe 45. Besitzen die folgenden Funktionen einen Grenzwert bei 27 Wenn
Sie unsicher sind, dann zeichnen Sie die Funktionen zunéchst in der Néhe
von Z.

e fER R,

_J In(z)/z firz>0
flz) = { 0 firz <0

fir £ =0 bzw. fir £ = —1.
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e« fER—-R,

@) = { zln(z) firz >0

0 fur x <0
fiir £ =0 bzw. fiir £ = —1.

e fER R, f(z) = el fir 2 =0.

fERN\{0} =R, f(z) = el®l/x fiir 2 = 0.

feRN\{0} = R, f(x) =e"/|z| fir & =0.

FER\{1} =R, f(z)=(2>-1)/(z —1) und £ = 1.

Losung von Aufgabe 45.

e fER—R,
_ In(z)/x furz >0
f@) = { 0  firz<0
hat an der Stelle Z = 0 keinen Grenzwert aber an der Stelle Z = —1
den Grenzwert 0.
e fER—-R
| zln(r) firz>0
f(m>_{ 0 firz<0
hat an der Stelle £ = 0 und an der Stelle £ = —1 den Grenzwert 0.

e fER =R, f(z) = el hat an der Stelle # = 0 den Grenzwert 1.

o f€R\{0} = R, f(x) = el*l/2 hat an der Stelle & = 0 keinen
Grenzwert.

o feR\{0} = R, f(z) = €*/|z| hat an der Stelle & = 0 den unei-
gentlichen Grenzwert oo.

e fER\{1} =R, f(z) = (22 —1)/(x — 1) hat an der Stelle # = 1 den
Grenzwert 2. Dies erkennt man daran dass

2?2 -1

z—1

(¢ =1+ 1)

z—1
= z+1.

flz) =
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11 Stetigkeit

Aufgabe 46. Definieren Sie eine Funktion f € R — R, die an der Stelle & = 2
einen Grenzwert hat, dort aber nicht stetig ist. Zeichnen Sie eine Skizze
dieser Funktion in der Nahe von Z.

Losung von Aufgabe 46.

| 0 fallsxz#2
f(z)_{l falls z = 2

Aufgabe 47. Finden Sie eine Zahl a € R so dass die Funktion

[ (z—a)? fallsz <2
f(x)—{ 22+5 fallsz > 2

auf ganz R stetig ist. Gibt es mehrere Moglichkeiten?

Losung von Aufgabe 47. Offensichtlich ist f flir beliebiges a iiberall stetig
auBer bei & = 2. Damit f auch an der Stelle & = 2 stetig ist, muss der
linksseitige und rechtsseitige Grenzwert tibereinstimmen. Allgemein erhélt
man links- uind rechtsseitigen Grenzwert durch

lim(z —a)? = (2—a)?
r—2
lim vz2+5 = 3.
r—2
Folglich muss
(2—a)?=3

sein, d.h. a = 2+ /3 oder a = 2 — /3.

Aufgabe 48. Gegeben ist die Funktion

|9 — 3x|/(x —3) firz#3
f(x):{ 0 firz=3

Welche der folgenden Grenzwerte existieren und welchen Wert haben Sie?
lim f(z),  lim f(2)

Ist f stetig an der Stelle x = 37 Hinweis: Versuchen Sie zunéchst, den
Funktionsterm von f durch eine weitere Fallunterscheidung zu vereinfa-
chen.

Losung von Aufgabe 48. Die Funktion f(z) 1t sich etwas einfacher schrei-

ben durch
3 fallsx >3
flz)=9 =3 fallsz <3
0 fallsx=3
Damit erhilt man
lim f(z) = -3
lim f(z) = nicht definiert.

z—3
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12 Ableitung

Aufgabe 49. Berechnen Sie die Ableitung von
f(z) = tan(tan(z)).

Losung von Aufgabe 49.

sin(z) )’

cos(x)

tan’(z) = (

cos(x) cos(z) — sin(z)(— sin(z))

cos?(x)
cos?(x) + sin?(x)
cos?(x)
1
cos?(x)’

Mit der Kettenregel folgt

1 1
cos?(z) cos2(tan(z))’

fl@) =

Aufgabe 50. Zeigen Sie, dass fiir die Ableitung der Funktion
feRT 5 R, f(x) =In(z)

gilt
f(x)=1/z.

Gehen Sie wie folgt vor: Die Ableitung der e-Funktion darf als bekannt
vorausgesetzt werden. Da die e-Funktion die Umkehrfunktion der In Funk-
tion ist, gilt

e/ @) = g fiir alle z € R,

Leiten Sie beide Seiten nach x ab und lésen Sie die Gleichung nach f’ auf.

Losung von Aufgabe 50. Ableiten von beiden Seiten der Gleichung
ef@ — 4
ergibt unter Verwendung der Kettenregel
eF@ () = 1.
Da e™(®) = z fir alle z € Rt folgt
xf'(z) = 1.
Auflésen nach f'(z) ergibt
fw) =

,1,‘.
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Aufgabe 51. In der Vorlesung wurde die Summenregel und die Kettenregel
der Differentialrechnung hergeleitet. Gehen Sie dhnlich vor, um die Ablei-
tungsregel fiir konstante Faktoren

(cf(x)) =cf'(z)

herzuleiten.

Losung von Aufgabe 51.
¢ f(a +dz) = c ()

(cf@)" = -
_ clf(atdr) - f(@))
dz
- o(flein=se)
dz
= cf'(2).

Aufgabe 52. In der Signalverarbeitung besteht eine wichtige Operation darin,
ein Signal f(t) um einen Betrag # zu verzogern bzw. “nach rechts” zu
verschieben. Die so verschobene Funktion wird mit h(t) bezeichnet. Wie
Sie wissen, gilt

nt) = ft—1).

o Verifizieren Sie dies am Beispiel f(t) = t? und ¢ = 2. Zeichnen Sie die
Funktion f(¢) und verschieben Sie sie zeichnerisch um 2 nach rechts.
Sei die so entstandene Funktion h(t). Priifen Sie fiir die Werte ¢ = 0,
t =2 und t = —1, dass tatsichlich h(t) = f(¢t — 2) indem Sie die
Funktionswerte ausrechnen und einzeichnen.

e Seinun f(t) wieder eine beliebige Funktion. Finden Sie eine Funktion
g(t) so dass

fE=2) = (fog)®).

fir alle ¢t. Die Verschiebung um 2 soll also durch eine Funktionskom-
position mit einer Funktion g bewerkstelligt werden. Die verschobene
Funktion ist damit

fog.

e Es soll nun gezeigt werden, dass es egal ist, ob man eine Funktion f
zuerst ableitet und dann um 2 verschiebt oder ob man zuerst f um 2
verschiebt und dann ableitet. Machen Sie sich dies an Threm Bild klar,
indem Sie die Ableitung von f und h einzeichnen. Stellen Sie diese
Aussage dann fiir beliebiges f als Gleichung auf und beweisen Sie
diese. Sie benotigen hierfir lediglich die Kettenregel der Ableitung.
Diese Eigenschaft der Ableitung heifit Zeitinvarianz.

Losung von Aufgabe 52. Aus
fE=2) = [flg(®)
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folgt

g(t) = t—2.

Wenn man f zuerst ableitet und dann verschiebt, erhilt man f/ um 2
verschoben, d.h.

flog.
Wenn man f zuerst verschiebt und dann ableitet, erhélt man
(fog)
Zu zeigen ist also
(feg)t) = (fog)(t)
fir alle ¢. Da ¢’(t) = 1 folgt mit der Kettenregel
(fog)t) = [flg®)
= flg(t)d'(t)
~ ft-2

= [(g(®)
(f"og)(®).

Kompakt liele sich das auch ausdriicken durch

fE=2) = f{t-2)
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13 Tangente

Aufgabe 53. Berechnen Sie die Linearisierung der Funktion
f(@) = eV

im Punkt z = 4.

Losung von Aufgabe 53. Ableitung.

Einsetzen.
@) = e
1@ = 3¢
Linearisierung.
lz) = e+ —e*(x—4)
= iezx

Aufgabe 54. Fiir beliebige Funktionen f, g und Zahlen a sind die Funktionen
af und f + g definiert durch
(af)(z) = af(x)
(f+9)=@) = flz)+g()
Seien £f(x),ly(x), loy(x), {stq(x) Linearisierungen der Funktionen f(x),
g(x), (af)(z), (f + g)(x) im Punkt &. Zeigen Sie, dass
lap(x) = alf(z)
liig(x) = Lf(z)+Ly(x).
Hinweis: Berechnen Sie die Linearisierungen von af(x) und (f + g)(x)

im Punkt & unter Verwendung der Ableitungsregeln und vereinfachen Sie
dann.

Losung von Aufgabe 54. Ableitungen.

(af)(z) = af'(z)
(f+9)'(x) = flx)+d'(x).
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Linearisierungen

lay()

lrig(z) =

(af)(@) + (af) (2)(z — )

Q
~~
=

>
N—

+
~
—

2>
=

&

|
>
N—
S—

[
= =
= =
S

Aufgabe 55. Berechnen Sie die Linearisierung folgender Funktionen im Punkt

T=-1

= sin(z?)

= In(l—2)
z+3
2¢ —1

sin(1)

2x cos(x)

—2cos(1)

1) + (=D + 1)
sin(1) — 2 cos(1)(z + 1)

= —0.239 - 1.08z

~
2
—~
|
—_
N NN NG
Il

In(2)

1/(z—1)

~1/2

FED+ S 1)+ 1)
In(2) —1/2(x + 1)

0.193 — 0.5z
—2/3
T

(22 —1)2
~7/9

fED+ (=)@ +1)
—2/3—7/9(z + 1)
—1.44 — 0.778x
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14 Taylor Polynome

Aufgabe 56. Sei
px) = ag+ai(z—1)+ay(z—1)7+...+ap(z—1)"

das Taylor Polynom vom Grad n von

zum Entwicklungspunkt & = 1. Berechnen Sie eine allgemeine Formel fiir
den Koeffizienten a; fir i =0,...,n.

Losung von Aufgabe 56. Aus

1
flz) = s
= e—ﬂf
folgt durch ableiten
fll@) = —e°
f//(x — e—T
f///($ — _e®

bzw. allgemein

Auswerten bei & = 1 ergibt
) = (=1

Damit ist der i-te Koeffizient des Taylor Polynoms

370 (@)
(1)

ile

Q;

Aufgabe 57. Berechnen Sie das Taylor p(x) Polynom vom Grad 2 der Funktion
@) = sin(e?)
zum Entwicklungspunkt # = 1. Wéhlen Sie als Abkiirzungen

s = sin(e)

¢ = cos(e).

Sie miissen das Polynom nicht ausmultiplizieren.
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Losung von Aufgabe 57.
f@) = sin(e?)
fl(x) = e"cos(e)
f(x) = e"cos(e”) + e”e”(—sin(e"))
= e”(cos(e”) — e” sin(e”))

J1) = sin(e)

f'(1) = ecos(e)
f’(1) = e(cos(e) — esin(e))
p(r) = s+ec(z—1)+ %(ec —e%s)(x —1)2

Aufgabe 58. Zeigen Sie, dass fiir grofle n € N gilt

1 n
(1+) ~ e
n

Wenn man auf beiden Seiten logarithmiert, vereinfacht sich das Problem

zu dem Beweis, dass
1 n
ln[<1+> ] ~ 1.
n

Verwenden Sie hierfiir die Taylorreihe der In-Funktion zum Entwicklungs-
punkt & = 1:

> (_1)k+1
In(z) = ZT(Z‘ -DF firo<z <2
k=1

Losung von Aufgabe 58. Fir n € N gilt
1
0<1+—-<2

n
und damit

SCHNEE G

S AN (R

k=1
e (_1)k+1 1
=
k=1
- i (71)k‘+1 1
- — nk—1
_ 1 1 1 1
o 2n  3n?  4n3
— 1 firn— co.
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Aufgabe 59. Berechnen Sie das Taylor Polynom vom Grad n der Funktion
f(z) = In(z) zum Entwicklungspunkt & = 1.

Losung von Aufgabe 59. Fiir die Ableitungen von f(z) = In(z) erhélt man

fP@) = 1)z
fPe) = —1/a?
O@) = 2/a°
fP@) = —6/at
O () 24 /2°
f @) = ()76 -1
Fiir den Entwicklungspunkt & = 1 gilt somit
f(&) 0
FD(z) (- —-1)!  i=1,2,...

Damit ist das Taylor Polynom vom Grad n

nr) (3 .

i=1

p(x)

~ (=1) 16— 1)
Z( ) (- 1)

(@ — 1)’

i=1

=1

Aufgabe 60. Berechnen Sie das Taylor Polynom p(z) vom Grad 2 von
f(z)

zum Entwicklungspunkt # = In(x). Bringen Sie das Polynom auf die Form

cos(e”)

ax® +bx + ¢

p(x)

und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

Losung von Aufgabe 60. Ableitungen.

f'(z)
f(x)

—e” sin(e”)
—e”sin(e”) — e®e” cos(e”))

—e”(sin(e”) + e” cos(e”)).
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Auswerten bei & = In(w).

f@ = -1
(&) = —mnsin(nm)
= 0
(@) = —n(mcos(r))
Taylor Polyom
p(z) = —1+l772(x—1n(7r))2

2

= —1+ 5 (@ = 22n(r) +In(7)?)

7.(.2

1
= —2? —7m?In(n)x + §7r2 In(7)? — 1.

2

Damit ist
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15 Integral

Aufgabe 61. Sei f(t) =0 fur t & [a, b]. Zeigen Sie, dass dann

/_O; fydt = /abf(t)dt

Hinweis: Zerlegen Sie den Integrationsbereich —oc ... 0o in die 3 Intervalle
—0...a,a...bund b...0

Losung von Aufgabe 61.

/Zf(t)dt _ / £t dt+/f dt+/ £(t)
/ Odt+/f dt+/ 0dt
- /Gf(t)dt

Aufgabe 62. Zeigen Sie, dass fiir eine beliebige Funktionen f gilt

/_Z f(=x)dx = /_Z f(z)dz

Losung von Aufgabe 62. Mit Substitution

u = -
du

= -1
dz

dr = —du

gilt

| stas = [ s
_ —[.o_oof(u)du

/_Zf(u)du

/_Z f(x)dz

Im letzten Schritt wurde nur die Integrationsvariable umbenannt. Dies ent-
spricht einer weiteren Substitution x = w. Man héitte den Beweis auch so
fithren konnen. Sei F'(x) eine Stammfunktion von f(z). Dann ist —F(—x)
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eine Stammfunktion von f(—z).

Folglich ist

| renie = e,
= —(F(=00) — F(0))
= F(o0)— F(—0)
[ f@is = (@),
= F(o00) — F(—)
Aufgabe 63. Berechnen Sie
61/sin(:c)
dx.

/ tan(z

)(1 — cos?(z))

Losung von Aufgabe 63. Zunichst wird der Integrand vereinfacht.

61/ sin(z)

COS(I)GI/ sin(z)

tan(z)(1 — cos?(zx))

sin(x) sin?(x)

COS(ZL’)GI/ sin(z)

sin®(z)
Substitution
1 . -1
vo= sin(x) = sin(@)
du . B cos(x)
o= —sin(x) ZCOS(x):_SiHZ(x)
_ gin?
g o= @),
cos(z)
Damit ist
[l et st
sin®(z) - sin®(z)  cos()
_ / e
- sin(x)

Partielle Integration.

- / uedu

—/ue“du.
— (ue“ - /e“du)

—ue" + e
e“(1 —u).
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Ricksubstitution.

. 1
eu(l _ u) — 61/ sin(x) (1 _ )

sin(x)

el/sin(w)Sin($> -1
sin(x)
e/ sn(@) (sin(z) — 1)
sin(z) '

Aufgabe 64. Berechnen Sie den Inhalt der Fldche unter der Funktion
1
f(z) = ﬁ
fiir  zwischen 0 und 2. Ist der Flicheninhalt iberhaupt endlich? Da f(0)
nicht definiert ist, muss man wie folgt vorgehen: Man berechnet zunéchst
flir beliebiges € > 0

F. = /: f(z)dx

und fithrt dann den Grenziibergang

F = lim F,
e—=0
durch.
f(x)
2 —_+
1 —_+
1 1 1 z
€ 1 2
Losung von Aufgabe 64.
2
1
F. = —dx

. VE

2
/ 22y
I

= 2 {xl/Q]z

- 2(f—\/5)
F = limF

e—0

= 2V2
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Aufgabe 65. Berechnen Sie die geometrische Flache zwischen der Funktion

f(z) = wsin(z),

und der z-Achse zwischen 0 und 27. (Die Fliche unter der z-Achse soll
also positiv gerechnet werden.)

Losung von Aufgabe 65. Fiir « zwischen 0 und 7 ist f(x) positiv, zwischen
m und 27 negativ. Folglich ist die Flidche

T 27
A = /Of(x)dx— f(x)dx.

T

Durch partielle Integration erhélt man eine Stammfunktion
F(z) = sin(z) — x cos(z).

Damit ist

A = [sin(x) — zcos(x)]§ — [sin(z) — x cos(z))*™
= sin(m) — 7 cos(m) — sin(0) + 0 cos(0)
—(sin(2m) — 27 cos(2m) — sin(7) + 7 cos(m))
= 7m—(-2r—m)
4.

Aufgabe 66. Berechnen Sie eine Stammfunktion von
f@) = VEeos(va).

Hinweis: Der Rechenweg ist relativ lang.

Losung von Aufgabe 66. Substitution

du 1
dr 2z
dr = 2yxdu.

Damit ist
/ﬁcos(ﬁ)dm = /\/Ecos(u)Q\/Edu
= Q/xcos(u)du
= 2/u2 cos(u)du.
Partielle Integration.

/u2 cos(u)du = u?sin(u) — 2/usin(u)du
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Nochmal partielle Integration.
/usin(u)du = —ucos(u) — / — cos(u)du
= —ucos(u) + /cos(u)du

= —ucos(u) + sin(u).
Damit ist
/u2 cos(u)du = u?sin(u) — 2(—ucos(u) + sin(u))
= u?sin(u) + 2ucos(u) — 2sin(u)
/\/Ecos(\/zg)d:c = 2 / u? cos(u)du

= 2(u®sin(u) + 2ucos(u) — 2sin(u))
= 2u?sin(u) + 4u cos(u) — 4sin(u)

= 2xsin(vx) + 4v/x cos(v/x) — 4sin(v/x).
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16 Komplexe Zahlen

Aufgabe 67. Berechnen Sie alle Losungen z der Gleichung

z .
1 7
Losung von Aufgabe 67. Umformen ergibt
z = Jz+J
z(1-j) = J
L
L=y
EET)
2
B 1 n 1
- 2y

Aufgabe 68. Berechnen Sie den Betrag, sowie Real- und Imaginérteil von
z = (jej )10

und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

L6sung von Aufgabe 68.

(se’) "
_ 10,105
= (—1)(cos(10) + jsin(10))
= —cos(10) — jsin(10).
Damit ist
re(z) = —cos(10)
im(z) = —sin(10)
|z2] = +/cos(10)2 + sin(10)2
1.

Aufgabe 69. Berechnen Sie Real- und Imaginérteil von
Jj+1
el +1

Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie méoglich.
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Losung von Aufgabe 69.

el +1
Jj+1
cos(1) + jsin(1) +1
(14 7)(cos(1) +1 — jsin(1))
(cos(1) + 1)2 + sin?(1)
cos(1) + 1 — jsin(1) + jcos(1) 4+ j + sin(1)
cos2(1) + 2cos(1) + 1 + sin?(1)
cos(1) + sin(1) + 1 + j(cos(1) — sin(1) 4+ 1)
24 2cos(1)

Damit ist

cos(1) +sin(1) + 1
2+ 2cos(1)

cos(1) —sin(1) + 1
2+ 2cos(1)

re(z) =

im(z) =

Aufgabe 70. Berechnen Sie

Zeigen Sie dann, dass

fur kein t € R existiert.

L6sung von Aufgabe 70. Berechnung einer Stammfunktion.
/sin(u)e“du = /im(ej“)eudu
= /iIn(e“(j+1))du
= im/(e“(j+1))du

= im|-—— ! et
j+1
1—34 :

— im (2 j@u(]-‘,—l))

— ?ujm ((1 = j)(cos(u) + 7 sin(u)))
= ?(sin(u) — cos(u)).
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Damit ist

¢ ¢
/ sin(u)e*du = lim sin(u)e"du

oo T— o0 _T

= 3 Th_r)noo [e“(sin(u) — COS(U))]t—T

N % A0, ¢! (sin(t) — cos(t)) — e~ (sin(~T) — cos(~T))

1, ‘
= e (sin(t) — cos(t))

9] T
/ sin(u)e*du = lim sin(u)e"du
t

T—oo J

— %Tlgréc [e"(sin(u) — cos(u))]f

= % Tlgnoo el (sin(T) — cos(T)) — e!(sin(t) — cos(t)).

Dieser Grenzwert existiert nicht.

Aufgabe 71. Berechnen Sie alle Lésungen der Gleichung

2 = 467 7
L6sung von Aufgabe 71. Sei
z = rel®
zZ = redv.

Einsetzen in Gleichung ergibt

r3ei3? = 4ed™/Apemi®
r2eit? = 4ei™/4,
Daraus folgt
r? o= 4
r o= 2
dp = w/4+2km
o = 116+k%7r, k=0,1,2,3.

Die Losungen sind somit

z = 216k 1,2, 3.

Aufgabe 72. Zeigen Sie, dass
sin(x)
tan(z/2)

Verwenden Sie nicht die Additionstheoreme sondern komplexe Zahlen.
Hinweis: Erweitern Sie den Bruch mit

1 + cos(z).

ejf/Q + e*jz/Q

und wenden Sie eine binomische Formel an.



16 KOMPLEXE ZAHLEN 47

Losung von Aufgabe 72.

sin(x) _ sin(x) cos(z/2)
tan(xz/2) sin(z/2)
4Lj(ejm — e IT) (/2 4 e7IT/2)

2Lj(ejw/2 _ efjm/Q)

1 (e7® — e79%)(e7%/2 4 e 7%/2)
5 ej£/2 — e_j$/2

Erweitern mit
ejx/Q + e—jx/Z
liefert

1 (ejm _ e—jx)(ejz/Q + e—jz/2)2
9 (ejgc/2 _ e—jw/Q)(ejac/2 + e—jo:/2)

Im Nenner lisst sich die binomische Formel
(a—b)(a+bd) = a*—b?

anwenden. Damit erhélt man

% (e7® — e*;x) (fi_—i;f +e77%) %(2 + eIy i)
= 1+ cos(z).
Aufgabe 73. Die Funktion
feR—=R, f(z) = 2?
ist weder injektiv noch surjektiv. Ist die Erweiterung
feC—=C, f(z) =22

injektiv bzw. surjektiv? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung von Aufgabe 73. Die Funktion ist nicht injektiv, da auch fir kom-
plexe Zahlen z gilt

Die Funktion ist aber surjektiv. Sei y € C beliebig. Sei
y = rel?, reRr>0
die Darstellung von y in Polarkoordinaten. Dann gilt fiir

s = \/;ejso/2
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dass
flz) = 2
_ (\/;ejw/z)Q
= rel¥
= .

Somit existiert zu jedem y € C ein z € C mit f(z) = y.

Aufgabe 74. Berechnen Sie Real- und Imaginérteil von allen Losungen z der

Gleichung
(z+1)5 = T
Losung von Aufgabe 74. Sei
z24+1 = rel¥.
Dann ist
(rej“")5 = 7
el = 7
ro= V7
50 = 2kmw
w = 2km/5, k=0,1,2,3,4.
Damit ist
z + 1 — {3/?6]'2]671’/5
= V/Tcos(2kn/5) + jV/Tsin(2kn/5)
z = /Tcos(2kn/5) — 1+ j¥/7sin(2kn/5), k=0,1,2,3,4.

Aufgabe 75. Zeigen Sie, dass fiir jede komplexe Zahl z € C gilt

4 1
Jz| —
"] = oim(z)
L6sung von Aufgabe 75. Sei
z = a+jb.
Dann gilt
|€j2| — |ej(a+jb)|
= e
= e b
1
Toeb
1
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Aufgabe 76. Berechnen Sie

/ (cos(t))? dt

in dem Sie die Cosinusfunktion durch komplexe e-Funktionen darstellen.
Formen Sie das Ergebnis dann so weit um, bis keine komplexen Grofien

mehr darin auftreten.

Losung von Aufgabe 76.

/ (cos(t))? dt

/ <;(ejt + ejt))Q dt

1 /(ezjt +e” 2t 4 2edteIt)dt

1 ; ; t
Z /(62]t T e—2]t)dt+ 5
1 1 25t 1 —2j5t l
1 (Qje + _2je + 5
L e A W
25 \4 1 2
4t
2
+

t
1 sm(2t) 5

Aufgabe 77. Berechnen Sie alle Losungen z der Gleichung

= (1+5)"

L6sung von Aufgabe 77. Umrechnen in Polarkoordinaten.

Mit z = a + jb ist

e = (Ve

—  97/2,iTr/4

97/2p—im/4.

6a+jb

e®el?,

Damit die Gleichung erfiillt ist, miissen auf beiden Seiten die Betrage gleich
sein und die Winkel bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27 iiberein-

stimmen.

27/2
—n/4 + 2k, ke Z.
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Vereinfachen ergibt

a = In(27/?%)
7In(v2)
b = (2k—1/4)T.

Die Losungen sind somit

z = TIn(V2)+j2k—-1/2)7, keZ.

Aufgabe 78. Sei z € C\ {0} und
u =

ISIR RN

Zeigen Sie, dass |u| = 1 und der Winkel von u gleich dem Winkel von 22

ist.
Losung von Aufgabe 78. Sei
Dann ist

und

Damit ist |u| = 1. Weiterhin gilt
22 = el

so dass der Winkel von u und der Winkel von 22 beide gleich 2¢ sind.
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17 Partialbruchzerlegung

Aufgabe 79. Berechnen Sie eine Stammfunktion der Funktion

cos(z)(sin(x) + 2)
sin(z)2 — 2sin(z) + 1°

Hinweis: Substitution, Partialbruchzerlegung.

Losung von Aufgabe 79. Substitution

d d
u = sin(x), ﬁ =cos(z), dx= “

cos(z)’

/ cos(z)(sin(z) + 2) dr — /ui—i-?du

sin(z)? — 2sin(z) + 1 w? —2u+1

Faktorisierung des Nenners

u?—2u+1 = (u—1)>2
Partialbruchzerlegung
u—+2 _ c1 " C2
(w—12  u—1  (u—1)2
u+2 = calu—1)+c
= cu+c2—cl.
Koeffizientenvergleich
Cc1 = 1, Cy = 3.
Integration
u+2 1 3
= du = d
/u2_2u+1u /(u—1+(u—1)2> u
3
= In(lu—1|) - —2—
a(lu— 1) = = +C
= 1n(|sin(m)—1|)—$+6'
- sin(z) — 1 '

Aufgabe 80. Berechnen Sie eine Stammfunktion von

1
cos(x)

flz) =

im Intervall —7m/2 < x < /2. Verifizieren Sie Thr Ergebnis durch Ableiten.
Hinweis: Wenn Sie den Bruch zuerst mit cos(z) erweitern und ausnutzen,
dass

sin?(z) +cos?(z) = 1

ist, kénnen Sie mit der Substitution v = sin(z) komplexe Zahlen vermei-
den.
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Losung von Aufgabe 80.

1 _ cos(x)
cos(r)  cos?(x)
_ cos(x)
1 —sin®(2)’
Substitution.
u = sin(z)
d
ﬁ = cos(x)
1
dr = —
cos(x)
Damit ist

/ %dm - / ;Oi(zg cosl(;z:)du

1
= /1_u2du.

Partialbruchzerlegung.

1—u? = (1—u)(l+u)
1 B Ch Co
1—w?2 1—u+1+u

o Sepezialfall u =1 liefert Cy = 1/2.
o Sepezialfall u = —1 liefert Co = 1/2.

Damit ist

1 1 1 1
/1—u2du B 2/<l—u+1+u>du

= —(-Injl—ul+mnjl4+u))+C

= —(=In|l-sin(z)|+ In|l +sin(z)]) + C

(In(1 + sin(z)) — In(1 — sin(z))) + C

N~ N =N
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Probe durch Ableiten.
1 . . /
(2 (In(1 + sin(z)) — In(1 — sm(x))))
1 1 1
= 3 < cos(x) 7)(— COS(@))

1+ sin(x) 1 —sin(z

_ Cosz(m) <1 +slin(93) i _Slin(x)>

cos(z) (1 — sin(x)) + (1 + sin(z))

2 1 — sin?(x)
_ cos(x) 2
B 2 1 —sin®(z)
B cos(x)
-1 —sin®(z)
1

cos(z)’
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18 Vektoren

Aufgabe 81. Eine komplexe Zahl z € C kann als zweistelliger Vektor

° T ( fri(é)) )

interpretiert und als Pfeil in der komplexen Ebene dargestellt werden. Die
Seiten eines beliebigen Dreiecks kénnen durch Pfeile dargestellt und somit
durch komplexe Zahlen

71 = rel?t
Z9 = T2€J<P2

und z; — zo beschreiben werden, wobei rq, 79 > 0:

Der Satz des Pythagoras lésst sich nun wie folgt formulieren:

|21 + 22 = |21 — 2 genau dann wenn
p1— w2 = g + kmw

Beweisen Sie den Satz des Pythagoras indem Sie die erste Gleichung so
lang dquivalent umformen bis die zweite Gleichung dasteht. Sie brauchen
hierfiir u.a. die Gesetze fur komplexe Zahlen
|z? = 2z
z+zZ = 2re(z).
Losung von Aufgabe 81. Die Gleichung
|Zl‘2 + |Z2|2 = |z1— 2 2

wird wie folgt dquivalent umgeformt:

Tf + r% = \rlejm — roel®? |2

242 = (r1ed? —rpe?®?)(rieivr — rped®2)

r% + 7“3 — (T-lej(Pl _ rgejw)(rle*j“’l _ T2€7j%02)

r% + T% — ’I“f + 7"% _ rlrgej(tmﬂm) _ Tl'l"g€7j(tp17tp2)
0 = rlrz(ej(sﬁl—sﬁz) 4 e_j(Wl—@2))
0 = re(ej(%—saz))
0 = cos(p1—¢2)

Y1 —p2 = IJrk7r, kel

2
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Aufgabe 82. Beweisen Sie ausfiihrlich, dass fiir alle a, b € R und fiir alle 7 € R™
gilt
(a +b)T = aZ + bZ.
Sie diirfen dabei alle Gesetze der reellen Arithmetik verwenden — machen
Sie aber deutlich an welcher Stelle Sie diese benutzen.

Loésung von Aufgabe 82. Zu zeigen: Fiir alle a,b € R und fiir alle Z € R™
gilt
(a+b)Z = aZ + b
Seien a,b € R und & € R™ beliebig aber fest. Folglich existieren x; € R,

i=1,...,n so dass
1
7=
Tn
Damit gilt
T
(a+b)Z=(a+0)
Tn
(a+b)xy
= (Def. skalare Multiplikation)
(a+b)xy,
axry + bxy
= (Reelles Distributivgesetz)
ar, + bx,
ary bxy
= : + : (Def. Vektor Addition)
Ty, bz,
T T
=a +5b (Def. skalare Multipliation)
T T
= aZ + bZ.

Aufgabe 83. Sei

Berechnen Sie den Wert fiir ¢, fiir den ||¥/|]| minimal ist.

Losung von Aufgabe 83. Da die Euklidische Norm eines Vektors nie negativ
ist, ist es egal ob man die Extremstelle von ||#]| oder von ||7]|? berechnet.
Substitution
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ergibt
(%) = (5%)
- ()

7 = e+ v

2ue? — 2/u?

d o
%HUH

Da u # 0 kann man wie folgt umformen.

Que? — 2/u® = 0
te? -2 = 0
ule? = 1
W= 2
w = e /?

Riicksubstitution ergibt ¢ = —1/2.

Da die Funktion nur einen lokalen Extremwert hat und ||7]] — oo fir
t — 400, muss es sich um ein Minimum handeln.
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19 Skalarprodukt

Aufgabe 84. Stellen Sie den Term
ab+cd+ef

als Skalarprodukt von zwei Vektoren dar.

Losung von Aufgabe 84.

a b
ab+cd+ef = c |o| d
e f

Aufgabe 85. Seien dy,ds € R™ orthogonale und normierte Vektoren, und f €
R? — R™ durch
f(f) = 33161 + 3326?2

definiert. Zeigen Sie, dass dann
@)= 1I21]
fiir alle £ € R2. Sie diirfen alle in der Vorlesung bewiesenen Eigenschaften

des Skalarprodukts und der Euklidischen Norm verwenden.

Losung von Aufgabe 85. Seien a1, ds orthogonal und normiert. Sei & beliebig
aber fest. Dann gilt

@I = w1y + zoda|l

= \/(1'1(_1:1 + 1‘26_1:2) o (1'15:1 + 1‘26_1:2)

= \/.’E%(C_il o C_il) + .T%(C_iQ [¢] 62) + 2.’E1£C2(C_il (¢] 5;2)

_ /2 2
= r{ + 5

= [7].

Aufgabe 86. Beweisen Sie ausfiihrlich, dass wenn & und ¥ orthogonal sind,
auch aZ und by orthogonal sind fir beliebige a,b € R. Hinweis: Zwei
Vektoren sind orthogonal genau dann wenn ihr Skalarprodukt Null ist.

Loésung von Aufgabe 86. Seien Z,y € R™ orthogonal, d.h. Zo gy = 0 und
a,b € R. Dann ist

n
afoby = Z ax; by;
i=1

NE

= (ab) TiYi
i=1
= (ab)Zoy

= 0
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20 DMatrizen

Aufgabe 87. Beweisen Sie ausfiihrlich, dass
AZ+7y) = AZ+ Ay

Sie diirfen die Gesetze der Vektorrechnung verwenden.

L6sung von Aufgabe 87.
1+
AZ+y) = (d,...,dn) :
Tn + Yn
= (T +y)ar+...+ (Tn + Yn)ln
= x1d1 +y1d1 + ...+ Tpdy + Yndy

= $161++I7Lan+y161++yn6n

T Yn
— AZ+ A7

Aufgabe 88. Zeigen Sie, dass die Matrix Addition kommutativ ist.

Losung von Aufgabe 88. Seien A, B € R"*"™. Zu zeigen:

A+ B =B+ A.
aiq . QA1n b11 N bln
A+B = oo, +

Am1 -+ OGmn b1 oo bmm

aip +bir ... aip+bin

Am1 + bml <o Qmn + bmn

bi1+ain ... binta

bml +am1 ... bmn + Gmn

b11 e bln aiy e A1n
= | |+

S R Qm1 -+ OGmn
= B+ A

Aufgabe 89. Berechnen Sie
1 -2

(03 2) -3 4
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Losung von Aufgabe 89.

1 -2
(03 2) -3 4 |=(-7 16)
12

Aufgabe 90. Berechnen Sie
1 -2 1 0 1
30 1 2 -1 0
-3 1 2

Fiithren Sie die Berechnung zuerst nach der Regel “Zeile mal Spalte” durch
und danach unter Verwendung von Matrix-Vektor Multiplikationen.

L6sung von Aufgabe 90.
(12 1) g_i(l) _(7 4 3)
-3 01 31 9 -3 -2 -1

Aufgabe 91. Wie viele Multiplikationen von reellen Zahlen sind erforderlich
um das Produkt einer Matrix A € R™** und einer Matrix B € R**" zu
berechnen? Geben Sie eine kurze Begriindung.

Losung von Aufgabe 91. Die Ergebnismatrix besteht aus mn Komponenten.
Fiir jede Komponente ist das Skalarprodukt aus einer Zeile von A und einer
Spalten von B zu berechnen, was k Multiplikationen kostet. Insgesamt sind
somit kmn Multiplikationen erforderlich.

Aufgabe 92. Sei A € R™*", b € R™ und 7 eine Losung des LGS A¥ = b.
Zeigen Sie, dass dann

—.

{Z|AT=b} = {Z+7|AZ=0)}.

Hinweis: Uberlegen Sie sich zuniichst, wie die Gleichheit von Mengen de-
finiert ist. Anschaulich bedeutet dies, dass man die Menge aller Losun-
gen des LGS AZ = b dadurch berechnen kann, dass man eine Losung z
bestimmt und zu dieser die Losungen des zugehorigen homogenen LGS
A7 = 0 addiert.

Losung von Aufgabe 92. Es sind zwei Teilmengenbeziehungen zu zeigen.

o Zu zeigen:

(F|AZ=b} C {i+&|AT=0}

Sei
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d.h.

Zu zeigen:

d.h. es gibt einen Vektor & mit

Ty Z+ & und
AZ = 0.
Mit der Wahl
Ty = Tp—7=F
gilt
& = I+7
ATy = A —7)
= A%, — AT
= b—b
= 0.
Zu zeigen:
{f+Z|AZ =0} C {z|AZ
Sei

i € {Z+7|AT =0},

d.h. es gibt einen Vektor Ty so dass

&, = I+ % und
Az, = 0.
Zu zeigen:
&, € {ZF|AZ =10},
d.h.

Mit den Annahmen iiber &, gilt

Ay

|
=
8
+
S
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