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Ubungen zu Mathematik 2
mit Musterlosungen
Blatt 11

Aufgabe 1. Die lineare Funktion f € R? — R? ist dadurch definiert, dass
sie jeden Vektor # € R? am Koordinatenursprung spiegelt, siehe Bild
Bestimmen Sie die Matrix A so dass f(Z) = A7 fiir alle ¥ € R? und

berechnen Sie
3
()

durch Matrix Vektor Multiplikation.

Abbildung 1: f(Z) ist die Spiegelung von & am Koordinatenursprung.

Losung von Aufgabe 1. Zunéchst berechnet man die Bilder der kanonischen
Basisvektoren €7, €; von f.

(o) = (1)
(1) = (4)

Die Spalten der Matrix zu f sind die Bilder der kanonischen Basisvektoren,
d.h. mit
-1 0
=% )

F(@) = Az

gilt
fiir alle £ € R2. Damit ist
! 3\ [ -1 0 3\ [ -3
-1 o 0 -1 —1 B 1 ’

Aufgabe 2. Gegeben sei folgender Schwingkreis, der aus einem ohmschen Wi-
derstand R, einer Spule L und einem Kondensator C' besteht:



uc(t)

ur(t)

ug(t) \L °©

)

UL(t)

il
1
1
T

Fiir die Spannungen an den Bauteilen gilt

ur(t) = Ri(t)
uc(t) = q(t)/C
ur(t) = Li'(t).

wobei ¢(t) die Ladung des Kondensators ist. Weiterhin gilt i(t) = ¢(t).
Die Eingangsspannung sei

ug(t) = cos(wt).

Berechnen Sie eine partikulidre Losung fiir ¢(¢) in Abhéngigkeit von w.
Warum tritt bei diesem System nie Resonanz auf?

Losung von Aufgabe 2. Mit der Maschenregel gilt
q/C+ Rq + Lq" = cos(wt).
Reeller Ansatz

= Acos(wt) + Bsin(wt)
¢ = —Awsin(wt)+ Bw cos(wt)

" = —Aw?cos(wt) — Bw?sin(wt)

Einsetzen in DGL.

1
a(A cos(wt) + Bsin(wt))
+ R(—Awsin(wt) + Bw cos(wt))
+  L(—Aw? cos(wt) — Bw?sin(wt))
= cos(wt)
Koeffizientenvergleich
cos(wt)(A/C + BwR — Aw?L) + sin(wt)(B/C — AwR — Bw?L) = cos(wt)
A/C + BwR — AW’L = 1
B/C — AwR — BW?L = 0

Losen
A(1/C —w?L) + BuR =
B(1/C —w?L) — AwR = 0



Aus der zweiten Gleichung folgt
A = B(1/C —w?L)/(wR).

FEinsetzen in erste Gleichung gibt

B((1/C —w?L)*/(wR) +wR) = 1
B((1/C —w?L)* + (wR)?) = wR
B _ wR
(1/C —w?L)? + (wR)?
A = 1/C — w?L

(1/C —w?L)? + (wR)?’

Alternativ hiatte man die Aufgabe auch mit dem komplexen Ansatz

cos(wt) = % (e7! + e 7v1)
l6sen konnen. Fiir die rechte Seite
ri(t) = eIt
ist der Ansatz
q = ae!
G = ajue
¢/ = —aw?elvl.
Einsetzen:
1/Cae’*t + Rajwe’*t — Law?e?™t = vt
a(1/C + jwR —w?L) = 1
0 — 1

1/C + jwR — w?L
1/C — WL — jwR
(1/C —w2L)? + (wR)?’

Losung fiir rechte Seite ry(t) ist somit
¢ = aelt
Fiir die rechte Seite
ro(t) = e It

erhilt man analog die Losung

2 = 4.
Damit ist die Gesamtlésung
1
q = 5(611 + g2)
= re(q1)

= re 1/0 —wL - JwR cos(w ) sin(w
(6o o ot + sinte))
1/C — w?L wR

= Go -t wRE W T G T i

sin(wt)



Damit Resonanz auftritt, muss jw Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms

LN+ R\ +1/C

sein. Die Nullstellen sind

\ ~R+/R2—4LJC
1,2 = .
2L

)

Da R # 0 haben diese einen Realteil. Da w reell ist, ist jw rein imaginér
und damit kann jw keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms sein.

Aufgabe 3. Berechnen Sie eine partikulire Losung der DGL

y'+y = sin(z+1).
Losung von Aufgabe 3.
sin(z+1) = im(e@FD)
im(efed®).

Partikuldre Losung mit rechter Seite e7*. Da j Nullstelle des charakteri-
stischen Polynoms ist, liegt Resonanz vor. Ansatz daher

y = cxel”
y = cel® + cxjel”
y' = cje’® +cjel” — cxed®

c2jel® — cxel”.

Einsetzen.

2je’® — cxel® + cxe’® = eI

2je’® = €I

2j = 1

1

C =

2j

- _J
5

Partikuldre Losung ist damit
j jx
= —txelt.
Y 2

Partikuldre Losung fiir rechte Seite e/e/® ist somit

_ i e
Yy g e’”.



Partikulire Losung fiir rechte Seite im(e/e/®) ist somit

Yy im(—%ejxejr)

1 .
—Qxim(jej(“'l))

—%xim(j(cos(x +1) + jsin(z +1)))

1
= 3¢ cos(z + 1).

Aufgabe 4. Berechnen Sie eine partikuldre Losung der DGL
y' +y = e Tsin(2x).
Im Ergebnis diirfen keine komplexen Zahlen auftreten.

L6sung von Aufgabe 4.

e "sin(2z) = im(e ")

Sei
p o= —1+2j

Partikuldre Losung der komplexen DGL

y// +y = eHT
Ansatz
cet'®
y/ cpet®
y// _ C/J,2€'uz.
Einsetzen.
culeh® 4 cehT = ghe
e = 1
B 1
c = o)
B 1
o (-1+2j5)2+1
B 1
1—4j—-4+1
B 1
- =2(1+29)
1-25
T
—-1+25
- 10



Eine partikuldre Losung der komplexen DGL ist somit

yo = cet”
—1+2 (- 142))z
10
e*(lj
= 1o (=1 + 2j)(cos(2x) + j sin(2z)).

Eine partikuldre Losung der gegebenen DGL ist daher

yp = im(yc)
—T

= el—o(— sin(2zx) + 2 cos(2z)).

Aufgabe 5. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL
2

N €57))
Yy - el/y .

Losung von Aufgabe 5. Die DGL ist separierbar.

22dx

el 2
f/y2dy = /xdx.

Integration auf der linken Seite mit Substitution.

=N
<
\

1 d 1
U= —, —uz——Q, dy = —y*du.
y dy oy

Damit sind die Integrale

ey et
— dy = —/— —y?)du
/ y? )

1
/xzdx = §x3.

Man erhélt die Gleichung

1
e §x3+C’
1 x3
- = In(=—+C
Yy n(3 " )
y = 1
ln(g—i-C).



Aufgabe 6. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

2y+ 1)y = xzcos(x).

Losung von Aufgabe 6. Die DGL ist separierbar. Trennung der Variablen

ergibt
(2y+1)dy = xcos(x)dz.
Integration.
/(2y+1)dy = y+y

/xcos(x)dz = xsin(x) f/sin(as)dz = xsin(z) + cos(x).
Losen
y* +y = wsin(z) + cos(z) + C

y> +y — (zsin(z) +cos(z) +C) = 0

—14 /1 +4(zsin(z) + cos(z) + O)
Y2 = 5 .

Eine reelle Losungsfunktion existiert nur wenn

1+ 4(zsin(z) + cos(z) +C) > 0.

Aufgabe 7. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL
/ 1 x
y—(—+1l)y = e
x

Losung von Aufgabe 7. Berechnung der allgemeinen Lésung der homogenen
DGL.

1
y’—<+1>y =0
x
, 1
—+1)y
T

fir x > 0.

y =

1 1

—-dy = ( + 1) dx

Yy x

1 1

/fdy = / ( + 1)da¢

y x

Inlyl = In(z)+z+C dax>0
ly| = eln@Fe+C — Cpet = Kge® K>0
y = Kuxe®, K eR.



Variation der Konstanten. Ansatz

y = k(x)xe”
y = K(x)ze® + k(z)(e® + ze®).

Einsetzen in inhomogene DGL.

K (z)ze® + k(x)(e® + xe®) — (i + 1) k(z)xe® = €*
K'(z)ze® = €*

Kx)x = 1

(z) = %

= In(z)+C
da z > 0. Damit ist die allgemeine Losung der inhomogenen DGL

y = (n(x)+ C)ze

Aufgabe 8. Sei yp eine partikuldre Losung der DGL

Zaiy(i)(x) = r(z),
=0

wobei alle Koeffizienten a; reell sind und r(x) eine Funktion von R nach
C. Zeigen Sie, dass dann yp(z) eine Losung der DGL

Y ayW(@) = r()
i=0

ist.

Losung von Aufgabe 8. Sei

yp(z) = Yre(2) + jYim(2).
Dann ist
yp (@) = re(@) + (@)
= 4 )(:U) + jylm (a:) Summenregel der Ableitung
= yﬁ?(fﬂ) iyt (@)
(z)

= (hre(2) — jYim(z))?  Summenregel der Ableitung
——(



Einsetzen von yp(z) in die DGL ergibt

N (i) ~ G
Z aiyp () Z aiy})(w)
=0 i=0

= Z aiyg)(z) da aZ = @z wenn a reell
i=0

= Y aype) dam+m=z+a
1=0

= r(x).
Aufgabe 9. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL
zy' +y = In(x)
fir z € RT.

Losung von Aufgabe 9. Es handelt sich um eine lineare, inhomogene DGL
erster Ordnung. Allgemeine Losung der homogenen DGL

Y +y=0

durch Trennung der Variablen:

W
de 4
1 1
—dy = ——dz.
Y T
Stammfunktion auf beiden Seiten:
In(ly}) = —In(z|) +C.
Auflésen nach y:
ly| = e~ In(lz)+C
e~ In(z]) ,C
1
_ +
= eln(lx\)K’ KeR
_ K
||

Da in der Aufgabenstellung eine Losung fiir # € RT gesucht wird, ist
|z| = . Damit ist die allgemeine homogene Losung

K
yg = —, KEeR.
T

Durch Variation der Konstanten erhalt man den Ansatz
k(z)

T
;K@ — k)

Yy = 22



Einsetzen in die DGL:

/ J—
E(x)x — k(x) n k(x) = ()
x x
K(z) = In(z)
E(z) = zln(x)—z+C.
Einsetzen in den Ansatz:
zln(z) —x+C
y(z) = ( >l,

C
= In(z)-1+ p

Aufgabe 10. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL
, 1
y+-y = Vo
x
fiir x > 0.

L6sung von Aufgabe 10. Es handelt sich um eine lineare DGL. Losen der
homogenen DGL:

y+-y =0
1
y o= -y
x
1 1
—dy = ——dzx
Yy x
Inlyf = —lnz|+C
1
_ —In |z|4+C —Inlz| ,C _
Wl = e e nlele .
1
- K—, KeR"'
|z
1
y = K—
||

Da z > 0 erhélt man die allgemeine Lésung der homogenen DGL
1
y = K-, K eR.
x

Ansatz fiir die inhomogene DGL durch Variation der Konstanten:

10



Einsetze in inhomogene DGL

k’(x)% - k(x)% + %k‘(x)% = Vr
k'(z)% = g/
E(z) = 2
k(z) = %fﬁ+c
Damit ist die allgemeine Losung der inhomogenen DGL
y = k(m)% = (?w + c) et = %fﬁ + c%.

Aufgabe 11. Seien f,g € R — R. Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ gilt

[ tmge-nar = [ fa-ngmar
Die Existenz der Integrale darf vorausgesetzt werden.

Losung von Aufgabe 11. Umformen von

/vam@TmT

durch Substitution

uw = t—7
dp
bl |
dr
dr = —du

ergibt

[ = wean =~ [ g pd

o0 oo

[%f@—ub@ﬂu

F(t = T)g(r)dr
Aufgabe 12. Sei
fit) = at+b
eine Gerade und

/e fuir0<t<e
g(t) = { / T

0 sonst

fiir ein € > 0. Berechen Sie (f * g)(¢).

11



Losung von Aufgabe 12.

oo

(fxg)t) = f(t=7)g(r)dr

88

a(t —7) +b)g(T)dr

(at +b—at)g(T)dr

— 00
oo

I
\\8\
8

at +b)g(r)dr — /Z arg(T)dr
= (at+Db) /_OO g(T)dr _a/_jo Tg(T)dr
—

= at+b—g/ TdT
0

3

_ a 26
= at+b—2—€[7']0
a
= t+b— —e?
at + 256
= at+b—%5.

Aufgabe 13. Die Faltung f % g zweier Funktionen f,g ist definiert durch

(f * / F(r)glt - 7)dr

Sei f € R — R und ¢ € R. Die Funktion cf ist definiert durch

cf €eR =R, (cf)(t) =cf(t).

Zeigen Sie, dass dann gilt
(cf)*g=c(f*g).

L6sung von Aufgabe 13.

€hrg = [ enmte—rir
= /_OO cf(t)g(t — 7)dr
= ¢ h f(n)gt —7)dr
= (f *9).

Aufgabe 14. Berechnen Sie (o * o)(t).

12



Losung von Aufgabe 14.

(0x0)(t) =

Aufgabe 15. Sei

t falls0<t<1
F(#) { 0 sonst

g(t) = cos(t).
Berechnen Sie f x g.

Losung von Aufgabe 15.

(fro)t) = /OO F(r)glt - 7y

—0o0

= /01 Tcos(t — 7)dr
= —[rsin(t— 7))} - /0 1 —sin(t — 7)dT

= —(sin(t —1)) +/O sin(t — 7)dr
= —sin(t — 1) + [cos(t — T)](l)

= —sin(t —1) + cos(t — 1) — cos(t)

Aufgabe 16. Zeigen Sie, dass wenn

ft)=gt)=0 firt<0
gilt
/o:o F(rglt —r)dr = Ot F(r)g(t —7)dr
Sei
0 = a0 {7

Berechnen Sie (f * g)(%).

13



L6sung von Aufgabe 16. Sei
f)y=gt)y=0 firt<O.

Fiir 7 > tist t—7 < 0 und damit g(¢t—7) = 0. Folglich kann die Obergrenze
des Integrals auf ¢ abgesenkt werden.

/vamuT / F()g(t = 7)dr

Da f(7) = 0 fir 7 < 0 konnen Bereiche, wo 7 < 0 ist, aus dem Integral
eliminiert werden.

o Fiir t < 0 ist dies der gesamte Integrationsbereich und das Integral
ist Null. Damit gilt

/;f(r) t— ) /f gt —ydr = 0.

e Fiirt > 0 gilt

[;fUM@—T (/f ot — 7)d

In beiden Fallen ist somit

/;fUMUT t/f g(t — 7)d

Fiir die gegebenen Funktionen f, g gilt somit

(fra)t) = / F(r)g(t = )dr

/ o(r)e” ot — 7)etTdr

0

- /Ot o(r)o(t — T)etdr

e /Ota(r)a(t — 7)ar.

Fiir t < 0 ist 7 im gesamten Integrationsbereich negativ und o(7) = 0. In
diesem Fall ist das Integral Null.

Fiir ¢ > 0 ist im gesamten Integrationsbereich o(7) = o(t —7) = 1. Damit
ist

et/ota(r)a(t—r)dr - a(t)et/otldT
= o(t)te'.

Aufgabe 17. Sei

1 firo<t<1
0 sonst

Berechnen Sie (f * g)(¢).

14



Losung von Aufgabe 17.

(Frg)(t) = / F(r)gt — r)dr
1

= /0 g(t —7)dr

/01(1 —(t—T))dr

1
= / (1 —t2+2t7—7'2)d7'
0

1

1
|:’T — P r4tr2— =3

3 0
11—t +t—1/3

= >4 t42.

Aufgabe 18. Sei f(t) die Stromstéirke des Neckars in Horkheim und h(t) die
Stromstérke in Heilbronn in Liter pro Sekunde. Die Stromungsgeschwin-
digkeit im Neckar ist in der Mitte hoher als am Rand so dass sich das
Wasser unterwegs verteilt. Von einem Liter Wasser, das Horkheim ver-
lasst, kommt ein in Anteil G(¢) in weniger als ¢ Sekunden in Heilbronn
an.

e Angenommen ein Teil des Wassers verdunstet unterwegs. Wie zeigt
sich das in der Funktion G(t)?

o Berechnen Sie h(t) in Abhéngigkeit von f(¢) und G(¢). Leiten Sie das
Ergebnis schrittweise her.

o Kann man nach diesem Schema auch f(¢) in Abhéngigkeit von h(t)
berechnen?

Losung von Aufgabe 18. Wenn ein Teil des Wassers unterwegs verdunstet,
d.h. nie ankommt, bedeutet das

lim G(t) < 1.

t—o00
Die Formel fiir h(t) kann man auf zwei Weisen herleiten.

¢ Herleitung mit Differentialen. Die Stromstérke zum Zeitpunkt 7 in
Horkheim ist f(7). In einem infinitesimal kurzem Zeitintervall der
Dauer dr um 7 herum flieen somit f(7)dr Liter. (Da d7 infinitesimal
kurz ist, d&ndert sich die Stromstérke in diesem Intervall nicht.) Von
diesem Wasser kommt der Teil bis zum Zeitpunkt ¢ in Heilbronn an,
der weniger als t—7 Sekunden unterwegs ist, d.h. G(t—7) f (7)dr Liter.
Um die gesamte Wassermenge zu erhalten, die bis zum Zeitpunkt ¢ in
Heilbronn eingetroffen ist, muss dies iiber alle Zeitpunkte 7 summiert
bzw. integriert werden. Man erhilt damit

/_00 Gt —7)f(r)dr
(G = f)(t)

H{(t)

15



Liter. Die Stromstérke ist die zeitliche Ableitung der Wassermenge,
d.h.

h(t) = %H(t)

d
- %[mG(t—T)f(T)dT
< d

= N ﬁG(t—T)f(T)dT

= [ ge-nstryar

= (f*9)()
Liter pro Sekunde.

Herleitung mit Diskretisierung. Sei
T = AT, 1E€Z

fiir ein kleines A7. Die Menge Wasser, die in [r;, ; + A7] Horkheim
verlassen hat, ist

Ti+AT
/ fl@)dxe = F(ri+ A7) — F(13).
Ti
Da A7 klein ist, kann ndherungsweise angenommen werden, dass die-
ses Wasser nicht verteilt tiber [r;, 7; + A7] geflossen ist sondern zum
Zeitpunkt 1;. Der Anteil dieses Wassers, der bis zum Zeitpunkt ¢ in
Heilbronn eingetroffen ist, d.h. weniger als ¢ — 7; Sekunden unterwegs
war, ist

F(r;i + A1) — F(7y)

Git—1)(F(r + A1) = F(1;)) = Gt—m) Ar

= Git—7)f(n)Ar

AT

fir infinitesimal kleines A7. Die Gesamtmenge Wasser, die bis zum
Zeitpunkt ¢ in Heilbronn eingetroffen ist, ist

Hl) = ‘Z G(t — ;) f(r;) A

Die Stromstéarke ist somit
d
= —H
M) = SH)
= g g(t — ;) f(7)AT.

Interpretiert man diese Summe als Summe von Rechtecken der Breite
A7 und Hoéhe g(t — 7;)f(7;), ergibt sich beim Grenziibergang die
Flache unter der Funktion g(t — 7) f(7). Damit ist

W = [ e-msear

— 00

= (fx9)®).
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Auf diese Weise kann man auch f(¢) in Abhingigkeit von h(t) berechnen.
Die Verweildauern G(t) sind dann allerdings fiir negative ¢ nicht Null, d.h.
es liegt ein nichtkausales System vor.
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