Heilbronn, den 12.12.2025 Prof. Dr. V. Stahl WS 25/26

Ubungen zu Mathematik 2
mit Musterlosungen
Blatt 12

Aufgabe 1. Nennen Sie eine lineare Funktion f € R — R, die nicht bijektiv
ist.

Losung von Aufgabe 1. Da sich jede lineare Funktion durch eine Matrix dar-
stellen lédsst, hat f die Form

f@) = az
fiir ein @ € R. Damit f nicht bijektiv ist, muss a = 0 sein. Somit ist
@) = o

Aufgabe 2. Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung

. <1+j)5
jz = .
z

Losung von Aufgabe 2. Umformen ergibt

. <1+j>5
jz =
z

g = (1+j)°
A 5
j26 _ (\/iej‘n'/él)
ejﬂ'/226 _ 25/2€j57'r/4
L6 95/2,i(57/4-7/2)
F6pibe  _  95/2,j3m/4
Daraus folgt
r — 95/12
3
6p = X4 okn
4
1 s
= = k—,k=0,1,2,3,4,5
%) 87r+ 3
5 —  95/12,5m(1/8+k/3)

Aufgabe 3. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL
Y x

2V 2eVE’

y +



L6sung von Aufgabe 3. Es handelt sich um eine lineare DGL erster Ord-
nung. Lésung der homogenen DGL

’ Yy _
W
Trennung der Variablen.
y/ _ Yy
2z
1 1
—-dy = —— 2 2z
Y 2
Inly = —z'2+C
= —Vz+C
ly| = e Ve

= KeV*, KeR"
y = Ke V" KEeR.

Variation der Konstanten. Ansatz:

y = k(x)e V"
1
N ¥ -z _ k ,\/5.
Vo= K@e - ke
Einsetzen in Ansatz
1 1 x
K’ -z _ k -z — A
(x)e N (x)e + NG (x)e 5ovE
K VT i
(@)e 2eVE
K(z) = =
2
T
k = —+4+C
(@) = T+
Damit ist
2
y(r) = (ZJFC) eV
B 22 +C
 4evE

Aufgabe 4. Die Faltung f * g zweier Funktionen f, g ist definiert durch
o0
(Fe9®) = [ st~ ryr
—o0

Sei f € R — R und ¢ € R. Die Funktion cf ist definiert durch

cf eER—=R, (cf)(t) =cf(t).
Zeigen Sie, dass dann gilt

(cf)*xg=c(f*g)



Losung von Aufgabe 4.

g = [ (et - 7ydr

— 00

= [ ermgte-nar

= / f(r)g(t —7)dr

= c(f*g)
Aufgabe 5. Seien f,g € R — R kausale Funktionen, d.h.
f(t)=g(t)=0 firallet <0.

e Zeigen Sie, dass f x g eine kausale Funktion ist.
e Zeigen Sie, dass (f * ¢)(0) = 0.

Losung von Aufgabe 5.

e Seien f,g € R — R kausal.

f*g)(t) = / f()g(t - 7)dr

/f

Fiir t < 0 integriert man iiber negative 7 und in diesem Bereich ist
f(7) = 0. Daher ist

(fxg)t) = 0 fiir alle ¢ < 0.

e Fiir t = 0 erstreckt sich das Integral

(f * o)t /f ot —7)d

nur iiber einen Punkt 7 = 0. Da f,g € R — R sind die Funktions-
werte endlich und somit ist die Flache Null, d.h.

(fxg)(0) = 0.
Aufgabe 6. Seie > 0 und
) = sin(t)
e fir0<t<e
9:(t) = { 0  sonst.

Berechnen Sie (f * g)(t). Berechnen Sie anschlieflend

lim (/5 6:) (1),



Losung von Aufgabe 6.

(f * ge)(t)

Umformen ergibt

(f * 92)(t)

| soue-nar

— 00

1 €
- / sin(t — 7)dr
€Jo

1 [cos(t — T)]g

[}

—(cos(t —€) — cos(t))

™

cos(t) — cos(t — 5).

9

Dieser Ausruck entspricht der negierten Sekantensteigung von cos(t) zwi-
schen t—e und t. Der Grenzwert ¢ — 0 ergibt somit die Tangentensteigung
an der Stelle t bzw. die Ableitung. Folglich ist

lim (7 0:)(1)

Aufgabe 7. Sei
ft)
g(t)

Berechnen Sie (f * g)(%).

—cos'(t) = sin(t).

= o(t)Vt

= o(t—1)t



Lésung von Aufgabe 7.
(rea® = [ st -ndr
= /Ooo VTo(t—7—1)(t —7)dr
= /OOO Vot —1—1)(t—7)dr
_ { /Otlﬁ(t—r)dr fallst —1>0
0

sonst

t—1
= o(t—1) / (Tl/Qt — 73/2>d7'
0

9 9 t—1

— -1 £, 3/2, £_5/2
o(t—1) [37’ t £7 .

2

= o(t—1) @(t — 1) - S - 1)5/2>

= o(t—1) <§(t —1)%/% — %(t —1)32(t — 1)>
— et -1t 1)3/2@75 _ %(t - 1)>

_ a(t—1)<t—1)3/2(f‘5t+§>

Aufgabe 8. Sei a < b und

F6) = olt)sin(t)
o= 1 fallsa<t<bd
g(t) = 0 sonst

= o(t—a)—o(t—D0).

Berechnen Sie (f * g)(t) und (f * g)’(¢).

Hinweis: Nutzen Sie die Eigenschaften der Faltung um die Berechnung zu
vereinfachen!

Losung von Aufgabe 8.

(fxo)(t) = U(t)/o sin(7)dr
= —o(t) [cos(T)];
= —o(t)(cos(t) — 1)
= o(t)(1 — cos(t)).
Mit der Zeitinvarianz erhélt man
(f*0,)(t) = o(t—a)(l—cos(t—a))
(f *op)(t) a(t —b)(1 — cos(t — b)).
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Mit der Linearitdt der Faltung erhélt man

frxg = fx(oa—o0)
f*x0a— fxoyp

= (f*U)a_(f*U)b'

Damit ist

(fxg)t) = (fxoa)(t) = (f*0u)(t)
= o(t—a)(l—cos(t—a))—o(t—">b)(1—cos(t—10))
0 fallst < a
= 1 —cos(t —a) falls t > aund t < b
cos(t —b) —cos(t —a) fallst > 0.

Fiir die Ableitung gilt
(f*g9) = [fxg.
Mit
g@t) = d(t—a)—d0(t—>b) = d.(t) —&(t),
dem neutralen Element und der Zeitinvarianz der Faltung erhélt man

(fxg")(t) = (fx38a)(t) = (f *d)(t)
= Ja(t) = fi(1)
= o(t—a)sin(t —a) — o(t — b) sin(t — b).

Aufgabe 9. Sei f(t) eine Funktion mit gegebener Stammfunktion F(t). Be-
rechnen Sie hiermit

(0 — o) * f.
Der Index f bedeutet hierbei die Verschiebung, d.h.
oit) = o(t—1).

Hinweis: Skizzieren Sie zunichst die Funktion o(t) — o;(t) fiir £ > 0 bzw.
£<0.

Losung von Aufgabe 9.
o Fiir £ >0 ist

- 1 firo<t<t
U(t)_o(t_t) - {0 sonst.i

und



o Fiirt <0 ist

o(t)—olt—) = {-4 fir t <t <0

0 sonst.

und

(e’ 0
/ (o(r) — o(r — D) f(t - )dr At%ﬁ@fﬂw

/0 - Py

In beiden Féllen kommt man somit zum gleichen Ergebnis

[ re=nar = —pe-ny
= —(F(t-#)-F()
= F(t)—-F(t—1).
Aufgabe 10.
e Sei
ft) = o)t
g(t) = ¢

Berechnen Sie (f * g)(t).

e Sei

Q) =t
g(t) = o(t)e.

Zeigen Sie, dass (f * ¢)(t) = —oo fiir alle ¢.

Losung von Aufgabe 10. o

(fxg)(t) = /00 o(r)re! " "dr



Aufgabe 11. Sei

Berechnen Sie (f * g)'(t).

Losung von Aufgabe 11.

Aufgabe 12. Sei

ff@) =
(f+9) ) =

) =

ge(t) = {

2 2
€ szt

0 sonst.

e Zeigen Sie, dass fiir jedes € > 0 gilt

/.

ge(t)dt = 1.

fir0<t<e



o Berechnen Sie (f * g-)(¢) fiir beliebiges € > 0.

e Berechnen Sie

lim (£ * g.) ().

Losung von Aufgabe 12.

= 2 ; (e —t)dt
= %[at—t2/2];
2 2 2
= 2 -¢/2)
= ;252/2
=1
Feg)t) = [ ft—n)g(rdr

= Z /E(t2 —2tT + 7'2)(1 —T1/e)dr
0

2 €
= g/ (t? = 2t1 + 72 — 27 ) + 2t72 Je — T3 /e)dr
0

= 27— o 4733 - 27 (2) 2075 (30) — 7 (42)]

2
= g(t2£ —te? + 33 —t2/2 + 2te? /3 — €3 /4)
= t* - 2tc/3+£%/6.

lim t? — 2te/3 +£2/6 = 2
e—0

Aufgabe 13. Anders als in der Vorlesung hitte man den Dirac Impuls auch
definieren kénnen als neutrales Element der Faltung, d.h. als Losung der
Gleichung

fxd = f.

Diese Gleichung hat analog zu 22 = —1 keine Losung in der Menge der

reellen Funktionen. Entsprechend zu j ist  somit “etwas Neues”. Die Fal-
tung wird nun so erweitert, dass alle Gesetze, die in der Vorlesung gezeigt
wurden, auch fiir § gelten. Ansonsten sei nichts tiber den d-Impuls bekannt.



e Zeigen Sie, dass hieraus folgt
t
/ o(r)ydr = o(t)
—o0

K 0; S(rydr = 1

€
/ o(rydr = 1 fiir allee >0 .

—€

Hinweis: Nutzen Sie aus, dass

(0% f)(t) = / f(r)dr

fir alle f und somit insbesondere auch fir f = 4.

o Zeigen Sie allgemein, dass

(f ; f(T)dT>/ )

(Differenzierbarkeit diirfen Sie voraussetzen.) Zeigen Sie, dass hieraus
und mit den o.g. Gleichungen iibertragen auf f = § folgt, dass

o = .

Losung von Aufgabe 13.

/_ o(r)ydr = (ox0)(t)

/OO §(r)dr = lim t 5(r)

oo t—o0 oo

= Aot

1
/_ i S(rydr = /_ ; 5(r)dr — _: 5(r)dr
o(e)

—a(—¢)
- 1-0
1.

e Sei F' eine Stammfunktion von f Und

Glt) = /_ ; F(r)dr.
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Dann ist

G(t + dt) — G(t)

¢ = dt
t+dt t
= % (/_ f(r)dr — /_ f(T)dT)
1t
= f(r)dr

dt J,
1 t+dt
= —[FO;

F(t+dt) — F(t)
dt

F'(t)

= f(®).

Im ersten Teil wurde gezeigt, dass

/_ ; S(r)dr = olt).

Folglich ist o(t) eine Stammfunktion von §(¢) und laut Definition von
Stammfunktionen

Aufgabe 14. Die T-periodische Fortsetzung h(t) einer Funktion f(t) ist defi-
niert durch

oo
ht) = > ft—kT).
k=—oc0
o Zeigen Sie, dass h(t) eine T-periodische Funktion ist, d.h.
ht+T) = h(t)

fur alle ¢.

e Der T-periodische Impulszug p(t) ist definiert durch

p(t) = > o(t—kT).

k=—oc0

Zeigen Sie unter Verwendung der Ausblendeigenschaft, dass

ht) = (fxp)d).
Faltung mit dem Impulszug bewirkt somit periodische Fortsetzung.

Losung von Aufgabe 14.
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o h(t) ist T-periodisch:

h(t+T) = i ft+T—EkT)

k=—o0

thf - 1)T)

k=—oc0

> f(t—kT)

k=—o0

= h(b).

¢ Faltung mit dem Impulszug bewirkt periodische Fortsetzung.
Gen® = [ 5=
/ f(r Z 5t —1—kT)dr

k——oo

= (D)6t — kT — 1)dr
k_z—:oo/

- F(t — kT)8(t — kT — 7)dr
kzoo/

= Ft—kT) [ 8t — KT —7)dr
k:—z—oo /

= Z f(t —kT)
k=—o00

= ()

Aufgabe 15. Sei

Berechnen Sie f*g. Hinweis: Losen Sie das Integral mit komplexen Zahlen.

L6sung von Aufgabe 15.

(fro)t) = [%f@fﬂﬂﬂw

/_OO o(t —7)cos(t — 7)o(7)sin(r)dr
= J(t)/o cos(t — 7) sin(7)dr.

12



Zunéchst wird der Integrand vereinfacht.

1, . . 1 . .
cos(t —7)sin(r) = =(eIT) 4 eI (&7 — ¢7IT)
2 2j
1 . . . .
— f(ejt _ e—gt + ej(t—27—) _ e—](t—2~r))
4

1
= Z(2j sin(t) + 27 sin(t — 27))
J

= %(sin(t) —sin(t — 27)).

Integrieren der Summanden {iber 7.

/0 sin(t)dr = sin(t)[r]}

= tsin(t)
t 17t
/ sin(t — 27)dr = [— cos(t — 27)—
0 -2,
1 t
= 3 [cos(t — 27)],
= %(cos(t — 2t) — cos(t))
= %(cos(—t) — cos(t))
= %(cos(t) — cos(t))
= 0.
Damit ist
(fxg)(t) = U(t)%tsin(t).
Aufgabe 16. Seien f, g Funktionen mit
ft) = 0 firt¢ o by
g(t) = 0 fiir t & [az, ba].
Zeigen Sie, dass
(f *g)(t) = 0 furt € [al + aq, by + bg]

Losung von Aufgabe 16. Aus der Annahme folgt, dass

(Fra)t) = [%fwma—ﬂm
b

= ' f(r)g(t —7)dr.

al

e Fall t > by 4+ bs. Im Integrationsbereich ist 7 < b; und damit
t — 7 > bs. Folglich ist

glt—=7) = 0

im gesamten Integrationsbereich.
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e Fall t < a; + ao. Im Integrationsbereich ist 7 > a7 und damit
t — T < aq. Folglich ist

glt=7) = 0
im gesamten Integrationsbereich.

Wenn daher ¢ € [a; + ag, by + bs] ist der Integrand im gesamten Integra-
tionsbereich Null und somit

b1
f(rgt—7)dr = 0.
ay
Aufgabe 17. Berechnen Sie die verallgemeinerte Ableitung von

f@®) = o(t—1)sin(t).

Priifuen Sie Ihr Ergebnis, indem Sie die Stammfunktion

/_too f(u)du

von f’(t) berechnen und mit f(¢) vergleichen.
Losung von Aufgabe 17.

f'(t) = 6&(t—1)sin(t) +o(t — 1) cos(t)
= 0(t—1)sin(l) + o(t — 1) cos(t).

Probe durch Integration.

[ f(uw)ydu = / (0(u — 1) sin(1) + o(u — 1) cos(u))du

— 00

= sin(1) /t §(u—1)du + /t o(u — 1) cos(u)du.

—0o0 — 00

Falls ¢ <1 erhalt man
t
sin(l)/ d(u—1)du = 0
t _
/ o(u—1)cos(u)du = 0.
Falls ¢t > 1 erhélt man

sin(1) /_too 0(u—1)du = sin(1)
/t o(u—1)cos(u)du = /j cos(u)du

[sin(u)]}

= sin(¢) — sin(1).

14



Damit ist
t
, - 0 falls t <1
/_Oo fu)du = { sin(1) +sin(t) —sin(1) falls ¢t > 1
= o(t—1)sin(¢).

Aufgabe 18. Sei

1
) = —

|t

e fir0<t<e
9:(t) = { 0  sonst.

o Berechnen Sie (f * g.)(t) fiir beliebiges € > 0. Achten Sie darauf,
dass man nicht iiber Unstetigkeitsstellen wegintegrieren darf. Das
Ergebnis ist aber trotzdem eine iiberall stetige Funktion.

e Zeigen Sie dann, dass

lim(f*g:)(t) = f(t).

e>0
Hinweis

lim 7vt+€_\/£ = i\/g
e—0 I dt

>0

Losung von Aufgabe 18.
(Fra0) = [ st=mguryar

- iA?ﬁ—ﬂm.

o Fir ¢ <0 und 7 € [0,¢] ist

t—71] = 17—t
fe-7) = ———
= [r—8"
é/o fEg=n)dr = %/O(T—t)_lhdr
= g[ T—1
€
= 2vemi- v
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o Fiirt>eund 7 €]0,¢] ist

t—7| = t—1
1
flt=7) = e
= [t-7"

1 [° 1 [¢
- _ - - Y2
€/0 ft—7)dr 5/0 (t—7)"2dr
1
€

MmN M| DN

[\/t -7 f)
(Vt—e— 1)
(Vt— Vit —e).

e Fir 0 <t <eund 7 € [0,¢] liegt eine Unstetigkeitsstelle von f im
Integrationsbereich. Das Integral muss daher aufgespalten werden.

(U

Substitution
u=t—7, dr=—du, T=1—u.
L semar = L[
-/ T)dr = -/ u)du
1 t
= f/ (u)du
€ Ji—e
1 A b
= - lim |u|™ /Qdu—i—/ lu| =2 du
€ 530 Jt—e a
1 —a t
= —lim (—u)_1/2du+/ w2 du
€ W20 Jt—e a
1 1 - 1 !
= - lim [(u)l/z] + [ul/ﬂ
€ 228 1/2 t—e 1/2 a
2 . ;—]—a t
= gl}g%_[ —u t—€+ [\/ﬂa
a>0
2
= gyino—(f—\/g—t)—i-\/%—\/&
a>0
2
= " lim —Va++Ve—t+Vt—+a
a>0
2
= g(\/ e—t+ \/E)
Damit ist

2fe(Ve—t—+/—t) firt<0
(fxgo)(t) = 2e(Vt—t—¢) firt>e
2e(\Je—t++t) fir0<t<e.
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Grenziibergang ¢ — 0.

o Fallt < 0.

ii_% 2/e(Ve—t—+/—t) = 2lim —M

o Fallt > e.

g%yav?—v%—s) _ gy VI VIE

e—0 g

d
= 2=\t
V!

d
= 2—¢/?
dt
= 217/
1

Vit
1

]

e Fall 0 <t <e. Fur € — 0 reduziert sich dies auf den Fall ¢ = 0.

2

lim 2 — lim 2

£§/m@ 0V
= .

Damit gilt in allen Féllen

lim(fxge)(t) = f(0).

e>0
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