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Ubungen zu Mathematik 2
mit Musterlosungen
Blatt 13

Aufgabe 1. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL
y" +y = cos(x).
Losung von Aufgabe 1. Allgemeine Lésung der homogenen DGL
y'+y=0.
Charakteristisches Polynom
N +1=0.

Losungen
AM=J, A=-—J
Komplexe Losungsfunktion

y(z) = e’®.
Reelle Losungsfunktionen
y1(z) = cos(x)
y2 () sin(x).

Allgemeine homogenen Losung
yu = Cy cos(x) + Cysin(x).
Partikuldre Losung der inhomogenen DGL. Fiir die rechte Seite gilt
1 . .
= 2 (&7 4 oI
cos(z) 5 (e7" +e777)
o Partikulére Losung fiir ‘
y// +y= el

Da j eine einfache Losung der charakteristischen Gleichung ist, liegt
Resonanz vor. Ansatz

ylx) = cxel®
y'(x) = ce*(1+jz)
y'(z) = c*(2j—x)
Einsetzen in DGL
cejm(2jfx)+czejm = ¢*
c(2j—x)+ecx = 1
1 J
c = — = —=.
2j 2
Losung ‘



o Partikuldre Losung fiir
y// + y = e—jac.

Da —j eine einfache Losung der charakteristischen Gleichung ist, liegt
Resonanz vor. Ansatz

y(z) = cxeI”
y(2) = ceI(1- ja)
y'(x) = ceI(=2j — =)
Einsetzen in DGL
ce_j””(—2j —xz)+ cre T = 7%

o(—=2j—z)+cx =

C = _— =

Losung _
yol) = Sae ™" = .

Partikuldre Losung fiir rechte Seite cos(z)

1
yp = 5(?41 + y2)

= %(yl +71)
= re(y1)

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL

Y= x 31r21(x) + C cos(x) + Cysin(z).

Aufgabe 2. Bestimmen Sie die allgemeine Lésung der DGL
Y+ (1 +eos@)y—1) = o

Losung von Aufgabe 2. Die DGL ist separierbar:

v = —(1+4cos(x))(y—1)
1
71dy = —(1+4 cos(z))dx
y—
Inly—1] = —(x+sin(z))+C
ly—1] = Ke @rin@) g cRF
y—1 = Ke (hsin@) g ecR
y = Ke—(w-l—sin(:z;)) +1.



Alternativ hiatte man die Aufgabe auch mit Variation der Konstanten 16sen
kénnen:

y' + (1 +cos(z))y = 1+ cos(x).
Dies ist eine lineare, inhomogene DGL.
e Loésen der homogenen DGL
Y +(1+cos(@)y = 0

durch Trennung der Variablen.

y' = —(1+cos(z))y
1
—dy = —(1+4cos(z))dzx
)
Infy| = —(z+sin(z)) +C
|y| — ('r+sm(T))[(7 K e Rt
y = :l:Ke—(x-‘rsm(z))

= Ke (@tsin@) K €R.

o Variation der Konstanten. Ansatz
y = k(x)ef(ersin(z))
y/ — k,/(x)e—(z—o—sin(r)) + k(l‘)(—(l + COS(.%‘))e_(z+Sin(z)).

Einsetzen in die inhomogene DGL.

Yy + (1 4cos(x))y = 1+ cos(x)
K (z)e~@Fsn@) 4k (2)(=(1 + cos(z))e@Hsin=) 4
o
(1 + cos(z)) k(z)e~@Hsn@) = 1 4 cos(x)
y
K (z)e”@Hsn@) = 1 4 cos(x)
E(z) = (14 cos(z))ertsn@
z) = evtin@ 4o
Losung
y = (PP 4O (@tsin@)
k(x)

_ 1+Ce—(9c+sin(a:))-

Aufgabe 3. Sei

cos(t) falls —m/2 <t < m/2

1o = { 0  sonst

und

/e falls0<t<e
g:(t) = { 0  sonst.



Skizzieren Sie die Funktionen f(t) und h(t) = (f * g-)(¢) in einem gemein-
samem Koordinatensystem fir e = 2.
Geben Sie alle Stellen an, an denen f bzw. h unstetig bzw. nicht differen-

zierbar sind.

Losung von Aufgabe 3. f ist {iberall stetig und nur bei ¢ = +7/2 nicht diffe-
renzierbar. h ist tiberall stetig und differenzierbar.

T T } t
—7/2 /2 T2+ €

Aufgabe 4. Berechnen Sie die verallgemeinerte Ableitung von

ft)

t fur-1<t<1
1 sonst.

Driicken Sie das Ergebnis nicht mit einer Fallunterscheidung sondern unter
Verwendung von Sprungfunktionen aus.

Hinweis: Skizzieren Sie die Funktion zunéachst!

Losung von Aufgabe 4. Mit
rect(t) = o(t+1)—o(t—1)

lasst sich f(t) darstellen durch

f(t) = 1—rect(t)+ trect(t)
= 1+rect(t)(t—1).
Aus
rect'(t) = 0(t+1)—d(t—1)
folgt
f'(t) = rect'(t)(t — 1) + rect(t)
= (t+1)-0¢t—-1)¢t—-1)+o(t+1)—0c(t—1)

)
5(t4+1)(=2) =8t —1)0+0(t+1)—o(t—1)
= —25(t+1)+o(t+1)—o(t—1).



Aufgabe 5. Seien f,g € R — R kausale Funktionen, d.h.
f(t)=g(t)=0 firallet <0.
e Zeigen Sie, dass f * g eine kausale Funktion ist.
o Zeigen Sie, dass (f * ¢)(0) = 0.
Losung von Aufgabe 5

e Seien f,g € R — R kausal.

(f*@@)::t/ F(r)g(t - 7)dr

:/f

Fiir ¢t < 0 integriert man iiber negative 7 und in diesem Bereich ist
f(r) = 0. Daher ist

(fxg)t) = 0 fiir alle ¢t < 0.
o Fir t = 0 erstreckt sich das Integral

(f * 9t /‘f g(t — 7)d

nur iiber einen Punkt 7 = 0. Da f,g € R — R sind die Funktions-
werte endlich und somit ist die Fliache Null, d.h.

(f+g)(0) = 0.
Aufgabe 6. Fir jedes £ > 0 sei g.(t) eine stetige Funktion mit
ge(t) = 0 firt ¢[0,e]

und

/_o:ogg(t)dt = 1

Weiter sei f(t) stetig bei t = 0. Begriinden Sie anschaulich, weshalb dann

m[3WMﬁ:ﬂw

e—0
e>0

Losung von Aufgabe 6. Da g.(t) =0 fir ¢ € [0, £] gilt

/fgs /fgs

Fiir beliebig kleines € > 0 ist f(¢) im Integrationsbereich beliebig nah an
£(0). Damit gilt

iy [ f000at =t [ g0



Aufgabe 7. Sei

0 fiurt>0
ft) = {t firt <0
und
e fir0<t<e
g:(t) = { 0 sonst.

f hat an der Stelle t = 0 einen Knick und ist dort nicht differenzierbar.

o Berechnen Sie (f % g.)(¢).
o Berechnen Sie (f % ¢g.)'(t) und

lim (f # g2)' (t).

o Stellen Sie die Funktion f(t) ohne Fallunterscheidung durch Verwen-
dung der Sprungfunktion o(t) dar und berechnen Sie die verallgemei-
nerte Ableitung von f(t).

Hinweis: Es hilft, wenn Sie die beiden Funktionen zuerst skizzieren und
sich veranschaulichen, wie f durch Faltung mit g. geglattet wird.

Losung von Aufgabe 7.

(g )(t) = /_oo £t —7)ge(r)dr

- i/:f(tT)dT.

o Falls t > ¢ ist im gesamten Integrationsbereich t — 7 > 0 und damit
f(t—7)=0. In diesem Fall ist

(f*ga)(t) = 0

o Falls t <0 ist im gesamten Integrationsbereich ¢ — 7 < 0 und damit
f(t—7)=t—7.In diesem Fall ist

(Fra)t) = 2 /:@—T)dT

€
1 1.,]°
= {tr—7‘2]
€ 2 0
1 14
= — t——
6(5 2€>
_ . c
= 5

e Falls 0 < t < e muss das Integral in zwei Teilintegrale zerlegt werden.
Es gilt

/ng(t—f)df _ /Otf(t—r)dT—l—/:f(t—T)dT.



Im ersten Teilintegral ist 0 < 7 < t. Folglich ist ¢t — 7 > 0 und
f(@t —7) = 0. Im zweiten Teilintegral ist ¢ < 7 < e. Folglich ist
t—7<0und f(t —7) =t — 7. Damit ist

—_

(fg)(t) = /j(t—r)df

€
1 1,]°
= |:t7'—7’2:|
€ 2],
1 Lo o 1,
= —(te—z2 -2+t
5(8 2= 1Ty )
1 1, 1,
= | —Zf24¢te— =
5( 5 +te 25)
= —i(t2 2te + &°)
2e
1
= ——(t—¢)?
5 (t—¢)
Insgesamt ist somit
0 falls t > ¢
(fxge)t) = t—c</2 falls t <0

—(t—¢)?/(2e) fallsO<t<e

Obwohl die Funktion durch Fallunterscheidung definiert ist, hat sie keine
Sprungstellen bei t = 0 oder ¢ = ¢ und ist iiberall differenzierbar. Es gilt

0 falls t > ¢
(frg)(t) = 1 falls £ < 0
1—-t fallsO<t<e

Im Grenzwert ¢ — 0 gilt

lim (f + 0.)' (1

E—

- 0 fallst>0
o 1 fallst<0.

Die Funktion o(—t) ist 0 fiir ¢ > 0 und 1 fir ¢ < 0. Damit ist
[t = (-t
Mit der Produktregel ist die verallgemeinerte Ableitung
1) = —=d(=t)t+o(-1).
Mit der Ausblendeigenschaft vereinfacht sich dies zu
S = (-,

was der oben berechneten Ableitung der geglatteten Funktion und Grenz-
wert € — 0 entspricht.

Aufgabe 8. Sei



Berechnen Sie f/(¢t) und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.
Berechnen Sie dann

| rwr
Losung von Aufgabe 8.
i) = s@)(sin(t) + 1) + o(t) cos(t)
= 4(t)(sin(0) + 1) + o(t) cos(t)

Aufgabe 9. Sei

ft) = é(t—a)
glt) = 8(t—b).

Berechnen Sie (f * ¢)(t) und formen Sie so lange um, bis
0t —a—0b)
herauskommt.

Lésung von Aufgabe 9.
Fra®) = [ fgte-rar
- /o; 5(r — a)s(t — 7 — b)dr
_ /Oo 5(r — a)3(t — a— b)dr

= t—a—b/ o(r —a)d

= d(t—a-0).

Aufgabe 10. Die Funktion p sei definiert durch

p o= Y O

k=—o0



bzw.
pt) = S 8t—kT)
k=—o0

fiir alle t. Die Funktion p(t) besteht somit aus einer Folge von Dirac Im-
pulsen an den Stellen ¢ = kT mit k € Z. Zeigen Sie, dass fiir eine beliebige
Funktion f gilt

fxp = D fir
k=—oc0
bzw.
(f=p)(t) = D f(t—kT).
k=—oc0

Hinweis: Nutzen Sie die Linearitdt der Faltung. Insbesondere gilt fiir die
Faltung mit einem verschobenen Dirac Impuls

[x6; = [i
bzw.
(fx0)(t) = [f(t—1),

d.h. die Faltung mit einem verschobenen Dirac Impuls bewirkt eine Ver-
schiebung.

Losung von Aufgabe 10.

fxp = fx D br

k=—o0

Z J * Okt

k=—oc0

Z frr.

k=—o00

Wertet man beide Seiten an der Stelle ¢ aus, erhdlt man

(5 )

k=—o00

> fer(®)

k=—o0

> f(t—ED).

k=—o00

(f *p)(t)



Aufgabe 11. Zeigen Sie, dass
(e = (f)-

Es ist also egal, ob man erst ableitet und dann verschiebt, oder erst ver-
schiebt und dann ableitet.

Fihren Sie den Beweis auf zwei Arten:

e Unter Verwendung der Definition der Ableitung

flt+dt) — £

i = S

¢ Unter Verwendung der Verschiebungsfunktion

g(t) = tft’

mit der sich f; als Komposition darstellen lasst:

fity = ft—1)
= f(g(t)) bzw.
fi = [fog

und Verwendung der Kettenregel der Ableitung.
Losung von Aufgabe 11.
¢ Verwendung der Definition der Ableitung.

(@) = (f)E—1)
ft—t+dt)— f(t—1)

dt
()] = filt + dZ — fi(t)
_ fl—it+dy) - flt-1)
dt '
¢ Verwendung der Kettenregel. Mit
glt) = t—1t

gi) = 1

folgt

—
h
N
=
-
I
—
~
<
=
fi—
—
-
N~—

I
e

10



Aufgabe 12. Zeigen Sie folgende beide Gleichungen fiir alle ¢ und £.

f®ot—18) = fE6(t—1)
(f*op)(t) = fa(D).

Sie diirfen dabei voraussetzen, dass f stetig ist. Der Index £ bedeutet
Verschiebung um £.

Losung von Aufgabe 12. Die erste Gleichung ist die Ausblendeigenschaft.
Man zeigt sie durch Fallunterscheidung.

o Falls t = { steht auf beiden Seiten f(£)5(0).
o Falls ¢ # { sind beide Seiten aufgrund des Faktors (¢ —#) gleich Null.

Die zweite Gleichung folgt aus der Zeitinvarianz der Faltung.

fedp = (fx0) = [i

Aufgabe 13. Sei
fit) = at+b
eine Gerade und g¢(t) eine Funktion mit

g(t) = 0fiirtg]0,¢]

/_O;g(t)dt ~

fiir ein € > 0. Zeigen Sie, dass dann (f * g)(¢) ebenfalls eine Gerade ist mit
gleicher Steigung wie f.

Losung von Aufgabe 13. Sei G(t) eine Stammfunktion von g(t).

(f*g)(t) = / f(t = r)g(r)dr

[ (alt —7) + byg(r)dr
= /OO (at +b—ar)g(T)dr

—0o0

= (at+0) /OO g(T)dT—a/OE Tg(T)dT

— 00

1 c
= at+b—-C

a/o5 Tg(T)dT

eine von ¢t unabhéngige Konstante ist. Damit ist (f % ¢g)(t) eine Gerade mit
gleicher Steigung a wie f(t), die um C nach unten verschoben ist.

wobei

C

11



Aufgabe 14. Sei

ft) = o(t—1)(t—1)?
g(t) = o(t—2)Jt—2l.

Berechnen Sie f * g.

Losung von Aufgabe 14. Sei
Dann ist

Folglich ist

fxg = fi*xg

Da f(t) = g(t) =0 fir t < 0 ist

F+a)t) = oft) / F(r)g(t — r)dr
= a(t)/o 72|t — 7|dr.

Fiir ¢t < 0 ist der Funktionswert Null. Fiir ¢ > 0 ist im Integral ¢ — 7 nie
negativ da 0 < 7 < t. Folglich kann man die Betragsstriche weglassen und

erhélt
t t
U(t)/ 2t —7)dr = J(t)/ (tr? — 73)dr
0 0
1 1,1
_ A I
o(t) [3157’ 47’ ]0
1 1
= o) st* — —t*
(50 -3)
1 4
Damit ist

(fxg)t) = (f+9)(t—3)

Aufgabe 15. Sei e > 0 und

{ ———(t*—¢€?) fir-—e<t<e

0 sonst



ge(t) h(t)

e Zeigen Sie, dass

¢ Berechnen Sie
h = o%*g..

o Firt ¢ [—¢,¢] gilt h(t) = o(t). Die Faltung mit g.(¢) bewirkt eine
Glattung des Sprungs so dass h(t) differenzierbar ist. Berechnen Sie
h'(t) und erkldren Sie, weshalb h/(t) zwar auf ganz R stetig ist aber
nicht differenzierbar.

Losung von Aufgabe 15.

[wwa = -k [ -

— 00 —&

- _i< _1+;_1)
- -t

= 1

h(t) = (oxg:)(t)

[
T
8

e}
(L)
o
~
S~—
joN
o

13



Damit ist h(t) =0 fiir t < —e und h(t) =1 fiir t > . Fiir —e <t < ¢ gilt

h(t)

I
m\“
o
[0}

—~
~
=
QL
o~

4¢3\ 3
_ lt +3t 1+3
4e3 4e 4 4
S R
43 4e 2
Somit ist
0 flirt < —¢
h(t) = 1 firt>e
—st+ 24§ fir e <t<e
, _ 0 fir t < —c oder t > ¢
K(t) = {—42’3152—}—36 sonst.

Die Funktion h/(t) ist fiir  # 4 stetig und differenzierbar. Fiir ¢t = +¢
gilt
limh/(t) = 0 = K (D).

t—i

Somit ist h(t) auf ganz R stetig.

Andererseits hat h'(t) einen Knick bei ¢t = ¢ und ist dort nicht differen-
zierbar. Fir ¢ # +e gilt

0 { 0 firt< —codert>e¢

—55t  fir—e<t<e.

Fiir t = ¢ ist die Sekantensteigung von h/(¢) zwischen € und e + At

h'(e 4+ At) —h'(e) 0 falls At >0
At T (s Ai+ ) falls A< 0
_ 0 falls At >0
a —5(2e + At)  falls At <0
Damit ist
/ N
lim W(e+At)—h'(e) _ 0
At—0 At
At>0
. hW(e+At)-h(e) 3
Jim ——— = 32
At<0

14



Da links- und rechtsseitiger Grenzwert bei At = 0 unterschiedlich sind,
existiert der Grenzwert

’ Y
Wt A~ (o)
At—0 At

nicht und A'(¢) ist an der Stelle ¢ = ¢ nicht differenzierbar. Der Beweis,
dass h/(t) bei t = —e nicht differenzierbar ist, ist analog.

Aufgabe 16. Berechnen Sie die verallgemeinerte Ableitung von

fit) = ot*-1).

Beachten Sie, dass die Ableitungsregeln der normalen Ableitung nicht auf
die verallgemeinerte Ableitung tibertragbar sind. Bestimmen Sie daher die
verallgemeinerte Ableitung von f(¢) anhand einer Skizze.

Losung von Aufgabe 16.

t2—-1 > 0

genau dann wenn t > 1 oder t < —1 gilt

1 fallst>1odert< -1
) = { 0 sonst

ot—1)+1—0o(t+1).
Damit ist

ity = 6(t—1)=6(t+1).

15



Aufgabe 17. Ein Ball fillt im Gravitationsfeld der Erde senkrecht nach unten
und schlagt zum Zeitpunkt ¢ = 0 am Boden auf. Da es sich um einen
idealen, elastischen Stofl handelt, dndert sich seine Geschwindigkeit zu
diesem Zeitpunkt instantan von 3m/s auf —3m/s.

o Berechnen Sie die Geschwindigkeit v(t) des Balls im Intervall [—f, f],
wobei £ so klein ist, dass der Ball in diesem Zeitraum nur einmal zum
Zeitpunkt ¢ = 0 aufschlédgt. Verwenden Sie eine Fallunterscheidung
flir t <Ound t > 0.

o Verwenden Sie die Sprungfunktion o(¢) um einen Term fiir v(¢) ohne
Fallunterscheidung zu erhalten.

o Berechnen Sie die Beschleunigung a(t) des Balls im Intervall [—ﬂ f]
unter Verwendung von 6(¢).

L6sung von Aufgabe 17. Fiir t #£ 0 gilt
v(t) = wo+ gt

Da der Ball zum Zeitpunkt ¢ = 0 seine Geschwindigkeit von 3 auf —3m/s
wechselt, gilt

o(t) { 349t firt<o0

—3+gt furt>0
= 3+ gt—60(t).

Damit ist

a(t) = /'(t)
= g—60(t).
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