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Ubungen zu Mathematik 2
mit Musterlosungen
Blatt 1/

Aufgabe 1. Sei g.(t) eine unendlich oft differenzierbare Funktion mit

g-(t) > 0 fiir alle ¢
ge(t) = Ofiirt&]0,¢]
/OC ge(t)dt = 1.
Sei
1 firt>0
oft) = {O sonst
fit) = o(-t)
fo(t) = 1—o0(t).
Dann ist

ity = fat) fiir alle ¢ # 0.

Zeigen Sie, dass der Unterschied an der Stelle ¢ = 0 durch Glattung “weg-
gebiigelt” wird:

o Berechnen Sie f1(0) und f2(0).

« Berechnen Sie

(0% 9)(0), (f1*92)(0), und (f2 * g2)(0)

fur alle € > 0.



Losung von Aufgabe 1.

f1(0) = o(-0) = o(0) = 1
2000 = 1—0(0) = 1—-1 = 0

(0% g)(0) = /°° o(0 — 7)g. (r)dr

/
000
(e = [ ACngir
/
|

1
(f2x9:)(0) = ((1—0)*g:)(0)

Aufgabe 2. Sei

1 falls0<t<1
f(t)_{ 0 sonst

ein Rechteckimpuls und
oo
glt)y=>_ o(t—2k)
k=—o0

ein 2-periodischer Impulszug. (Die Summationsvariable k lauft iiber alle
ganzen Zahlen.) Berechnen Sie

h(t) = (f*9)()
und beschreiben Sie, wie h(t) aussieht.

Losung von Aufgabe 2. Die Faltung mit einem verschobenen Dirac Impuls
bewirkt eine Verschiebung. Mit

dor(t) = o(t —2k)
gilt somit

[ = for-



Mit der Linearitdt der Faltung gilt

fxg = [* ) o

k=—o0

= Z f*52k

k=—oc0

= > fu

k=—o0

Da f ein Rechteckimpuls ist, besteht f * g somit aus unendlich vielen
Rechteckimpulsen im Abstand 2. Wenn man das Faltungsintegral berech-
net, kommt man mit Hilfe der Ausblendeigenschaft zum gleiche Ergebnis:

ht) = (fx9)®)

=/ft—T r)dr

= / ft—7) 257—% T

k=—o00
= / th—T (1 — 2k)dr
—o0 T

= h ft—1)o(r — 2k)dr
>/

= i /OO flt —2k)0(r — 2k)dr
k=—o00Y ~

= ft—2k) o(r — 2k)d
k—z—oo /

= Z f(t—2k).
k=—oc0

Da f(t — 2k) gleich ist wie f(t) um 2k verschoben, besteht h(t) aus einer
unendlichen Summe von Kopien von f(t), die jeweils um 2k verschoben
sind. Da sich die Kopien nicht {iberlappen, ist h(t) eine periodische Recht-
eckfunktion, d.h.

h(t)=f() fir0<t<1
und h(t +2) = h(t) fir alle ¢.
Aufgabe 3. Das System S sei definiert durch
[S(HIE) = f(t)+3.

So ist z.B. fiir das Inputsignal f(¢t) = sin(t) das Outputsignal h(t) =
sin(t) + 3.



o Ist dieses System linear?
o Ist dieses System zeitinvariant?
e Gibt es eine Funktion g so dass S(f) = f x g7

Geben Sie jeweils eine ausfiihrliche Begrindung.
Losung von Aufgabe 3.

e Das System ist nicht linear:

[S(f+9)] () (f(t)+g(t) +3
[S(HI@) +[S@I(E) = F{t)+3+9(t) +3.
¢ Das System ist zeitinvariant.
[SUDI@) = [fi(t)+3
fit—t+3

(SO @) = [S(HIE—1)
= f(t—1)+3

e Da das System nicht linear ist, kann es auch nicht durch eine Faltung
realisiert werden.

Aufgabe 4. Sei

¢
SN0 = [ s
o Ist S linear?
o Ist S zeitinvariant?
Geben Sie eine Begriindung.
L6sung von Aufgabe 4.

e S ist linear.

[S(f +9)1 (2)

I
ﬁ
X
+

S
S~—
ﬁ
~—
=
\]

S (1) = / (uf)(r)dr



e S ist nicht zeitinvariant. Aus

folgt
fitr) = flr=1)
[S(H ) = [SHIE—1)
Damit gilt
SUN® = [ g
= /4f(7' — t)dr.
Substitution
v = T7—1
du
- =1
dr = du
Damit gilt
[tf(T—f)dT = [tiif(u)du
= /—t_—if(T)dT

Andererseits ist

= / !

—t+i

Die Untergrenzen der Integrale stimmen somit nicht iiberein.

Aufgabe 5. Auf einer Strafle von A nach B steht eine Messstelle fiir Schadstof-
fe. Aufgrund einer besonders schlauen Umweltschutzverordnung miissen
Dieselfahrzeuge diese Messstelle weitldufig umfahren. Die Fahrzeit fiir den
direkten Weg von A nach B sei 10 Sekunden, die Fahrzeit iiber den Umweg
sei 50 Sekunden. Vereinfachend wird angenommen, dass alle Autos gleich
schnell fahren. Weiterhin fahrt die Hélfte aller Fahrzeuge mit Diesel. Sei
f(t) die Stromstérke bei A und h(t) die Stromstérke bei B.

e Berechnen Sie eine Funktion g(¢) so dass

h(t) = (f*9)(t)

fir alle ¢.



o Berechnen Sie h(t) fir
f(t) = sin?(wt) + 1.
Berechnen Sie h(t) fir
ft) = ¢
d.h. die Stromstérke bei A ist konstant.

Losung von Aufgabe 5.
e Aus

MO = 0= 10)+ 3~ 50)
- %(f*é)(t—10)+%(f*5)(t—50)
= %(f*élo)(t)—i-%(f*tsso)(t)
010+ 46
= (f*0250> (t)

folgt
d10 + 650

o Fir

ist
sin?(7(t — 10)) + 1 + sin?(w(t — 50)) + 1
2
sin?(mt — 107) + sin? (7t — 507)
2
\in2 \in2
_ sin (mt) + sin®(7t) 41
2
= sin?(7t) + 1
= [

o Fiir f(t) = cist auch h(t) = c.

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass die Hintereinanderschaltung zweier LTI Systeme
wieder ein LTI System ist.

Losung von Aufgabe 6. Seien S; und Se zwei LTI Systeme mit Impulsant-
worten g und go. Da sich jedes LTI System durch eine Faltung mit seiner
Impulsantwort beschreiben lésst, gilt

Si(f) = qxf
So(f) = gaxf.



Fir die Hintereinanderschaltung der Systeme gilt somit

S1(82(f)) = g1*(g2%*f))
= (g1xg2)*f
———

= gx*f.

Das resultierende System ldsst sich somit durch eine Faltung mit einer
Funktion g beschreiben und ist folglich LTT.

Aufgabe 7. LTI Systeme verhalten sich besonders einfach, wenn das Eingangs-

signal eine harmonische Schwingung ist. In diesem Fall ist auch das Aus-
gangssignal eine harmonische Schwingung mit gleicher Kreisfrequenz. In
dieser Aufgabe soll dies anhand einer einfachen, komplexen Schwingung
gezeigt werden: Sei

o = o
und S ein LTI System. Zeigen Sie, dass dann
S(f) = zaf

wobei z eine Konstante ist, d.h. nicht von ¢ abhéngt.

Die komplexe Schwingung f(t) = /“! wird durch das System S also nur
um |z| verstarkt und um <z phasenverschoben. Berechnen Sie z anhand
der Impulsantwort g des Systems S.

Da z von w abhéngt, ist z eine Funktion von w. Diese Funktion G(w)
heiBt Ubertragungsfunktion des LTI Systems. Spiter werden wir zeigen,
dass G(w) die Fourier Transformierte der Impulsantwort g(t) ist.

Losung von Aufgabe 7.

(SN = (t)

(f*g)
[_fa—memT

= / =T g(r)dr

S . .
= / ete™IYT g(T)dT

— 00
= e]‘“’t/ e I“Tg(T)dr.
— 00
z
Mit
o0 .
z = / e 7T g(r)dr
—o0
gilt somit



Aufgabe 8. Sei S ein System, das ein Inputsignal f in ein Outputsignal h
transformiert, wobei

i) = f(t)+ / f(r)dr.

Zeigen Sie, dass S linear und zeitinvariant ist.
Losung von Aufgabe 8. Man kann die Aufgabe auf zwei Weisen 16sen.
o Zeige, dass es eine Funktion g gibt so dass
h = fxg.

Mit

(6 f)(t)
/_O; ot — ) f(r)dr
= (oxf)(t)
gilt auferund der Linearitéit der Faltung
h(t) = (0% f)(t)+ (o= [)(t)
((0+0)* f)(2).

t ft)
/_OO f(r)dr

Damit ist
S(f)y = (6+0)*f.

Das System S lédsst sich somit durch Faltung mit der Impulsantwort
g = 6 + o beschreiben und ist daher LTT.

o Zeige die Linearitdt und Zeitinvarianz

S(f+g) = S(f)+S5(9)
S(uf) = uS(f)
S(fp) = S



Linearitét.

[S(f+9)](®)

S(f)
ﬂ)

I
—
£

Zeitinvarianz.

[S(F1 ()

Mit der Substitution

du

gilt

f@—@+[rfﬁ—ﬂm

Aufgabe 9. Sei

[S(NI ()

Ist S linear bzw.

(r+9)0+ [
CEYCEY

f@) + / f(r)dr + g(t)

(f +9)(r)dr

Y

(f(r) +g(7))dr

/ g(T)dr

[S(
(N@

)1 ()

\_/Q

nit)+ [(WWMT
uf(t) +[ uf(T)dr

= 1L(f@)+

u[S(f)
[uS ()] (2).

[ too f (T)d’f’)

[ (®)

f@—®+[_fﬁ—ﬂm

T—1
dr

.m—a+[fﬂwm

{m—ﬂ+[_ﬂﬂm

F(#).

zeitinvariant? Geben Sie eine Begriindung.



L6sung von Aufgabe 9. S ist linear aber nicht zeitinvariant.

[S(fr+f2)](t) = (fr+ f2)(t?)
= [it?) + fo(t?)
= [S(I@) +[S(f2)] (@)
= [S(f1)+S(f)] @)
[S(af)](t) = (af)(t?)
= af(t?)
= alS(H] @)
= [aS(] (@)
[S(DIE) = fi(#?)
= [ -1
[S(N)] (t—1)
= flt—=1)?).

%)
—
~
N
e
—

~
=

Il

wobei h die Losung der DGL
h'(t) +3h(t) = f(t)

mit dem Startwert h(—oo) = 0 ist.

Berechnen Sie die Impulsantwort dieses Systems.
Losung von Aufgabe 10. Die Impulsantwort ist die Losung der DGL
B'(t)+3h(t) = 6(t)

mit h(—o0) = 0.

Loésung der homogenen DGL mit Trennung der Variablen.

KW+3n = 0
B = -=3h
1
Edh = —3dt
In|h| = —-3t+C
lh| = Ke™®  KecR'
h = Ke 2 K eR.

Variation der Konstanten.

h(t) =
R(t) = k

t)e 3
(t)e 3t — 3k(t)e ™.

R‘
~ —~

10



Einsetzen.

e
—~
o~
=
m|
w
@
I
w
=
—
=
=
<‘°|
w
@
+
w
=
—
=
~—
)
w
@
|
(o2
—
=

Damit ist

)
‘(e = (1)
K@) = 6(t)e*
= 0(t)
kit) = ot)+C

= (o(t) +C)e 3.

Mit der Randbedingung h(—oc0) = 0 folgt

h(t) = o(t)e ™.

Aufgabe 11. Gegeben ist ein LTI System S mit Impulsantwort

Berechnen Sie S(f) fir f(t)

L6sung von Aufgabe 11.

gt) = o(t)e "

= cos(t).

(f * 9)(t)
/_ o(r)f(t — 7)dr

/ e~ cos(t — T)dT
0

© .
/ e "re (e](t_T))dT
0

releit 1 [67(*1*9')}00
—1—3j 0

%re((cos(t) + jsin(?))(1 - j))

%(COS(t) + sin(t)).

11



Aufgabe 12. Sei S ein System mit
[S(HI@E) = tf).

Entscheiden Sie, ob S linear bzw. zeitinvariant ist und geben Sie jeweils
eine Begriindung. Schreiben Sie zunéchst auf, was Sie zeigen miissen.

Losung von Aufgabe 12. Linearitdt. Zu zeigen ist

S(f+g) = S(f)+S(9)
S(uf) = uS(f)

[S(f+9l(t) = ¢

1l
~
~
-
S~—"
+
~+
)
—~
~
S~—

I
5

[S(uf)](t)

o
I =
& =

I

S

n
—~
~
=
=
S~—"

Zeitinvarianz. Zu zeigen ist

Dies ist hier nicht der Fall:

[S(f)l (1) = tfi(?)
tf(t—1)
[S(F)] (=)
= (t—D)f(t—1).

[S(Ni (1)

Aufgabe 13. Das LTI System S ist definiert durch

S(f) = fo1*xox0 wobei
fal) = f-1).

Berechnen Sie die Impulsantwort g(t) von S und vereinfachen Sie das
Ergebnis so weit wie moglich. Insbesondere diirfen keine Faltungen oder
Integrale darin auftreten.

Losung von Aufgabe 13.

(oxo)(t) = / o(r)dr



Die Faltung mit §(¢t — 1) bewirkt eine Verschiebung. Folglich ist
g(t) = (b-1xox0)(t)
(t—1Do(t—1).
Aufgabe 14. Sei S ein kausales LTT System und
f&) = o(t)(at +b)
mit Konstanten a,b. Zeigen Sie, dass dann
[S(HI(E) = o(®)(ut +v)

fiir bestimmte Konstanten u, v und stellen Sie Formeln fiir die Berechnung
dieser Konstanten auf.

Losung von Aufgabe 14. Sei g die Impulsantwort von S. Da S kausal ist,
gilt g(7) = 0 fir 7 < 0. Damit ist

s = f T gt — 7y

— 00

= /OOO g(T)o(t —7)(a(t — 7) + b)dr

t
/ g(1)(at —ar +b)dr fallst >0

0
0 falls t <0

= o(t) /Ot g(T)(at — aT + b)dr
= o(t) (/Ot g(T)atdr + /Ot g(T)(—at + b)d7'>

= o(t) (t /Ot ag(T)dr + /Otg(T)(—CLT + b)dT)
= o(t)(ut +v)

mit

u = /Otag(T)dT
vo= /Otg(r)(—aT—Fb)dT.

13



Aufgabe 15. Von einem LTI System S sei bekannt, dass
[S(HIE) = 3sin(t+12) fir f(t) = sin(t).
Berechnen Sie [S(f)](t) fir

1) f(t) = sin(t—1)
sin(t) + cos(t)
= (ux*v)(t) mit u(t) =sin(t) und v(t) =o(t) —o(t —1).

w N
NN
&'\_‘k“
—~ =
~ ‘o
NN
(|

Losung von Aufgabe 15. Sei g die Impulsantwort von S. Dann ist

S(f) = fxg
Damit ist
S(f) = fixg = (fx9i = S
S(f) = flxg = (fx9) = S
S(u*xv) = (uxv)xg = (uxg)*xv = S(u)*v.
o Sei f(t) =sin(t — 1) und h(t) = sin(¢). Dann ist f = h; und
[S(HIE) = [SR)IE) = [S(h)E) = [SWIE-1)
= 3sin(t—1+1Y2) = 3sin(t—12).

o Sei f(t) = sin(t) 4 cos(t) und h(t) = sin(¢). Dann ist f = h 4+ A’ und

[S(HIE) = [Sh+M)](t) = [S(h)+SH)](?)
= [S(A)](t) + [SR'(t) = 3sin(t+1/2) + 3cos(t + 1/2).

o Sei f(t) = (u=v)(t) mit u(t) = sin(t) und v(t) = o(t) — o(t — 1).
Dann ist

[S(NIE) = [S(uxv)lt) = (S(u)*v)(t)
= L 3sin(t + Y2 — 7)(o(1) —o(r — 1))dr

1
= 3/ sin(t + /2 — 7)dr
0

= 3/0 sin(r — ¢t — Y/2)dr

= 3[cos(T —t— 1/2)](1) dr

3(cos(1 — t — 1/2) — cos(—t — 1/2))
= 3cos(t —1/2) — 3cos(t + 1/2).

Aufgabe 16. Sei S ein System mit
[S(HIE) = f(31).

Entscheiden Sie ob S linear und zeitinvariant ist. Begriinden Sie Thre Ant-
wort. Schreiben Sie zunéchst hin, was Sie zeigen miissen.

14



L6sung von Aufgabe 16. S ist linear. Zu zeigen:

S(f+g) = S(f)+5S(9)
S(uf) = uS(f).

Zwei Funktionen sind gleich wenn Sie die selben Funktionswerte fiir alle ¢
haben.

[S(F+9l®) = (f+9)3)

S ist nicht zeitinvariant. Die Eigenschaft
S(fe) = S
ist nicht erfillt.

[SUDI@) = fi(31)

= JBt=1)
[SH (&) = [S(H](t—1)
— FB-D)
= f(3t—30)
Aufgabe 17. Seien Sp, .55 Systeme mit
[Si(NIE) = @

[S2(HI (@) = f(e€):

Entscheiden Sie von beiden Systemen, ob sie linear bzw. zeitinvariant sind.

Losung von Aufgabe 17.

15



e S) ist nicht linear, aber zeitinvariant.
[S1(f1 + f2)] (t) = e1H2®
= efl (t) ef2(t)

[S1(f) + 51 ()] (1) = [Si(F)] () + [S1(f2)] (B)
EACINAD

[Si(an)(t) = eleD®
_ eaf)

[@S1(H () = alSi(H] ()
— g ®

S () =
f(t—1)

(]t —1)
(N1 (©):

[S1
[S1

e S5 ist linear, aber nicht zeitinvariant.

[Sa(fi+ f2)](t) = (fr+ f2)(e")

= fi(e') + fa(e')
= [S2(f1)] (1) + [S2(f2)] (¢)
= [ 2(f1) + S2(f2)] ()

[S2(af)] () = (af)(e")
= (et)
= a(S:2(/))()
= (aS2(f))(?)

(SUNE) = fi(e")

= f(e'—1)

(SHE) = SHE-1
- ()

Aufgabe 18. Sei g eine T-periodische Funktion. Zeigen Sie, dass dann auch
f * g eine T-periodische Funktion ist fiir beliebiges f.

Wenn man sich f als akustisches Signal und ¢ als Raumimpulsantwort
vorstellt, ist anschaulich klar, dass wenn der Sender ein periodisches Signal
abschickt, beim Empfanger ebenfalls ein periodisches Signal mit gleicher
Periodendauer ankommen muss.

Losung von Aufgabe 18. Sei g eine T-periodische Funktion, d.h.
gt+T) = g(t) fiir alle ¢.
Sei f eine beliebige Funktion. Zu zeigen

(fxg)t+T) = (f*g)?) fiir alle .

16



Es gilt

(f * 9)(t / F(r)glt —7)d

und folglich
(F+ g)(t+T) / F)glt+ T — r)dr

Da ¢ eine T-periodische Funktion ist, gilt
gt+T—7) = gt—r1)

und folglich

(f*g)(t+T) = / F()glt —7)d
« 9)(h).

Aufgabe 19. Sei

f)y =t

pt) = Y ot—k)
k=—o0

o = {4 moses

Skizzieren Sie die Funktionen (fp)(t) = f(¢)p(t) und ((fp) * g)(¢).

Losung von Aufgabe 19.

f@)p(t) ((fp) = 9) (1)

iy

L

] |
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