Heilbronn, den 22.6.2026 Prof. Dr. V. Stahl SS 26

Ubungen zu Mathematik 2
mit Musterlosungen

Blatt 15
Aufgabe 1. Die Menge aller Linearkombinationen von Vekoren dy, . . ., d, heift
lineare Hiille von dy, ..., d,, geschrieben
L(&’l,...,&’n) = {xlc_il +...+.Z‘nc_in|l‘1,...,$n € R}
Sei
1 2 1 4
ag=101], da=|11], da=|11], b= 2
1 1 0 3

Begriinden Sie, weshalb
b ¢ L(d@,ds,ds3).
Hinweis: Sie miissen hierfiir lediglich zeigen, dass die Gleichung
b = T101 + xodo + T3d3.

keine Losung hat.

Losung von Aufgabe 1. Die Gleichung

g = $161 + xgc_ig + 1'363
fithrt zu einem LGS
1 2 1 4
0 1 1 2
1 1 0 3
1 2 1 4
1 1 2
-1 -1]-1
1 2 1 4
1 1 2
1

Da die letzte Gleichung keine Losung hat, ist das LGS unlésbar.

Aufgabe 2. Sei f eine zweistellige, lineare Funktion. Zeigen Sie, dass dann
auch die einstellige Funktion g mit

linear ist.



Losung von Aufgabe 2.

glet+y) = f(mgy>
- o((5)+(4))
- 1(3)+4(2)
= g(@)+9W)

guz) = f(“x

Aufgabe 3. Sei f € R? — R? definiert durch

2z — 3y
ORE
x

Berechnen Sie die Matrix Darstellung von f, d.h. eine Matrix A so dass
f(@) = AZ fir alle 7.

Losung von Aufgabe 3.

(o) =
(8) - (0

Die Matrix Darstellung von f ist somit

2 =3
A= -1 1
1 0

Aufgabe 4. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

/ Y _ 1 ..
y+2\/5 = 5 fiir x > 0.

Losung von Aufgabe 4. Homogene DGL.

’ Y
2 _ =
y+2ﬁ
y = Y
2z
1 1
—dy = ———.
yy 2z



Integration der rechten Seite

1 L[
——dr = = /2
/2\/5:10 2/33 X

122
3

Damit ist
In(ly) = —Va+C
lyl = e Ve
= KeV®  KeRt
y = Ke_‘/g, K eR.
Variation der Konstanten. Ansatz
y = k(z)e V®
Ableiten
Y = K(x)eVT 4 k(z)e VE(=1f2)z
1
= K(z)e V* —_—
(@)e v 2\/zeVe
Einsetzen in inhomogene DGL.
_ 1 k(z)e~V® 1
% VI =
(@)e @) 2\/zevV® N 2\ eV
1
! -z
k' (x)e =
Kz) = 1
k(z) = z+4C.
Damit ist
y@) = (z+C)e V7.

Aufgabe 5. Sei f(t) eine T-periodische Funktion, d.h.
fE+T) = f(t)

flr alle ¢t. Zeigen Sie, dass fiir beliebiges a gilt

/a - fodt = /0 ' F(t)dt.

Anschaulich bedeutet dies, dass die Fliche unter f(¢) in einer Periode
unabhéngig davon ist, wo die Periode beginnt. In folgendem Bild wird
dies am Beispiel einer Sdgezahnfunktion dargestellt.



[

iy
\

A
y

Hinweis:

o Zerlegen Sie das Integral in zwei Teilintegrale:

a+T 0 a+T
a a 0

o Fithren Sie im ersten Integral eine Substitution v = ¢ + T durch.
Dadurch éndern sich die Integrationsgrenzen zu

T
/a+T

e Im Integrand dieses Integrals nutzen Sie nun die Periodizitiat von f,
indem Sie f(u — T) durch f(u) ersetzen. Die Integrationsvariable u
ersetzen Sie danach wieder durch t.

¢ Da die Integranden der beiden Integrale nun wieder gleich sind, kénnen
Sie die Integrale zu einem Integral zusammensetzen. Sie miissen hier-
zu lediglich die Reihenfolge der Summanden vertauschen.

T a+T a+T T
/ +/ _ / +/
a+T 0 0 a+T

T
- /0
Losung von Aufgabe 5.

/a i = /ao FO)dt + /OHT F(t)dt.

Substitution im ersten Integral.

u = t+7T
du
- - 1
dt
du = dt
t = u-—"1T.

Damit ist

/a - Fydt = / iT Flu—T)du + /0 " F(t)dt.



Da f(t) eine T-periodische Funktion ist, gilt
flu=T) = f(u)

/anrT ft)ydt = /:FT fu)du + /Oa+T f(t)dt.

Die Integrationsvariable darf beliebig umbenannt werden. Ersetzt man im
ersten Integral u wieder durch t, erhdlt man

Damit ist

T

a+T a+T
/ Fdt = FO)dt + /0 F(t)dt

a+T

a+T T
/ fde+ [ fyae

a+T

0
T
- F(t)dt.
0

Aufgabe 6. Sei S ein System, das definiert ist durch
[S(H](t) = f(=t) fir alle t.

Das System kehrt somit das Inputsignal auf der Zeitachse um. Entschei-
den Sie, ob das System linear und zeitinvariant ist. Beweisen Sie Ihre
Antworten.

Losung von Aufgabe 6. Es gilt
[SHIE) = f(=1).

Das System ist linear.

[S(fi+ I = (fi+ f2)(=1)
= fi(=1) + fa(=1)
= [S(fI@) +[S(f2)] (@)
= [S(f1)+S(f)] (@)
[S(u](#) = (uf)(-t)
= uf(-t)
= u[S(N]®)
= [uS(f)] ()

Das System ist nicht zeitinvariant. Mit

filty = flt-19

gilt
[S(UI () = fi(=t)
= f(-t—1)
[S(N;(#) = [S(H](t—1)
= f(=(t—1)
= f(=t+1).



Aufgabe 7. Seien f,g € R — R mit
f(®)=g(t)=0falls t <0.

Begriinden Sie, weshalb in diesem Fall gilt

/_O;f(T) t—TdT—/f gt —7)d

Um die Faltung von f und g zu berechnen, muss in diesem Fall also nicht
von —oo bis oo integriert werden sondern nur von 0 bis t.

Losung von Aufgabe 7. Da f(t) =0 fiir ¢t < 0 gilt

/Zfﬁ)trdr_/,f gt —7)d

Aus ¢(t) = 0 fur t < 0 folgt

gt—7)=0fir v >t.

/Ooof(r) t—TdT—/f gt —7)d

Aufgabe 8. Der Index ¢ an einer Funktion f bedeutet Verschiebung um #, d.h.
fity = ft—1.

Schreiben Sie folgende Funktionen ohne Index ¢:

(fro9)(t)
(fogp))
(fio9:)(t)
(fog)i(t)

Welche dieser Funktionen sind gleich? Hinweis. Im ersten Beispiel rechnet
man

Damit gilt

(fiog)t) = filg(t))
f

Losung von Aufgabe 8.
(fieg)t) = fig(t))

|
~

(
(fog)®) = flai(t
(g(t

(ficg)®) = filg:
(

Il
b

Il
=
—~
)
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~
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~

(fog)i(t)



Es gilt
fogr = (fog
Aufgabe 9. Gegeben sei folgende Schaltung:

v R
— 1
ue(t) i . L i wa(t)

Zeigen Sie, dass die Ausgangsspannung u,(t) aus der Eingangsspannung
ue(t) durch eine Faltung berechnet werden kann, d.h. bestimmen Sie eine
Funktion ¢(t) so dass

Uq(t) = (ue * g)(t)-
Gehen Sie hierzu wie folgt vor:

o Leiten Sie zunédchst aus den Gesetzen der Elektrotechnik die Diffe-
rentialgleichung

/() + pa(t) = "
fiir die Ladung ¢(¢) des Kondensators her. Benutzen Sie hierfiir
i(t) = q'(t)
und die Maschenregel
Ri(t) + uq(t) = ue(t).

¢ Die DGL ist linear mit konstanten Koeffizienten und inhomogen. Da
uc(t) eine beliebige Funktion sein kann, missen Sie die DGL mit
Variation der Konstanten k(t) 16sen.

/t t K (7)dr

eine Stammfunktion von k'(t) ist fiir beliebiges tg. Zeigen Sie, dass
hiermit fiir die allgemeine Losung der DGL gilt

t
q(t) = / —”e}(g)e*“”)/mm.

to

e Zeigen Sie, dass

e Um zu einer eindeutigen Losung fiir ¢(t) zu kommen, sei nun ange-
nommen, dass der Kondensator zum Zeitpunkt ¢ = —oo entladen ist.
Zeigen Sie, dass damit gilt

1 t
uq(t) = %/ ue(r)e_(t_T)/Rch.

Leiten Sie hieraus die o.g. Funktion ¢(¢) ab so dass

Ug = Ue * .



e Sei nun

| cos(wt) fallst>0
ue(t) = { 0 fallst<0.
Berechnen Sie u,(t) durch Faltung. Stellen Sie dabei die Cosinus
Funktion als Realteil einer komplexen e-Funktion dar. Das Integral
kann vereinfacht werden, wenn man ausnutzt, dass

/re(f(r))dr _ re(/f(T)aH').

Uberlegen Sie sich, wie die Funktion vereinfacht werden kann, wenn
t groB ist, d.h. wenn der Einschwingvorgang abgeklungen ist. Ver-
gleichen Sie Thr Ergebnis, mit dem was Sie erhalten wiirden, wenn
Sie das Problem mit komplexer Wechselstromrechnung gel6st hétten.
Erklaren Sie, weshalb die Schaltung als Tiefpass bezeichnet wird.

L6sung von Aufgabe 9.

e Aus (0
q

alt) = —=~

ualt) = 22

und den gegebenen Gleichungen folgt

1
R(0) + 5alt) = u(t) baw
1 ue(t)
/ —_— =
J0)+ palt) =
e Loésen der homogenen DGL
O+ ——q(t) = 0
q ch = .
Ansatz q(t) = e ergibt
MM M = g
RC
At = 0
RC
1
AN = ——
RC

und damit
q(t) = ke t/BC
flir beliebiges k. Variation der Konstanten ergibt
at) = k(e /"

1
qt) = K@t)e R — —k(t)e /RO,

RC



Einsetzen in die inhomogene DGL ergibt

_ 1 _ 1 _ Ue(t)
/ t/RC t/RC t/RC e
K (e Sk k() =
_ t)
k' (t t/RC ’I,L@(
(t)e i
K() = “j,g) et/RC,

Zu zeigen ist, dass

(/: k:’(T)dT)/ =K (t)

fiir beliebiges to. Sei k() eine Stammfunktion von &'(t). Dann ist

/tk'(T)dT = k(t) — k(to).

Folglich ist

Damit ist

t
q(t) = / Le(T) e™/BC 47 ¢~ t/RC
to R

t
_ /Ue(T)e_(t—T)/Rch.
to R

Da g(—o0) = 0, folgt

/ ue](%T) e~ (=7)/RC g _

to
und damit
t
qt) = / —u@}(g)e*“”)/mm.
Da
q(t)
alt) = —~
ualt) = 44
folgt
1 t
ug(t) = ﬁ/ U (T)ei(tiT)/RCdT.



Damit auch die Obergrenze co gesetzt werden kann, muss sicherge-
stellt werden, dass der Integrand Null wird, sobald 7 > t ist. Dies
erreicht man durch einen Faktor o(¢ — 7) und erhalt

1 oo
w() = o /_ . Ue(T)o(t — 7)e” T/ EC 47
Damit ist

ualt) = / T we()g(t — )dr

wobei
glt—7) = %a(t — 7)e(t=T)/RC
bzw.
_ b —t/RC
g(t) = Rco(t)e .
Sei

| cos(wt) fallst>0
ue(t) = { 0 fallst<0.
Dann ist
ua(t) = (ue*g)(t)
e 1
= /_OO Ue(T)@J(t — T)e*(t*T)/Rch

1 t
= %/0 cos(wr)e” =T/ EC qr

1 b
= wo'e (/0 ej“Te_(t_T)/Rch)

1 t
— Ere (e—t/RC/O e(jw-‘rl/RC)TdT)

= Lre (e—t/RC . 1 [e(jw-q—l/RC)T}é)

10



Fiir grofle Werte von ¢ ist

e—t/RC ~0

und damit ist ndherungsweise

1
Ugq (t) = m (COS(wt) + RCW Sln(wt)) .
Dieses Ergebnis hatte man auch mit komplexer Wechselstromrech-
nung erhalten, da hier das System bereits im eingeschwungenen Zu-
stand betrachtet wird:

ue(t) = et
1
R = —
¢ jwC
. e (1)
t =
i) R+ Rc
uq(t) = Rei(t)
Rc
= e t
te( )R + Re
B ejwt
14+ jRCw
_ m(mg(m) + jsin(w))(1 — jRCw)
Der Realteil hiervon ist
ug(t) = m(cos(wt) + RCwsin(wt))

Fir tiefe Frequenzen, d.h. w sehr klein gilt RCw ~ 0 und damit

ua(t) = cos(wt)
= wu(t).

Fir hohe Frequenzen, d.h w grof} gilt

uq(t) = 0.
Aufgabe 10. Sei e > 0,
) = {5 et
Die Funktion
f@) = [t
hat bei ¢ = 0 einen Knick, der durch Faltung mit g.(t) geglittet werden

soll.

Berechnen Sie (fxg.)(t) fiir t > ¢, fiir t < 0 und fiir 0 < ¢ < €. Uberzeugen
Sie sich anhand einer Skizze, dass f * g. differenzierbar ist.

11



L6sung von Aufgabe 10. Sei e > 0.

(f g )(t) = /fo F(t — 7)ge(r)dr

€1
; gf(f*T)dT

1 £
f/ [t — 7|dT.
€ Jo

e Fall ¢t > . Im Integrationsbereich ist ¢ — 7 > 0 und es gilt

1 [* 1 [°
f/ |t — 7|dT f/ (t —71)dr
e Jo e Jo

1

o Fall ¢t < 0. Im Integrationsbereich ist ¢ — 7 < 0 und es gilt

1 /¢ 1
f/ |t — 7|dT
e Jo €

Il
I
ﬁ
—~
S
I
~
SN~—"
QU
3

e Fall 0 < t < e. Das Integral wird in zwei Teilintegrale zerlegt, wobei
im ersten ¢t — 7 > 0 und im zweiten ¢ — 7 < 0 ist.

1 € 1 t €
f/ [t—7ldr = - / [t — 7|dT + [t — 7|dT
€ Jo € \Jo t

1 2 g2 t2

= (= =+ = —te— =+t
5( 2 T3 2 " )
1 g2

= —(#—tet+ =

_ e

— 5

12



(f * 95)(t)

t<0 0<t<e t>¢

Aufgabe 11. Die Stromstirke am Ein- bzw. Ausgang eines Wasserrohrs sei
f(t) bzw. h(t). Das Rohr ist ein lineares, zeitinvariants System, d.h.

ht) = (fx9)®)

wobei g(t) die Impulsantwort ist. Angenommen, das Rohr ist verlustfrei,
d.h. das gesamte Wasser, das in das Rohr hineinflieft, kommt auch am
anderen Ende irgendwann wieder heraus. Welche Eigenschaft folgt daraus
fur die Impulsantwort?

Losung von Aufgabe 11. Die ins Rohr geflossene Wassermenge ist

/_ Z F(t)dt.

Da kein Wasser verloren geht, muss dies gleich der Wassermenge am Aus-
gang sein, d.h.

| swa = [ g

Fiir den Spezialfall f(t) = 6(¢) gilt damit
- / o(t)dt.
Die Flache unter der Impulsantwort muss folglich 1 sein.

Aufgabe 12. Sei

[S(HI @) = 7tf(7)dT-
o Ist S linear?

o Ist S zeitinvariant?

Geben Sie eine Begriindung.

Losung von Aufgabe 12.

13



e S ist linear.

[S(f+9)](t)

[+ omar
= [ @+t

:/f dT+/gTT
(9

=[S +[S(9)] (1)
= [S(f)+5(9)]®)

Suf)](t) = / (wh)(rir

— u/ttf(f)dT

= u[S(N®)
= [wS(HI®)

e S ist nicht zeitinvariant. Aus

fitt)y = flt=19

folgt
filr) = f(r—1)
(SN (&) = [S(H (1)
Damit gilt
SUN® = [ s
= [tf(T—adT
Substitution
u = T—1
du
- = 1
dr = du
Damit gilt

/_ttf(T—f)dT - /_:f(u)du

14



Andererseits ist

SO = 1SPNE-)
- / ()
(=)

- /_ :ﬁ F(r)dr.

Die Untergrenzen der Integrale stimmen somit nicht iiberein.

Aufgabe 13. Sei S(f) = h wobei h die Losung eines der folgenden Anfangs-
wertprobleme mit rechter Seite f ist.

e Sei
W+ah=f  h(0)=5.

Zeigen Sie, dass S nicht linear ist.

e Sei
W+ah=f  h(0)=0.

Zeigen Sie, dass S linear aber nicht zeitinvariant ist.

e Sei
h' 4+ ah = f, h(—o0) = 0.
Zeigen Sie, dass S linear und zeitinvariant ist.

Losung von Aufgabe 13. Sei

S(f) = h
S(fi) = m
S(f2) = ha.

Linearitat und Zeitinvarianz bedeutet

S(hitf2) = S(h)+5(f2)

= hi+h
S(uf) = uS(f)
= uh
S(fp) = S
= h;

o Aus der Annahme S(f) = h folgt
h' +ah=f, h(0) = 5.
Wiére die Bedingung S(uf) = uh erfiillt, wiirde gelten
(uh) + a(uh) = uf, (uh)(0) = 5.
Da aber h(0) =5 ist, ist (uh)(0) = bu # 5.

15



e Aus der Annahme folgt

I +ah = fa h(O) =0
hll +ah; = fl, ]’Ll(O) =0
h/z +ahy = fo, hQ(O) =0
Zu zeigen:
S(fi+fa) = hi+he
S(uf) = uh
bzw.
(h1 +h2) +a(hi +ha) = fi+ fo (h1 +h2)(0) =0
(uh) +a(uh) = uf, (uh)(0) = 0.
Dies folgt direkt aus den Ableitungsregeln. Zeitinvarianz wiirde hei-
Ben
S(f) = h
bzw.
h% +ah; = f; h:(0) = 0.

Da h;(0) = h(—7) ist, ist diese Bedingung i.a. nicht erfiillt.
e Die Linearitéit zeigt man wie im vorigen Beispiel. Zeitinvarianz be-
deutet hier

(h))' +ah; = f;,  hi(—o0) =0.
Da S(f) = h gilt
W(t)+ah(t) = [(t)

fir alle ¢. Folglich gilt auch

P'(t—1) +ah(t—1) = f(t—1)

h(t—1) +ah(t—1) = f(t—1)

(hg)'(t) + ahy(t) = f(t—1)
(hy) +ah; = f;

Weiterhin ist

hi(—c0) = h(—oc0 — 1)

Aufgabe 14. Sei
S(f) = fA)+ f(2).

Ist S linear? Ist S zeitinvariant? Begrinden Sie Thre Antwort.

16



Lo6sung von Aufgabe 14. S ist linear.

S(f+g9) = (f+9Q)+(f+9)(2)
= O+ /(2 +9(1)+9(2)
= S(f)+5(9)

S(af) = (af)1)+ (af
= af(l)+af(2)
= a(f(1)+ f(2))
= aS(f).

)(2)

S ist nicht zeitinvariant.

[S(f)l (£)
= [ft(l) + ft(2)} (t)
= [HMW]E) + [f:(2)] (2)
= fA-H+f2-1)
[S(H () = S(HE—1)
= (f()+f)~1)
= f)+1(2).
Aufgabe 15. Fir ein festes a € R und n € N sei Sei S das System, das je-

der Funktion ihr Taylor Polynom vom Grad n zum Entwicklungspunkt a
zuordnet, d.h.

n

SO = D5 ﬂ%)@—ay

i= O

Ist S linear bzw. zeitinvariant? Geben Sie eine Begriindung.

17



L6sung von Aufgabe 15. S ist linear.

1

S+ R0 = Y 5+ 2O @ - a)

= (@) + @) - o)
=0

= Y 2@ - 0 + @) - o)
=0

= 2@ - o + Y @) a)
=0 1=0

= ISUD1 @) + [S()] (1)

= IS(f) + 5] (1)
n l )

S = 3

S ist nicht zeitinvariant.

n

SUND = 3 5@ - a)
i=0

= > (59) (@ - ay
=0

= > it a)
i=0

[S(Hid @) = [S(HI(t~1)
= Z%f(l)(a)(tffia)z

Aufgabe 16. Sei
[S(HIE) = fr(t=1).
Ist S linear und zeitinvariant? Geben Sie eine Begriindung.

Losung von Aufgabe 16. S ist linear. Es gilt

S(f+g) = S(f)+S(9)
S(uf) = uS(f).

18



Begriindung.
[S(F+l(t) = (f+9)"(t-1)

S ist zeitinvariant. Es gilt
S(f) = S
Begriindung. Aus
filty = ft—19
folgt durch zweimaliges Ableiten auf beiden Seiten
) = fr(— D).
Ersetzt man noch auf beiden Seiten ¢ durch ¢ — 1 erhélt man
ft-1) = ff(t—-1- t).
Aus
[SHIE) = f'(t-1)
folgt durch Ersetzen von ¢ durch ¢ — £ auf beiden Seiten
[S(HIE—1) = f'(t—i-1).
Damit gilt
[SUDI(E) = fi(t—1)

Aufgabe 17. Sei f eine beliebige Funktion. Berechnen Sie die Funktion h, die
die DGL

W) +h(t) = f(t)

fiir alle ¢ mit Startwert h(0) = 0 erfiillt.

Hinweis: Berechnen Sie zunichst die allgemeine Losung der homogenen
DGL und durch Variation der Konstanten die gesuchte partikuldre Losung.
Da f(t) nicht gegeben ist, kann man das dabei entstehende Integral nicht
losen und muss es im Funktionsterm von h stehen lassen.

19



L6sung von Aufgabe 17. Die homogene DGL ist

B'(t)+h(t) = 0.
Ansatz
h(t) = e
B(t) = e
Finsetzen ergibt
)\e)\t +e>\t _
A+1 =
A= -1

Damit ist die allgemeine homogene Losung

h(t) = Ke .
Ansatz fir die Losung der inhomogenen DGL durch Variation der Kon-
stanten.
h(t) = k(t)e
R(t) = K(t)e "t —k(t)e

FEinsetzen in inhomogene DGL

Ete ™ —k)e " +kt)e™ = f(t)
K(e™ = ft)
K(t) = f(t)e

k() = /Cf(T)CTd’T

wobei C beliebig ist. Damit ist
h(t) =

k(t)e
= / f(r)e™ tdr.
c

Die Startbedingung h(0) = 0 ist erfiillt falls C' = 0. Damit ist

—t

¢
h(t) = / f(r)e™ tdr.
0
Aufgabe 18. Wie Sie wissen, ist eine Funktion f € R™ — R"™ linear, genau
dann wenn es eine Matrix A € R™*" gibt, so dass
f(@ = AZ firalleZ e R™.

Der Ubergang von linearen Funktionen zu linearen Systen (nicht notwen-
dig zeitinvarianten), ist reine Kosmetik. Sei ¢ = f(&). Dann gilt

y = AZ bzw.

Yi = E Aij Ty
J

20



Ersetzt man nun die diskreten Indizes ¢, 5 durch kontinuierliche Variablen
t, 7 und die Summe durch ein Integral, erhdlt man

y(t) = / a(t, 7)x(r)dr.
Ersetzt man nun noch x durch f, y durch h und a durch g hat man
we = [ sttrsear

Per Analogie erhalt man damit folgende Aussage:

Ein System S ist linear, genau dann wenn es eine zweistellige Funktion
g(t,7) gibt so dass

[S(HIE) = /jo g(t,7)f(r)dr fir alle t.

Der Beweis hierfiir ist nahezu identisch mit dem Beweis iiber LTI Systeme,
der in der Vorlesung gezeigt wurde. Sie kénnen ihn also fast wortlich ab-
schreiben und miissen nur den letzten Schritt, bei dem es um Zeitinvarianz
ging, weglassen.

e Zeigen Sie, dass fiir jede Funktion g(¢,7) das System S mit
SN = [ gttnwr

linear ist, d.h.

S(fi+f2) = S(fi)+5(f2)
S(af) = aS(f).

e Zeigen Sie, dass fiir jedes lineare System S gilt
SNw = [ s6e-n) s
o0 N——r
g(t,7)

Die o.g. zweistellige Funktion g(¢, 7) ist also die Antwort des Systems
auf einen um 7 verschobenen Dirac Impuls.

Wenn Sie diese Aufgabe hinkriegen, sind Sie bereits gut auf die Fourier-
und Laplace Transformation vorbereitet. Beide Transformationen sind Spe-
zialfalle solcher linearer Systeme, wobei die Funktion g(¢,7) eine einfache
e-Funktion ist.

Losung von Aufgabe 18.

o Sei g(t,7) eine zweistellige Funktion und

S (1) = [fswa—av@mr
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Dann gilt
S(h+ R (1) = /fo St =) (fo + f2)(T)dr
-/ 86— A + fa(r)dr

- /_oo S(8(t — 7)) fr(7)dr + /_OO S(6(t = 7)) fa(7)dr

= [ (fO] (&) + [S(f2)] (t)
= [S(fi)+S(f2)] (¥)

[S@hl®) = / S(8(t - 7)) (af)(r)dr

:/ St —T))af(r)dr
= /Sét—T

= (t)

= [aS(f)]()

e Sei S linear. Dann gilt

[S(H)) (@)

[S(f+ )] (t)

s (/Z 5t — T)f(T)dT)
[ O:O SOt — 7) f(r)dr)

— [ sG-m)srd
Aufgabe 19. Sei e > 0 und

[ = ¢
g:(t) = {i(llt) falls 0 <t <e

0 sonst.

Zeigen Sie, dass die Fliache unter g. eins ist.

Berechnen Sie (f * g.)(t) und zeigen Sie, dass

lm(f+g)(t) = f(b):

e>0
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Losung von Aufgabe 19.

(f * 92)(t)

Damit gilt

Aufgabe 20.

/.

ge(T)dr = 2/ <117>d7
g Jo g
2 1 c
= S(r—=—12
5( 2e >0
2 1,
- He-22)
ETAR
- oe\FTet
= 1
e}
[t =7)ge(r)dr

€

ft =7)ge(r)dr
0

i/oa (1 — i¢> (t—7)%dr

2 €
—2/ (5—7)(t2—2t7+72)d7
€% Jo
2 1>
—/(t25—2t57+672—t27+2t72—73)d7
€% Jo
2 |0 21312223145
= [t eT — teT +357' 2157' +3tT 47 .
2 (99 3, 1 1oy 2 4 14
S t2e? —te® 4 et — 2t “ted - 2
52<€ s+35 26+3s 45
2 4 1
2% — e + Ze? —t2 4+ —te — —£2
E+3€ +35 25
2 1
t? — Zte + =€
3t §e
lm(fxg)(t) = ¢
e—0

e Zeigen Sie, dass das Produkt zweier T-periodischer Funktionen wie-
der eine T-periodische Funktion ist.

e Sei f eine beliebige Funktion und g eine T-periodische Funktion.
Zeigen Sie, dass dann f o g eine T-periodische Funktion ist.

Hinweis: Eine Funktion f heifit T-periodisch wenn

fE+T) = f(t) fir alle ¢t.

Losung von Aufgabe 20.
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o Seien f,g zwei T-periodische Funktionen und h(t) = f(¢)g(t). Dann
gilt

ht+T) = ft+T)glt+T)

ht+T) = flgt+T))
= flg(®))
= h(t).
Aufgabe 21. Sei
) = oe
g(t) = cos(t).

Berechnen Sie f * g.

Losung von Aufgabe 21.

e Losen des Faltungsintegrals

(fra)t) = /mfvmu—ﬂm
= /00 e T cos(t — T)dr
0

_ l/oo e (077 4 90 ar
2 Jo

— 1/00 (eT(—l—j)Ht_|_eT(—1+j)—jt) dr
2 0
e B e LTI G B B
—1—3j —1+j

oo

2

1 et N e~ Jt
o2\1+5 11—

1, . N .
= 1(6”(1 —§) +e 7 (1+7)
ejt _|_ e—jt ,ejt _ e—jt

1+ )T
ejt + efjt ejt _ efjt
N 4 + 45

cos(t)  sin(t) '

= T3 T

0

e Losen mit Fourier Transformation. Fur die Fourier Transformierten



erhalt man

o(t)e™t o—e / a(t)e e Iwtdt
0
- L[]
1+ jw 0
1
= ey
Jjw
_ 1
14w
Multiplikation im Frequenzbereich.
L (6w —1) + 6w + 1)) T §(w—1)+ ——bw+1)
m(d(w — w = — w
1+ jw 14+ jw 1+ jw
7r 0
= —fw—-1)+ —06(w+1).
bl = 1) + T dw + )

Beim letzten Schritt wurde die Ausblendeigenschaft verwendet.
Zur Riicktransformation verwendet man die Korrespondenz

%t o—e 2md(w — &) bzw.

1 .
S(w—1) e—o —¢it
(w—1) 5 ¢
1 .
§ 1) e—o —e 7t
(w+1) 5-¢
Damit erhdlt man
™ 1 . T 1 .
- = it = =t
(Fx9)(®) 15270 T1-j2:°
_ M= e 114G e
2 2 2 2
1 . )
= Ha-pet+ e
1 .
= Lre((1- )
1 ) .
= Lre((1— j)cos(t) + jsin())
1
= §(cos(t)—|—sin(t))

Aufgabe 22. Berechnen Sie die komplexen Fourier Koeffizienten z; der T' = 2-
periodischen Funktion f, die definiert ist durch

ft)=éll fir -1 <t <1
und f(t+2) = f(t) fur alle t. Vereinfachen Sie den Term fir zj so weit

wie moglich.
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Losung von Aufgabe 22. Aus T = 2 folgt w = 7. Damit gilt

1
zE = 1/ eltle=ikwt gy
2J)
1 [° . 1/t .
= */ e"temIwtar ¢ 7/ ete ket gt
2/, 2/,
L%k L[ ke
= S| e TTRdt o [ eIt
2/, 2y
1 . 1 )
— = [p(=1=jkw)ti0 b (—jkw)tyl
ST it ot lo
1 , 1 .
= —— (1= 1+jkw - 1—jkw _ 1
2+2jkw( c )+2—2jkw(e )
1 , 1 ,
- - jkm 1 - —jkm 1
2+ 2jkn (ce )+ 2 2jkn (ce )
Da fiir ganzzahlige k gilt
ejkTr _ e—jk:Tr
folgt
1 1 1 ,
_ = jkm 1
“* 2<1+jk7r+1—jk7r) (ce )
1 jkm
iy o (ee’™ —1).
Da

ko 1 falls k gerade
c —1 falls k£ ungerade

gilt fir gerade k

e—1
o
F 1+ k2m2
und fiir ungerade k
—e—1
2k = ———.
g 1+ k272

In einer Formel ldsst sich das ausdriicken durch

(—1)ke—1

T 14 k272 7

Aufgabe 23. Sei T eine Konstante und g € R — R eine Funktion mit

t+T
/ g(r)dr = 0
t

fiir alle ¢. Zeigen Sie, dass dann jede Stammfunktion von g eine T-periodische
Funktion ist.
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Losung von Aufgabe 23. Sei G eine Stammfunktion von g. Dann gilt

T t+T
/t o(rdr = (Gt

= GEt+T)-G().

Damit ist
Gt+T)-G@t) = 0
fiir alle ¢ und folglich
Gt+T) = G(t),
d.h. G ist eine T-periodische Funktion.

Aufgabe 24. Wenn man zwei Toéne mit sehr &hnlicher Frequenz gleichzeitig
spielt, entsteht eine sog. Schwebung. Dabei hért man nur einen Ton, der
langsam lauter und leiser wird. Dieses Phénomen nutzt man z.B. um In-
strumente zu stimmen. Auf der Webseite zu Mathe 2 finden Sie eine Demo,
mit der Sie sich das anhéren kdnnen.

Fiir eine kleine Zahl ¢ seien die Frequenzen der beiden Toéne w + ¢ und
w — €. Zeigen Sie, dass dann fiir die Uberlagerung der Schwingungen gilt

re (eﬂwﬁ)t + ej(‘”fg)t) = 2re (e/*") cos(et).

Dabei ist 2re(e’*!) der Ton, den man hért. Die Multiplikation mit der
langsamen Schwingung cos(et) fithrt zu dem Schwebungseffekt.

Losung von Aufgabe 24.

re (ej(w+a)t +ej(w—e)t) - re (ejwtejet +ejwte—jet)
e (e] ejat + e_JEt))
o (eJ (et +e]6t))

= re (67“"2 cos(et) )
e

= 2re (e/*") cos(et).

|
—

|
—

Aufgabe 25. Sei f eine T-periodische Funktion. Zeigen Sie, dass dann auch f’
eine T-periodische Funktion ist.

Losung von Aufgabe 25. Sei f eine T-periodische Funktion. Dann gilt

ft+T) f®)
fE+T+dt) = f(t+dt).

Aus der Definition der Ableitung
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folgt

ft+T+dt)— f(t+T)
dt
ft+dt) - ft)

dt
= f'(t).

Aufgabe 26. Eine Menge M heifit abgeschlossen unter Addition und skalarer
Multiplikation wenn fiir alle z,y € M und alle u € R gilt

fa+T) =

r+y € M
ur € M.

e Seien A, B € R™*" zwei Matrizen und
M = {&|AZ= BZ}.

Zeigen Sie, dass M abgeschlossen ist unter Addition und skalarer
Multiplikation.

e An welcher Stelle traten Mengen von Funktionen, die abgeschlossen
sind unter Addition und skalarer Multiplikation bei der Losung von
DGL auf?

e Zeigen Sie, dass die Menge aller T-periodischer Funktionen abge-
schlossen ist unter Addition und unter skalarer Multiplikation.

Losung von Aufgabe 26.
¢ Abgeschlossenheit unter Addition. Seien Z, 3y € M, d.h.

Ar¥ = BT
Ay = By
Zu zeigen: £ +y € M, d.h.
A(Z+Y) = B(@+79).
Beweis:
AlZ+y) = AZ¥+ Ay
= BZ+ By
= B(Z+7).

Abgeschlossenheit unter skalarer Multiplikation. Sei & € M, d.h.
A¥ = BZ

Zu zeigen: ux € M fir beliebiges u € R, d.h.

A(uZ) = Bu).
Beweis:
AuZ) = u(AZ)
= u(B7)
= B(u&
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¢ Die Losungsmenge einer linearen homogenen DGL ist abgeschlossen
unter Addition und skalaer Multiplikation.

e Seien f, g zwei T-periodische Funktionen, d.h.

fE+T) = [t

git+T) = g()
fir alle t. Dann ist
(f+9)t+T) = fC+T)+g(t+T)
= f{t)+g()
= (f+9)@®
(uf)t+T) = uf(t+7T)
= uf(t)

(uf)(t).
Aufgabe 27. Zeigen Sie, dass fir jedes k,n € Z und a,T € R mit w = 27 /T
gilt
a+T
j(k—n)wt o 0 falls k& 7& n
/a ¢ dt = {T falls k = n.
Hinweis:
eQ‘n’j(kfn) - 1.
Schauen Sie sich dann nochmal die Herleitung zur Berechnung der Fourier
Koeffizienten zj, einer T-periodischen Funktion f(¢) an. Zeigen Sie durch

eine kleine Modifikation dieser Herleitung, dass z; fiir beliebiges a auch
nach der Formel

1 a+T .
. / F(t)e TRt dy

berechnet werden kann. Gehen Sie hierzu von der komplexen Fourier Reihe

f(t) _ i Zkejk:wt
k=—o00

aus und fiihren Sie die selbe Umformung durch wie gezeigt.

L6sung von Aufgabe 27. Fir k # n gilt

+T o
/a ej(k—n)wtdt _ ( 1 ) |:ej(k—n)wt:| +T
a ik —n)w a
_ % (cHh=metet D) gilimee)
jlk —n)w
—_ (k 1 ) ej(krfn)wa (ej(kfn)wT 7 1)
j(k—n)w
1 j(k—n)wa 27j(k—n)
= ﬁej eI 1
j n)w ~
=0
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Fir £ = n gilt

a+T ] a+T
/ ety = / 1dt
a a

_ [t]a+T

= a+T1T—a
T.

Aus
fy = > meltt
k=—o00
folgt durch Multiplikation mit e=/"“* auf beiden Seiten
f(t)e—jnwt — Z Zkej(k—n)wt.
k=—c0
Integriert man auf beiden Seiten {iber ¢ von a bis @ + T erhélt man

a+T a+T  ©©
/ f(t)e—jnwt _ / Z Zkej(k—n)wt

k=—o0

0 a+T )
2 2k / eg(k—n)wt-
a

k=—o0

Wie oben gezeigt ist das Integral fiir alle & # n Null und T fir k& = n.
Damit ist

a+T )
/ fHyedmt = 2T

und

1 CL+T .
Zn = TL f(t)einet,

Da dies fiir alle n gilt, kann man n wieder durch k ersetzen und erhélt

1 a+T )
zg = T\/a f(t)e ket

Aufgabe 28. Die Funktion
f(t) = [sin(t)]
ist T periodisch fir T = 7. Berechnen Sie die komplexen Fourier Koeffi-
zienten zj fur f(t). Sie konnen die Integrale ohne Rechner lsen mit Hilfe
der Gleichung

sin(t) = im(e’?) = — (et — e77t).
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L6sung von Aufgabe 28. Sei

2k

w=2n/T =2.

/ f e ) kwtdt

- j2ktdt
71-/ | sin(t)|e™

0

s
f/ sin(t)e 92k dt
0
T
77‘/ (ejt_e—jt)e—jZktdt
0

T2y
1 eIkt _ =ikt gy
213 Jo
_ b [1 Sjek-ne L —j(2k+1>tr
27 | —j(2k — 1) —j(2k +1) .
_ L i(2k—1)t 1 ej(21<:+1)t]7r
o 2k—1 2%+ 1 .
1 (e d@k=Dm _1q —Jj2k+1)m _ 1
- 27r< 2%k — 1 2% + 1 )
1 ~1
B 27r(2k:1 2k+1)
1 /-1-1 -1-1
- %(%-1 2k+1)
1
B 2( 2k+1>
- 7r(2k—1) 7r(2k+1)
B 2
T r(4k2—1)

Aufgabe 29. Berechnen Sie die komplexen Fourier Koeffizienten z; der T-
periodischen Funktion f, fiir die gilt

)=

= f(t) fur alle t. Losen Sie die Integrale ohne Rechner.

und f(t +T)

0 fir -Tha<t<O
1 fir 0<t<T/)2

Hinweis: Sie miissen eine Fallunterscheidung machen ob k gerade oder

ungerade ist.

L6sung von Aufgabe 29. Sei
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Dann ist

1 r jkwt
= e —Jkw
2k T /0 ft)e dt

1 T/2 )
= ? / eijkwtdt.
0

Fiir den Speziallfall £ = 0 erhilt man

1/”2 1
Z0 = — 1dt = —.
T/, 2
Fir k£ # 0 erhilt man
1 —ikwt1T/2
W= g
- %%fGﬂ“Jﬂ—l) w=2r/T
w
j —7km
= g ¢
J .
= — k) — k) —1
27rk(COS( ) — jsin(km) —1)
=0
J

= m(cos(lmr) -1).

Um weiter vereinfachen zu kénnen, benotigt man eine Fallunterscheidung
ob k gerade oder ungerade ist:

o k gerade.
ﬁ(cos(kw) -1) = 27‘77@(1 -1)
= 0
o k ungerade.
ﬁ(cos(lm) -1) = 27{_1?(—1 -1)

Zusammenfassend erhélt man somit

1/2 falls k =0
ZE = 0 falls k& gerade
—j/(wk) falls k ungerade

Aufgabe 30. Berechnen Sie die komplexen Fourier Koeffizienten zy der T' = 2-
periodischen Funktion f, die definiert ist durch

_ t+1 falls-1<t<0
1o = {1 falls 0 < ¢ < 1

und f(t+2) = f(t) fiir alle ¢. Losen Sie die Integrale ohne Rechner. Sie
benotigen hierfiir Produktintegration.
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Losung von Aufgabe 30. Mit T = 2 und

gilt

-1

2k

0
/ (t+ 1)e *mtqt

1
/ e—jkﬂ'tdt
0

Damit gilt

2k

27

Y=

=T

e ;
7 / f(t)e Iktdt
0

1t ,
f/ f(t)e I+ tat
2/

1 0

. 1 /.
f/ (t+1)e*ﬂ”tdt+7/ e Ikt
2/, 2 Jo

Die beiden Integrale werden wie folgt berechnet.

—jkm
1 1

—jkr (—jkm)?

] 1 ik
= x T (1—em)
1 PR |
i L

'e—jk’ﬂ'

J —J
km '

[(t+1)e=3+71]  —

— [e—jkﬂ't]

1 (] 1 _ejkTr N je—jkﬂ'

2 \ kr k2m? km
1 jefjkﬂr 1— ejk}ﬂ'
= +
2 km k2m2
jefjkﬂ 1— ejkﬂ‘
2km 2k2 72

J
2k§r 1
2km + k22

)

falls k£ gerade
falls k ungerade

Fir k = 0 ist eine Ausnahmebehandlung erforderlich, da durch & dividiert

wurde:

20

1t ;
= = / f(t)e 7kt dt
2/

1 1
= 5/_1f(t)dt
0

- 1(/_1(t+1)dt+/011dt>

()

Bl wW N~ N
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Sie konnen sich das Ergebnis anschauen mit folgenden Mupad Befehlen:

zk:=(I*exp (-I*k+PI))/(2xk*PI) +
(1-exp (I*k*PI))/(2%¥k"2%PI"2):
f:=sum(zk*exp (I*k*PIxt) ,k=-30..-1)+
sum (zk*exp (I¥k*PI*t) k= 1..30)+3/4:
plot(f,t=-2..2);

Mit Matlab geht’s wie folgt:
syms k zk f t;
zk = (j*exp(-j*k*pi)) / (2*k*pi) + (l-exp(j*k*pi)) / 2xkxk*pi*pi);

f = 2xreal (symsum(zk*exp(j*k*pi*t),k,1,30)) + 3/4;
ezplot (£, [-2,2]);

Aufgabe 31. Sei f(t) eine T-periodische Funktion und Ay, ¢ so dass

- 2m
f(t) = A0+;Ak cos(kwt + ), w= .
Sei weiterhin
2
g(t) = T(U(_t) —o(—t—T)) cos(kwt).

Uberlegen Sie sich, dass die Differenz der beiden Sprungfunktionen ein
Rechteckimpuls von —T bis 0 ist. Zeigen Sie, dass fiir k& > 0 gilt

(fxg)t) = Aycos(kwt + o).

Diese Aussage bedeutet, dass durch Faltung mit g die k-te Oberschwin-
gung aus f herausgefiltert wird. Spater werden wir zeigen, dass jeder fre-
quenzselektive Filter durch Faltung realisiert werden kann und somit LTI
ist. Hinweis:

e Beginnen Sie mit dem Faltungsintegral.

o Nutzen Sie die Sprungfunktionen um den Integrationsbereich auf eine
Periode einzugrenzen.

o Nutzen Sie die Periodizitdt von f und cos um den Integrationsbereich
auf [0, 7] zu verschieben.

e Formen Sie den Integrand mit komplexen e-Funktionen um bis der
komplexe Fourier Koeffizient zj als Teilterm erscheint.

e Zum Schluss miissen Sie nur noch die Definition der komplexen Fou-
rier Koeffizienten

1 .
ZE = §Ak€]wk

einsetzen.
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Losung von Aufgabe 31.
(f = 9)(t)
= [ gt ryar

= % /_OO f()o(=t—=71))—o(=(t—71)=T))cos(kw(t — 7))dr
- % /:’o f(r)(o(r —t) —o(r — (t+1T))) cos(kw(t — 7))dr
o(r—t)—o(r—(t+T)) = { (1) izlrllbstT € [t,t+ 1]
gilt
t+T
(f*xg)t) = %/t f(1) cos(kw(t — 7))dr.

Berechnet wird die Flache unter der Funktion

f(7) cos(kw(t — 7))

fir 7 € [t,t + T, d.h. iiber ein Intervall der Lange T. Da diese Funktion
T-periodisch ist, kann man den Integrationsbereich beliebig verschieben.
Damit gilt

T
(Fet) = 7 [ 1) costhue = r)ar
T
_ %/0 f(T)%(ejkw(t—T)+e—jkw(t—r))dT
T
_ %/0 f(T)(ejkwtefjkwr_|_efjkwtejkwr)d7_

_ Jkwt l r —jkwT —jkwt l r JkwT
= e T f(r)e dr +e T f(r)e dr
0 0

Zk 2k

ejkwtzk + e—jkwtzk

= 2re(zkejk“’t)
1 o

= 2re <2Ake””“ 6““‘“)
- Akre(ej(kwt+wk))

Ay, cos(kwt + ).

Aufgabe 32. Eine Masse m ist an einer Feder mit Federkonstante D befestigt

und kann sich reibungsfrei horizontal bewegen. Die Position der Masse
zum Zeitpunkt ¢ sei s(¢). In der Position s = 0 sei die Feder entspannt.
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Auf die Masse wirkt nun eine T-periodische Kraft f(¢) nach rechts, wobei

1 falls0<t<a
1o = {0 falls o <t < T

und f(t+T) = f(t) fur alle t € R.

Berechnen Sie eine partikuldre Losung s(t) und stellen Sie diese als Fourier
Reihe dar. Um Ausnahmefille zu vermeiden, dirfen Sie annehmen, dass
keine Resonanz auftritt.

Hinweis: Stellen Sie f(t) zunéchst als Fourier Reihe dar, losen Sie die DGL
fiir jeden Summanden z,e?*t separat und nutzen Sie die Linearitéit der
DGL.

Losung von Aufgabe 32. Darstellung der Kraft f(t) als Fourier Reihe.

oo

fe)y = Z zpel Pt

k=—0o0

Berechnung der Fourier Koeffizienten.
e "
= = t)e IRtdt
2k T /o f(t)e

1 [/ _.
- —]kwtdt
T/O ¢
1

ikwt] @ .
= -y [e J t}o fir k #0
1 —jkwa
= Srer© Y
1— efjkwa

2mjk

a
zZo = ?

Aufstellen der Kriftegleichung.

—Ds(t)+ f(t) = ma(t)
ms’ +Ds = Z zpelket,
k=—oc0

Da die DGL linear ist, kann sie fiir jeden Summand separat gelost werden.
Sei

rp(t) = elkwt,
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Da Resonanz ausgeschlossen werden darf, ist der Ansatz

sp(t) = celkwt
sp(t) = jhweel™t
spt) = —(kw)*cettt.
Einsetzen
_(kw)Qcmejkwt + Dcejkwt — ejkwt
—(kw)?em 4+ De = 1
1
c = —
D — m(kw)?
1 ,
t _ ]k:wt.
sk (1) D—m(kw)Qe
Spezialfall £ = 0.
a
To(t) = T
a
msy + Dsg = 7
a
t) = —.
sot) DT
Damit ist eine partikuldre Losung
st) = — 4 P B e
DT s D — m(kw)?
a 1 — g Jhwa .
- _° Jkwt
oT T2 27 k(D — m(ka)?)©

k0

Aufgabe 33. Sei f(t) eine T-periodische Funktion mit Fourier Koeffizienten
2. Sei

) = flat)

fir ein a > 0. Berechn~en Sie hiermit die Periodendauer T und die Fourier
Koeffizienten Z, von f.

Losung von Aufgabe 33. Fiir die Periodendauer T von f gilt

fle+T) = f(t)
fat+T) = flat)
flat +aT) = f(at)

Da f eine T-periodische Funktion ist, folgt
T = aT

T = T/a.
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Die Grundfrequenz von f ist damit

5 2 a2m
O = = = — = aw.

T T

Fiir die Fourier Koeffizienten Z; von f gilt

1 (T -
L[ e s
0

Zr =
a T/a )
= ?/0 f(at)e=Fwatqr,
Substitution
d 1
u = at, o , dt = —du
dt a
Damit ist
T
. 1
Zk = %/O f(u)eijkwugdu

e ,
= T/o f(u)e_ka“du
Rk

Die Funktionen f und f haben somit die gleichen Fourier Koeffizienten.
Aufgabe 34. Sei f(t) die 4m-periodische Funktion mit

) = {sin(t) fir 0 <t <2m

0 fur 27 <t <d4rw

und f(t+4m) = f(t) fir alle t. Berechnen Sie die Fourier Koeffizienten zj,
von f(t) und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

Hinweis: Beriicksichtigen Sie den Spezialfall & = £2. Unterscheiden Sie
die Fille k gerade bzw. k ungerade. Es gilt

ik 1 falls k gerade
¢ N —1 falls k£ ungerade.

Losung von Aufgabe 34. Sei
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Damit ist z; gleich

1 4 )
= [ e
78
1 271' .
= sin(t)e~*/2dt
T
1 2r ) )
= ﬂ (et — e_”)e_Jkt/zdt
) Jo
1 2m o o
- (eto—gk/a) _ et(—J—Jk/Q)) dt
877 Jo
I G S [eto‘—jk/z)r” o v [et(—j—jk/z)r”
8w\ j — jk/2 0 —j—jk/2 o /)’
— 1 1 {et] t]k/2} 2 1 [ —tj— t]k‘/2] 2
8\ —1+ k/2 0 1+k/2 0
_ i 1 (ezm —2mjk/2 ) ( —2mj ,—2mjk/2 _ 1)
8r\ —1+k/2 1+ k/2
1 1 ) 1
_ - —mjk 771'.]]{)
87r<—1—|—k/2(6 D irmsl ))
1 ) 1
- —mjk _ 1
5 ¢ )< 1+ k/2 1+k/2>

Falls k gerade ist, gilt

Falls k£ ungerade ist, gilt

L 2 11
P78\ 1+ k2 1+k/2

_ otz 2
T 4\ —2+k 2+k

1 1 1
- (2
1 k—2—(k+2)
or k2 —4

2 1
Cmk2—4

2

(4 —k2)
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Fir k£ = 2 gilt

1 2m

zy = —— (etu—j) _et(—j—j))dt
875 Jo
1 27 .
= — (1 — 672jt)dt
815 Jo
2m
= Q—W - L et
8ty 8mj Jo
o ]. ]. ]. 72]‘1& 2
BEPYRE T LY [,
1 L
= _—— (- 1
4 167 (c )
— 1 >
= 4].

Aufgabe 35. Berechnen Sie die komplexen Fourier Koeffizienten z; der T-
periodischen Sdgezahn Funktion f, die definiert ist durch

fi) =t fir0<t<T
f&+T) = f(t) sonst

Losen Sie die Integrale ohne Rechner. Sie benotigen hierfiir Produktinte-
gration.

Losung von Aufgabe 35. Sei

2T
w=—.
T
Dann ist
I ikwt
= = t)e Ikt
w o= g e

1 [T
= —/ te Tkwt gy
T 0

Produktintegration mit

glt) =t
hl(t) — e—jkwt
g'(t) 1

e—jkwt
Me) = - Jkw
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1 (T . 1 —jkwt1 T T —jkwt
—/ Ly TR +/ €
T Jo T Jkw ], o Jkw

1 ; T r
_ —t —jkwt 7jkwtdt
Tjkw <[ ¢ }0 Jr/0 ‘

1 T —2mjk e—jkwt g
= — —_ e —
2mjk T Jkw |,
1 - —jkwt1T
= g (Tt [
_ T : —27mjk
=1
_JT
- onk

Da man eine Division durch k£ hat, gilt dies nur fiir £ # 0. Daher muss
man den Koeffizienten z; separat berechnen:

zZo = = / tdt

2
- 2T [t ]
LTQ
2T
= T2

Zusammenfassend erhilt man somit

T/2 falls k =0
= JT/(2mk)  sonst.

Aufgabe 36. Von einer unbekannten T-periodischen Funktion f € R — R

seien die Fourier Koeflizienten z;;

() gegeben. Berechnen Sie hiermit die

Fourier Koeffizienten z,(;] ) der Funktion

g(t) = f(1—1t).

Losung von Aufgabe 36.

Substitution.

(9) — 1 7jk:wtdt
o = /
= / t)e IRt
d
u=1-t, —u:fl, dt = —du.
dt
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Damit ist

(9) L jkw(1
7Y = T/l f(u)e 70— (_qy)
e ik ik
= = fu)e?™te™I% dy
T /17T

1 .
= eﬂk‘”—/ f(uw)e? ™ du.
T Ji-r

Da der Integrand T-periodisch ist, kann man auch von 0 bis T" integrieren.
Die Integrationsvariable kann wieder in ¢ umbenannt werden. Damit ist

1 /T -
Z}gg) _ efgkwf/o f(t)e=ikwtdt

T
— e—jkwl / f(t)efjkwtdt
T 0

—jkw ()
eI

Aufgabe 37. Die 2m-periodische Funktion f € R — C ist definiert durch

1) = {ejt fir0<t<nm

0 fur # <t < 27

und f(t+2mw) = f(¢t) fir alle t. Berechnen Sie die Fourier Koeffizienten zj,
von f(t).

Vereinfachen Sie das Ergebnis, indem Sie eine Fallunterscheidung durch-
flihren ob k gerade oder ungerade ist.

Losung von Aufgabe 37. Fir die Grundfrequenz erhélt man

2 1
w = — = 1.
T
Damit ist
I ikwt
= = e It
Zk T J, f(t)e
= i 7rejte_jktdlf
271— 0
= i/Wejt(l_k)dt.
27T 0
Fir k£ = 1 erhélt man
1 T
z21 = — eOdt
27T 0
1
a 27T7T
1
= 3
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Fir k # 1 erhdlt man

s

11 »
- Jt(1—k)
“k or j(1— k) [e }0

- 27rj(117 k) (eﬁr(l_k) N 1)‘

Falls k gerade, ist 1 — k ungerade und

1
* = oY

J
m(l1—k)

Falls k£ ungerade, ist 1 — k gerade und

1
* = i)

=0
Damit ist

1/2 falls k=1
2 = ﬁ falls k gerade
0 sonst.

Aufgabe 38. Fir komplexe T-periodische Funktionen f € R — C kénnen
Fourier Koeffizienten nach der gleichen Formel berechnet werden wie fiir
relle, d.h.

I :
2 = 7/ f(t)e ktqt, w = 27/,
T Jo

Allerdings treten bei komplexen Funktionen die Fourier Koeffizienten nicht
mehr so wie bei reellen in konjugiert komplexen Paaren auf, d.h. im all-
gemeinen ist z # Z_.

Sei f € R — C eine unbekannte T-periodische Funktion mit gegebenen
Fourier Koeffizienten z,if ). Berechnen Sie hiermit die Fourier Koeffizienten

(9)
2z’ von

g(t) = f().
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Losung von Aufgabe 38.

T .
g(t)e=IFtat
0

/T
o
-3

1
T
1 _

t)
f(t)ei*tat
t)

(
i

eikwtdt
Y S —
= = t)eikwtdt
7 | T
1 T
[ t)eikwt Jt
7| e
L (k)
= — He—J —k:wtdt
7| e
_

Aufgabe 39. Berechnen Sie die komplexen Fourier Koeffizienten z; fiir alle

k € Z der T = 2m-periodischen Funktion

f(t) = 3+4sin(t) + cos(?).

Losung von Aufgabe 39. In der Funktion tritt nur der Gleichanteil und die

Grundschwingung auf. Die Fourier Reihe reduziert sich damit auf
ft) = 2+ zelt + et
= 2zy+ 2re(zlejt).

Fiir den Gleichanteil erhélt man

zZo = 3.
Mit z; = a + jb gilt

2re(z1e’") = 2(acos(t) — bsin(t))
= 4sin(t) + cos(t).

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man

2acos(t) = cos(t)
—2bsin(t) = 4sin(t)
und damit
1
a=g,
Damit ist
1 .
z1 = 5~ 27



und

3 falls k=0
_ a—25 fallsk=1
BT 1o+2j fallsk=—1
0 sonst

Aufgabe 40. Berechnen Sie die Fourier Transformierte von

t? falls0o<t<1
0  sonst.

[ =
Versuchen Sie, die Zwischenergebnisse moglichst zu vereinfachen.

Losung von Aufgabe 40.

f(t) o—e /_Oo f(t)e 7tat

1
= / t2eIwtqt
0

1 2 —jwt]! 2 ! —jwt
= ——[Pe +— [ tedt
Jw JwW Jo

—Jjw 2 ) 1 1
_ 76 : il < [tefjwt}(l) + 7/ 6Jwtdt)
Jw Jw Jw JwW Jo
e v 2 o1l v
— - - = < [t *Jwt]o +/ ejwtdt>
Jw 0
- 2 e L P
jw w2 jw 0
—Jw 2 , 1 .
= —e - -3 <_€_'7w — .7(6_‘7“) — 1))
Jjw w Jjw
eTIw  2eTIw  Qeiw 2
T jw w? w3 jw?
B jeTIv  2eTIw  2jeTiw 24
B w + w? w3 + w3
jw2e IV 4+ 2weTIY — 2jeTI% + 25
e (2w j(w? —2)) + 25
= 3

Aufgabe 41. Sei f € R — R und

Zeigen Sie, dass dann

und



Losung von Aufgabe 41.
oo
f-t) o—e [ pe
— 00

Mit der Substitution
d
u = —t, —uz—l, dt = —du
dt
erhalt man

/_OO fu)e?™ (—du) /_Z flu)e“ du

o0

_ [ 0; Flu)e—Tudu

/: flw)e iwvduy
).

Mit der Linearitat der Fourier Transformation gilt

S0+ F(-1) o—e L(F() + F@))
= re(F(w)).

Aufgabe 42. Sei a > 0 eine Konstante und

et falls0<t<a
1) = { 0  sonst.
e Berechnen Sie F(w).

e Berechnen Sie dann den Grenzwert fiir a — oo, d.h. die Fourier
Transformierte von

Losung von Aufgabe 42.

Flw) = /00 f(t)e I@tat

a .
= / et Ity
0

= /a 67(1+jw)tdt
0

_ 1 [e—(1+jw)t}

_1+jw 0
17]"") —(1+jw)a

T T 1t w? (e ’ _1)
17-].“ —a _—jwa

= 1. (1—6 e’ )

Fir a — oo ist e7% = 0. Damit ist

a

1—jw
14 w?’

Flw) =
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Aufgabe 43. Sei
f(t) o—e F(w).
Zeigen Sie, dass dann fir eine beliebige Konstante a gilt

(@f)t) o—e (aF)(w).

Losung von Aufgabe 43.
@) o= [ (ehwe
= /00 af(t)e*j“tdt

a/oo f(t)e 3«tat
aF(w)

= (aF)(w).

Aufgabe 44. Sei F(w) die Fourier Transformierte von f(t). Zeigen Sie, dass
F(0) gleich der Fliche unter f(t) ist.

Losung von Aufgabe 44. Nach Definition der Fourier Transformation gilt
Flw) = / F(t)e=T=tdt.
Setzt man auf beiden Seiten w = 0, erhdlt man

FO) = /jo F(t)eidt

= [ Z F(t)dt.

Dies ist die Fliche unter f(t).

Aufgabe 45. Berechnen Sie die Fourier Transformierte von

_ sin(t) falls0<t<m
) = { 0 sonst.

Hinweis: Stellen Sie die Sinusfunktion mit komplexen e-Funktionen dar.
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Losung von Aufgabe 45.

f(t) o—e /:X) F(t)e 7t dt

= / sin(t)e I« dt
0

1 . )
— / 27(6Jt eijt)eijwtdt
0

= (/ elte it — /Tr e_ﬁe_j“tdt>
0 0

_ i / pi-etgy [ e—j(l+w)tdt>
27 0 0
1 7T
- = (- w)t} o—i(Hw)t
2j <J(1 - w) { 0 + 0>
= # ( Jm(l—w) 1) ( —jr(14w) _ 1)
2 — 2w
1 7r —JTw T —JTw
- 22w ( ! 1) ( eI — 1)
1 1
— _ _ L —JTw _ _ L —JTw
2—2w (~e Y 2+ 2w (e 1)
1 . )
— —J]Tw —JjTw
= 27200(6 +1)+2+2w(e +1)

= (e_jﬂ.w—Fl) 1 —|— 1
2—2w 242w

= (e 4 1)%

4 — 4w?
e I™w 4 1
1—w?

Aufgabe 46. Sei

Zeigen Sie, dass dann
(f+9)@) o—e (F+G)(w).

Losung von Aufgabe 46.
(U+90) o [ o
= [ w0+ atne

/ f(t)e ‘J”th—/ g(t)e I*tat

= (W) + G(w)
= (F+G)(w).
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Aufgabe 47. Sei f € R — R eine Funktion mit reeller Fourier Transformierter
F(w). Zeigen Sie, dass dann f gerade ist.

Losung von Aufgabe 47. Da F(w) reell ist, gilt

Flw) = F(w).
Zu zeigen ist, dass f(t) gerade ist, d.h.
f(=t) = [f().
Nach Definition der Fourier Transformation ist
fit)y = % _O:o F(w)e“dw fiir alle t.

Ersetzt man auf beiden Seiten ¢t durch —¢ erhélt man

f(=t) = F(w)e’ M dw

F(w)e 7%t dw

F(w)eivtdw da F(w) reell

F(w)eivtdw

/
/oo
= / F(w)eltdw
/
/

)
t) da f(t) reell.

Aufgabe 48. Sei f € R — R eine Funktion mit Fourier Transformierter
Fw) = A(w)ev®

wobei A € R — R eine reelle Funktion ist und a € R eine reelle Konstante.

Zeigen Sie, dass dann f(t — a) eine gerade Funktion ist.

Losung von Aufgabe 48. Aus

1 [ .
f) = 5 F(w)e!“tdw

™ — 00
1 [ - ,

= — Aw)e? eIt dw
2 J_ o

folgt
1 o0 . .
ft—a) = — Aw)ed@redt=a) g,

2 J_ o
1 OO jwt

= 5 A(w)e?* dw.
™ — 00
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Damit ist f(t — a) die inverse Fourier Transformierte der reellen Funktion
A(w) und damit gerade.

Aufgabe 49. Berechnen Sie die Funktion f(t), fir deren Fourier Transformier-
te F(w) gilt

In der Frequenzzerlegung von f(t) taucht somit nur eine einzige Schwin-

gungskomponente mit Kreisfrequenz w = 0 auf und ansonsten keine Schwin-
gungen. Uberlegen Sie sich daher zunéchst anschaulich, wie f(t) aussehen

muss.

Losung von Aufgabe 49. Da eine Schwingung mit Kreisfrequenz w = 0 eine
Konstante ist, muss f(¢) eine konstante Funktion sein.

fy = %/_m F(w)e“dw

- L /00 S(w)e? dw
2 J_ o

-1 Ooé(w)ej()tdw
2r J_ o

= % _Ooé(w)dw

1

T oor

Aufgabe 50. Sei f € R — R eine gerade Funktion. Zeigen Sie, dass dann

F(w) = 2re (/Omf(t)e—jwtdt)

Losung von Aufgabe 50. Sei f(t) eine gerade Funktion, d.h.

Dann ist

3
£
I

/_o:o f(t)e “tat

0 00
7jwtd 7jwtd )
/m f(t)e t+/0 f(t)e t

Im ersten Integral fiihrt man eine Substitution durch.

T = —t
dr
— = -1
dt
dt = —dr.
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Damit gilt fiir das erste Integral

/_ OOO Ft)e—i=tdt = / )T (—dr)

Damit ist

0 o)
—jwtd —jwtd
/ f(t)e t +/O f(t)e t

— 00

_ - —jwt( = —jwtg
/0 f(t)e t+ /0 f(t)e t

= 2re (/OOO f(t)ej“tdt>

Aufgabe 51. Berechnen Sie die Fourier Transformierte F'(w) von

A0t fir o<t <1
e ir 0 <t <
) = { 0 sonst.

Zeigen Sie dann, dass

lim |F(w)] = 0.

w—r00

Sie diirfen hierbei die Dreiecksungleichung der Vektorrechnung auf kom-
plexe Zahlen tibertragen, d.h.

|21 + 22| < 21| + [zl
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Losung von Aufgabe 51.

Flw) = [mf(t)e_j”tdt
/

1
eUtDtemiwt gy
0

1
_ / (=)t gy
0

- v [euﬂ(lw))tr
1451 —-w) 0
_ 1 (em(lfw) _ 1)
1+7(1-w)
1 ]
F _ ‘ 1+j(1-w) _ 1‘
1 ,
J(1—w) _ 1’
T

Da mit der Dreiecksungleichung

eel (1= 1’ < ’eej(l_”)‘ +1
= e+1 firallew
und
1
lim ——— = 0
woo [T+ (1 — w)?]
folgt
wh_}rr;o|F(w)\ = 0.

Aufgabe 52. Berechnen Sie die Fourier Transformierte F'(w) von

f(t) = o(t)sin(t)e .
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Losung von Aufgabe 52.

F(w)

/Z f(t)e Iwtdt

/ sin(t)e~fe “tdt

0

1 oo(eﬁ —e I e eIV Gt

25 Jo

1~ (etofjwfl) _ et<fjfjw71>>dt

25 Jo

ks 1 [etufjwfl)r" _ 1 {etw—jw—l)}
2j\-14j1 —-w) o —-1-j1+4+w)

1 1

e - —— (01
(T - T )

1 1
2j<1—j<1—w>+—1—j<1+w>>
1 1
1l—w+y + 1+w—3j
Yo(l+w—7)+12(1 —w—+7)
I+ (w=7)1—(w—14))

1
T w=J)p
1
1—(w?—2jw—1)
1
2 —w? + 25w

Aufgabe 53. Zeigen Sie, dass

o(t) o—e 1.

Hinweis: Stellen Sie das Fourierintegral auf und nutzen Sie darin die Aus-
blendeigenschaft des Dirac Impulses.

Losung von Aufgabe 53.

5(t) o—e /O;é(t)ej”tdt
= /_O;d(t)e—jwodt

/ T st
L
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