Heilbronn, den 26.3.2025 Prof. Dr. V. Stahl

Ubungen zu Mathematik 2
mit Musterlosungen
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Aufgabe 1. Berechnen Sie Real- und Imaginérteil von
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Losung von Aufgabe 1.
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Der Realteil ist somit Null, der Imaginarteil —1/32.
Aufgabe 2. Berechnen Sie alle Losungen z der Gleichung
e = J.

Hinweis: Stellen Sie z in Kartesischen Koordinaten dar.

Losung von Aufgabe 2. Sei z = a + jb. Umformen der Gleichung ergibt

z+1

e = 3
eaJrlJrjb — ]
O Tledy = eI
et =1
a+1 = In(l) =0
a = -1
b = pifa+2kmw, keZ.
Damit ist
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Aufgabe 3. Berechnen Sie fiir eine beliebige Funktion f(z) das Integral
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Losung von Aufgabe 3. Substitution
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Damit ist
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Aufgabe 4. Berechnen Sie fiir eine beliebige Funktion f(z) das Integral

/ F(@)f' (@) de.

Losen Sie die Aufgabe einmal mit Substitution und einmal mit partieller
Integration.

Losung von Aufgabe 4.

e Losung mit Substitution.
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o Losung mit partieller Integration.
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Aufgabe 5. Sei

2 1 1 -1 2
A:(1 3> B:(l 20)'
Berechnen Sie A~! und AB.

L6sung von Aufgabe 5.

1
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AB = ( B0 )
Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass fiir alle quadratischen Matrizen A, B und n € N
gilt
(AB)" = A(BA)"'B.
Losung von Aufgabe 6. Mit dem Assoziativgesetz der Matrix Multiplikation
gilt
(AB)" = (AB)(AB)---(AB)(AB)
= A(BA)(B...A)(BA)B
= A(BA)"'B.

Aufgabe 7. Neuronale Netze wie ChatGPT oder Deep Seek berechnen intern
eine sog. Query Matrix Q und eine Key Matrix K mit

Q,K e R™*™,
AnschlieSend wird das Produkt
QKT c R’me

berechnet.

Wenn der Eingabetext um ein Token verldngert wird, fithrt dies dazu,
dass an @ und K jeweils eine Zeile angefiigt wird. Man erhélt dadurch
zwei Matrizen

Q,K e Rm+thxn,

Wie viele Matrix Elemente muss man fiir das Produkt QK™ neu berech-
nen, wenn man QKT bereits berechnet hat?

Hinweis: Zeichnen Sie ein Bild!



Losung von Aufgabe 7.

Q KT QKT

Das Produkt QK™ hat m + 1 Zeilen und m + 1 Spalten. Wie man an den
Bild erkennt, muss mit der Zeile mal Spalte Regel der Matrix Multiplila-
tion lediglich die letzte Zeile und die letzte Spalte berechnet werden. Dies
sind 2m + 1 Elemente.

Aufgabe 8. Berechnen Sie
1 3 4 1 -2 3
-2 0 -1 0 11
-3 2 2

Fiihren Sie die Berechnung einmal mit der Regel “Zeile mal Spalte” durch
und einmal spaltenweise mit Matrix - Vektor Multiplikationen. Der Re-
chenweg muss ersichtlich sein.

Losung von Aufgabe 8. Zeile mal Spalte:
1 -2

<1_3 4) yoa <_113 8>
-2 0 -1 3 9 o 1 2 -8

Spaltenweise mit Matrix-Vektor Multiplikationen:

o Erste Spalte:
o Zweite Spalte:

o Dritte Spalte:



Aufgabe 9. Gilt fiir beliebige quadratische Matrizen A, B und n € N die For-
mel

(AB)" = A"B™?
Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung von Aufgabe 9. Die Formel gilt nicht allgemein, wie man bereits am
Beispiel n = 2 und beliebigen reguldren Matrizen A, B sieht. Wenn sie
gelten wiirde, hétte man

(AB)> = A’DB”
Hieraus wiirde folgen, dass
ABAB = AABB.

Multipliziert man beide Seiten von links mit A~! und von rechts mit B~}
erhilt man

BA = AB.

Dies wiirde bedeuten, dass die Matrix Multiplikation fiir regulére, qua-
dratische Matrizen kommutativ ist, was aber nicht stimmt. Mit einem
Zahlenbeispiel konnte man ebenfalls zeigen, dass die Formel nicht gilt.

Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass die Matrix Multiplikation distributiv iiber der
Matrix Addition ist, d.h.

A(B+C)=AB+ AC.
Sie diirfen hierbei verwenden, dass
A(b+ @) = Ab+ AZ.

Hinweis: Zerlegen Sie die Matrizen B und C in ihre Spalten und fiihren
Sie die Matrix Multiplikationen spaltenweise durch. Beginnen Sie also mit

B+C = (b4 bo+d ... by+&)
und
AB+C) = Aby+¢& ba+é ... bp+3)
= (AL + &) Alba+&) ... A, +é))
— AB+ AC

Losung von Aufgabe 10.

AB+C) = Alby+é& by+3 ... bp+3é)
(A1 + &) Ao +&) ... Albn+&))
= (Abi+AG Aby+ A% ... Ab,+ Ac,)
= (Aby Aby ... Ab,)+(AG A& ... AGZ,)
— AB+ AC



Aufgabe 11. Berechnen Sie fiir beliebiges x und y die inverse Matrix von

1 =z y
01 0
0 0 1
Losung von Aufgabe 11.
1 =z y ! 1 —z —y
0 1 0 = 0 1 0
0 0 1 0 0 1

Zeigen Sie, dass dann

Losung von Aufgabe 12.

Ry < Cosga) sin(ag > ( cos(a; —sm(a§>

Aufgabe 13. Zwei Matrizen A, B € R™*™ heiflen dhnlich, wenn es eine Matrix
T gibt, so dass

T-'AT = B.

Seien nun A, B € R™*" zwei regulidre Matrizen. Zeigen Sie, dass AB und
BA &hnlich sind.

Losung von Aufgabe 13. Gesucht ist eine Matrix 7', so dass
T~'ABT = BA.
Multipliziert man beide Gleichungen von links mit 7', erhdlt man
ABT = TBA.

Diese Gleichung wird durch T' = A erfillt.

Eine andere Moglichkeit wire, beide Seiten von rechts mit 71 zu multi-
plizieren. Man erhalt dann

T 'AB = BAT™'.

Diese Gleichung wird durch 7-! = B bzw. T = B~! erfiillt. Man hat
somit zwei Moglichkeiten fiir die Wahl von T.



Aufgabe 14. Eine Matrix A € R"*" heifit symmetrisch, wenn AT = A. Seien
A, B symmetrische Matrizen.

e Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass dann AB nicht notwendig
symmetrisch ist.

e Zeigen Sie, dass
AB = (BA)T.

L6sung von Aufgabe 14. Gegenbeispiel dass AB nicht notwendig symme-

trisch ist.
1 3\/5 2\ _ (11 14
3 2 2 4 - 19 14 )°
Beweis, dass AB = (BA)T. Seien A, B symmetrisch, d.h. AT = A und
BT = B. Dann gilt
(BA)T = AT™BT
AB.

Aufgabe 15. Sei A € R" ™ e¢ine regulire Matrix. Zeigen Sie, dass fiir jedes
n € N gilt

(A™H" = Aamyh.
Hierbei ist

A" = AA---A.
—

nmal
Losung von Aufgabe 15. Zu zeigen:
A"(ATHY" = E

Umformen ergibt
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Aufgabe 16. Zeigen Sie, dass
(AT)7F = (A
Sie diirfen in der Herleitung verwenden, dass
(AB)T = BTAT,
Losung von Aufgabe 16. Ausgehend von
AT'A = E
erhdlt man durch Transposition auf beiden Seiten
(A'AT = E.

Unter Verwendung der Rechenregel fiir Transposition von Matrixproduk-
ten erhilt man

AT(AHT = E.
Multipliziert man auf beiden Seiten mit (AT)~! erhilt man
(AT = (Aah)™
Aufgabe 17. Sei &} eine Losung des LGS
AZ =1
und Z( eine Losung des zugehorigen homogenen LGS
Az =0.
Zeigen Sie, dass dann & + Z( ebenfalls Losung von AZ = b ist.

Losung von Aufgabe 17.

A(Zp +3y) = AZ,+ AZy
= b+0
b.

Aufgabe 18. Seien A, B € R™*™ zwei Matrizen, deren Komponenten Funktio-
nen von t sind, d.h.

a11(t) ... aip(t) bii(t) ... bin(t)
A= 0. B=|
an1(t) ... apn(t) bp1(t) .. bpn(t)
Die Ableitung einer Matrix ist komponentenweise definiert, d.h.
(ANij = aj;(t)
(B')i; = b;().

Zeigen Sie, dass die Produktregel der Ableitung fiir Matrizen gilt, d.h.
(AB)Y = A'B+ AB'.



Losung von Aufgabe 18. Zu zeigen:

(AB);; = (A'B+ AB');;

Zk:Bk‘j>

1kBkJ)

fur alled,7=1,..

A

ZA;kBkj + Air By
k

> ALBi+ > AiBy,
k k

= (A'B)ij + (AB')y;.

Aufgabe 19. Sei

Berechnen Sie AB und BA.

Losung von Aufgabe 19.

(120) 3(1) (82>
-1 1 1 5 -1 3
2 0 2 4
31<_1f(1)> 2 7
-2 2 )

N = O



