Heilbronn, den 2.4.2025 Prof. Dr. V. Stahl

Ubungen zu Mathematik 2
mit Musterlosungen
Blatt 4

SS 25

Aufgabe 1. Berechnen Sie

/mdx.

Losung von Aufgabe 1.

/ mdw = / Scizi((?) dz.

Substitution
g = sin(x)
d
ﬁ = cos(z)
d =
* cos(x)
Damit ist

/ siiz(é)) w = [
- o
= / g %dg

= —g_l + C
L
sin(x)
Aufgabe 2. Sei f eine beliebige Funktion. Berechnen Sie
!
t
[1,
f(®)

Losung von Aufgabe 2. Substitution

du 1

u= f(t), i (@), dt=-——du.



Damit ist

rw. o [rm 1
/f@?ﬁ = /e 7o

Aufgabe 3. Sei f eine differenzierbare Funktion und C eine Konstante. Be-

rechnen Sie
t
/ f'(r)dr.
c

/f%wf
C
— f(t) - F(O).

Aufgabe 4. Sei f(t) eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass

/Ct f(r)dr

eine Stammfunktion von f(t) ist fiir jede Konstante C'.

Losung von Aufgabe 3.

I
=
\]
=
S

Losung von Aufgabe 4. Sei F(t) eine Stammfunktion von f(¢). Dann ist

/fmm = [FOL,
C

Damit ist

(Eﬂﬂwy — (F(t) - F(C))
Folglich ist

eine Stammfunktion von f(t).



Aufgabe 5. Eine Matrix A € R™*™ heifit orthogonal wenn

e Zeigen Sie, dass

AT =471

A1)

eine orthogonale Matrix ist.

o Zeigen Sie, dass fiir jede orthogonale Matrix A € R™*" und fiir jeden
Vektor & € R"™ gilt

[AZ]| = [|Z]]-

Mit anderen Worten: Multipliziert man einen Vektor mit einer ortho-
gonalen Matrix, bleibt die Lange des Vektors gleich. Hinweis: Nutzen

Sie aus, dass

L6sung von Aufgabe 5.

e Sei

Dann ist

Damit ist

AAT

¢ Umformen ergibt

|AZ|* =

|Z]|2 = ZoZ =27

(AT) o (AT)

(AZ)T Az

T AT Az

ZTEz da A orthogonal ist, gilt ATA=F
'z

ok

177

Aufgabe 6. Sei 7} eine Losung des LGS

A% = b.



Zeigen Sie, dass es dann fiir jede Losung Z) dieses LGS einen Vektor Zo
gibt, der Losung des zugehorigen homogenen LGS

Az =0
ist, so dass

- - -

T, = b+ Zo.

Lésung von Aufgabe 6. Seien 7, ¥} Losungen von AZ = b, d.h.

AZy = b
AT, = b
Dann ist
- - —
To = Tp—Ty
Losung des homogenen LGS A% = 0:
A(@y — 7)) = AT, — AT,
= b-b
=0
und
Vo= @+ T

Aufgabe 7. Statt Linearkombinationen von Vektoren kann man analog auch
Linearkombinationen von Funktionen bilden. So ist die Funktion g(x)

Linearkombination der Funktionen fi(x),..., fn(z) wenn es Konstanten
C1,...,Cn gibt so dass

g(x) = cafi(@)+cafa(r)+... +cnful)
fiir alle . Entsprechend ist der Vektorraum, der von fi(x),..., f,(x) er-

zeugt wird, die Menge
L(fi(z),..., fo(z)) = {afilz)+...cnfu(z)|c1,...,cn € R}
Was sind die Elemente von
L(1,z,22,...,2°%)
bzw. von
L(1,z,2%,...)7
Zeigen Sie, dass
L(cos(wz),sin(wx)) = {rcos(wz+ ¢)|r ¢ € R}

Hinweis: Verwenden Sie komplexe Zahlen!



Losung von Aufgabe 7. L(1,z,22,..., 2°) ist die Menge aller Polynome vom
Grad hochstens 5. L(1,z,x,%,...) ist die Menge aller Polynome.

e Sei
f € L(cos(wz),sin(wz)).
Zu zeigen:
f € {rcos(wz+¢)|r,p R}

Aus der Annahme folgt, dass es a,b € R gibt so dass

fl@) = acos(wx)+ bsin(wz)
ejwac + e—jwaﬁ ejwa: _ e—jw:c
N 2 2j

= % (ej“””(a —jb) +e7¥%(a +jb))
= re (e (a—jb)).

Seien r, ¢ die Polarkoordinaten von a — jb, d.h.

a—jb = rel®.
Dann ist
fl@) = re (ejwrej“’)
= re (rej(“x+‘”))
= rcos(wz+ )
und damit
f € A{rcos(wz+ )|r,po € R}.
e Sei
f € A{rcos(wz+ )|r,p € R}.
Zu zeigen

f € L(cos(wz),sin(wzx)).
Aus der Annahme folgt, dass es r, ¢ € R gibt so dass

f(@) = rcos(wz+ )
— rre (ej(w:rﬂO))
rre (ej‘”ej“o)

r(cos(wx) cos(p) — sin(wz) sin(y))

r cos(yp) cos(wz) + (—rsin(y)) sin(wz).



Mit
a=rcos(p), b= —rsin(p)
folgt
f(x) = acos(wzx)+ bsin(wz)
und damit
f € L(cos(wz),sin(wz)).

Aufgabe 8. Zeigen Sie, dass

-3 1 3
5 | el 1], -1
—4 2 5

Losung von Aufgabe 8. Zu zeigen: Es gibt a,b € R so dass

-3 1 3
5 = al|l 1 |+b| -1
—4 2 )

Dies fithrt auf das LGS

a+3b = -3
a—b = 5
20 +5b = —4.

Mit dem Gaufl Algorithmus erhélt man die Losung

a=3und b= —-2.

Aufgabe 9. Sei

Die Losungsmenge des LGS

(=

AT =
ist ein Vektorraum. Berechnen Sie eine Basis dieses Vektorraums.

Losung von Aufgabe 9. Das LGS ist bereits in Zeilenstufenform. Durch Riick-
wartseinsetzen erhélt man

x4y = beliebig
xr3 = beliebig
To = —2T3— T4
1 = —T2+ x4
2x3 + 2x4.



Die Losungsmenge ist somit

2x3 + 214
L = —2w3 — T4 ‘333,.1‘46[@
T3
T4
2 2
-2 -1
= T3 1 + x4 0 ‘ r3, x4 €R
0 1
Eine Basis ist somit
2 2
-2 -1
1 ’ 0
0 1

Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass sich jeder Vektor b € R? als Linearkombination
der Vektoren
o 1 o 3
a1—<2> unda2—<4>

Losung von Aufgabe 10. Sei b € R? ein beliebiger Vektor. Zu zeigen: Es
existieren x1, o so dass

darstellen lasst.

xlﬁl + x262 = b
bzw.
AZ = b

wobei dy,ds die Spalten der Matrix A sind. Mit dem Gaufl Algorithmus

berechnet man
1/ —4 3
1 _ +
S 2( 2 —1)

und erhalt damit

F = A
Aufgabe 11. Sei
2 -1
51 = 3 B _’2 - 1
1 5

Finden Sie einen Vektor 5, fiir den gilt

b L(dy,ds).



Losung von Aufgabe 11. Da L(dy,d») nur eine Ebene im R? ist, kann man
einen zufilligen Vektor b wihlen und fast sicher sein, dass er nicht im
Vektorraum liegt. Nachweisen kann man dies, indem man mit dem Gaufl
Algorithmus zeigt, dass das LGS

L1071 + X2y = b
keine Losung hat.
Aufgabe 12. Seien di,ds € R™. Zeigen Sie, dass
L(@y,d2) = L(d1,d; + doa).
Hinweis: Schauen Sie nach wie die Gleichheit von Mengen definiert ist.

L6sung von Aufgabe 12. Sei

L1 = L(d’l,(ig)
L, = L(@,a

Zu zeigen: Ly = Ly bzw.
L1 Q L2 und L2 Q Ll.

e Beweis von L; C Ly. Annahme: be Ly. Zu zeigen: be Ls. Aus der
Annahme folgt, dass es x1,x2 gibt so dass

5 = x1d; + Tods.
7 zeigen ist, dass es y1,y2 gibt so dass
b = wyid +y2(d1 + a2).

Umformen ergibt

1l + X2y = y1dy + y2(d1 + d2)
(y1 + y2)d1 + yoda

101 + T202

Dies fiihrt auf das LGS

1 = Y1ty
T2 = Y2

mit der Losung
Y1 = T1— T2
Y2 = X2

Damit gilt

S
|

y1d1 + ya (a1 + dz).



¢ Beweis von Ly C Lq. Annahme: be Lo. Zu zeigen: be L1. Aus der
Annahme folgt, dass es x1,zo gibt so dass

b = 1) + xo(d@) + ).

Zu zeigen ist, dass es y1,y2 gibt so dass

b = Y101 + Yols.
Umformen ergibt
x1d1 + 32(d1 + d2) = (%1 + x2)d1 + 202
Mit
Yy = T1+ 22
Y2 = X2
gilt somit
b = y1d@ + yado.

Aufgabe 13. Eine Menge M C R”™ heifit abgeschlossen unter Addition und
unter skalarer Multiplikation wenn fiir alle Z,4 € M und u € R gilt

Z+yeM und uZe M.

Die einfachsten Beispiele fir solche Mengen sind Ursprungsgeraden und
Ursprungsebenen. Tatséachlich treten Mengen mit diesen Abschlusseigen-
schaften nicht nur in der Vektorrechnung sondern in vielen anderen Ge-
bieten auf wie z.B. Polynome, Fourier Reihen, Eigenvektoren und Differ-

entialgleichungen.
e Seidi,...,d, € R™ und
M = {$161+...+$n6n|$1,...,$nER}.

Zeigen Sie, dass M abgeschlossen ist unter Addition und unter ska-
larer Multiplikation. Gehen Sie fiir die Addition wie folgt vor:

— Annahme: ¥,y € M, d.h. es gibt r1,...,r, und s1, ..., s, so dass

a1 + ...+ rpdy

8
|

¥y = 8141+ ...+ Spln.
— Zu zeigen: ¥+ y € M, d.h. es gibt ¢1,...,t, so dass
Z+y = tidr+...+tpd,.

Die Berechnung von tq,...,t, ist dann einfach.

e Sei M die Menge aller Polynome. Zeigen Sie, dass M abgeschlossen
ist unter Addition und unter skalarer Multiplikation, d.h. fiir alle
Polynome p(x), g(x) und alle Skalare w ist auch p(z)+¢(x) und up(x)
ein Polynom. Gehen Sie fiir die Addition wie folgt vor:



— Annahme: p(z), ¢(z) sind Polynome, d.h. es gibt aq,...,a, und

bo, ..., b, so dass
p(x) = ap+ar+...+a,z"
q(xr) = bo+bix+...+bya".

— Zu zeigen: p(x) + ¢(z) ist ein Polynom, d.h. es gibt cg, ..., ¢y so
dass

p(x)+qlx) = cot+car+...+ca™
o Eine Funktion f € R — R heifit T-periodisch, wenn
fE+T) = ft)

fir alle t. Sei M die Menge aller T-periodischer Funktionen, wobei
T eine Konstante ist. Zeigen Sie, dass M abgeschlossen ist unter Ad-
dition und unter skalarer Multiplikation. Gehen Sie fiir die Addition
wie folgt vor:

— Annahme: f(¢), g(t) seien T-periodisch, d.h.

fE+T) = f@)

gt +T) = g(t)
fiir alle t.
— Zu zeigen: (f + g)(¢) ist T-periodisch, d.h.
(f+9t+T) = (f+9®).

Ab hier ist der Beweis einfach, da
(f+9)t+T) = f(t+T)+g(t+T).
e Sei Ae R"™™ X\ &R und
M = {ZeR"|AZ = \7}.

Zeigen Sie, dass M abgeschlossen ist unter Addition und unter ska-
larer Multiplikation. Gehen Sie fiir die Addition wie folgt vor:

— Annahme: Z, 4 € M, d.h.

A7 = AT
Aj = M.

— Zu zeigen: £+ y € M, d.h.
AZ+Y) = MZH+79).

Sie benotigen hierfiir nur elementare Matrix Arithmetik.

10



e Sei M die Menge aller Funktionen f € R — R, fiir die gilt
f(x) +sin(z)f(x) = 0.
Beispiele fiir Elemente von M sind
fl) =0
flz) = e,

Zeigen Sie, dass M abgeschlossen ist unter Addition und unter ska-
larer Multiplikation. Gehen Sie fiir die Addition wie folgt vor:

— Seien f,g € M, d.h.
f(@) +sin(@)f@) = 0
§(2) +sin(@)g(x) = 0.
— Zu zeigen: f+g € M, d.h.
(f +9)'(x) +sin(z)(f + g)(x) = 0.
Hierfiir ben6tigen Sie nur die Summenregel der Ableitung.

Losung von Aufgabe 13.

e Sei
M = {x1@’1+...+xn&’n|x1,...,xnER}.
Seien Z,y € M. Dann existieren rq,...,r, und s1,...,S, so dass
T rdi + ...+ r,dn,
¥y = S1d1+ ...+ Spln.
Damit ist
f-i—:lj 7101 + ...+ rpd, + 8101 + ... + S,dn
= (m+s1)dr+...4+ (rn+s,)in
ud = wu(rdy+...+rpdn)

= wuridy +...+urpd,

und somit Z+ § € M und uZ € M.
e Sei M die Menge aller Polynome und p(z), ¢(z) € M. Dann existieren

ag, .- -, a, und by, ...b, so dass
p(z) = ap+arx+...+az"
q(x) = bo+bix+...+byz".
Damit ist
px)+q(z) = ap+axz+...+az" +bo+biz+...+bya”
= (ap+bo)+ (a1 +b)x+ ...+ (ay + by)x™
up(z) = wlao+arxz+...+az™)

= wuag +uamx + ...+ ua,x"

und somit ist p(z) + ¢(z) € M und up(z) € M.
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e Sei M die Menge aller T-periodischer Funktionen. Seien f,g € M,

d.h.
fE+T) = f@t)
git+T) = g()
fir alle ¢t. Damit ist
(f+9t+T) = ft+T)+g(t+T)
= f@)+g(t)
= (f+9)(t)
(uf)t+T) = uf(t+T)
= uf(t)

= (uf)(t)
und somit ist f +g € M und uf € M.

e Sei
M = {ZeR"|AZ = \T}
und zvec,ij € M, d.h.
AT = A\¥
Ay = My
Damit ist
AlZ+vy) = AT+ Ay
= AN+
= MZ+79)
A(uZ) = uAZ
= ul\¥
= AuZ)

und somit ist £+ ¢ € M und u¥ € M.
Sei M die Menge aller Funktionen f € R — R, fiir die gilt
f@) +sin@)f(z) = 0.
Seien f,g € M, d.h.
f(x) + sin(z) f(x)
g'(z) + sin(z)g(z)
Dann ist
(f +9)(2) +sin(z)(f + g)(z)
f(z) + ¢'(x) + sin(z) f (z) + sin(z)g(z)
f(x) +sin(z) f(x) + ¢'(z) + sin(z)g(z)
0

~

)'(2) + sin(z) (uf)(x)
u(f'(x) + sin(z) f ()

(u

I
o

12



und somit ist f +g € M und uf € M.

Aufgabe 14. Welche der folgenden Mengen bildet einen Vektorraum? Begriinden
Sie Thre Antwort.
e Menge der konvergenten Folgen.
e Menge der unbestimmt divergenten Folgen.
e Menge der Nullfolgen.
e Menge der Folgen mit Grenzwert 1.

e Menge der Folgen mit uneigentlichem Grenzert oco.

Losung von Aufgabe 14.

e Die Menge der konvergenten Folgen ist ein Vektorraum, da sie abge-
schlossen ist unter Addition und skalarer Multiplikation. Die Summe
zweier konvergenter Folgen ist konvergent, das skalare Vielfache einer
konvergenten Folgen ist konvergent.

e Die Menge der unbestimmt divergenten Folgen ist kein Vektorraum.
Multipliziert man z.B. eine unbestimmt divergente Folge mit 0, en-
steht eine konvergente Folge.

e Die Menge der Nullfolgen ist abgeschlossen unter Addition und ska-
larer Multiplikation und ist daher ein Vektorraum.

e Die Menge der Folgen mit Grenzwert 1 ist kein Vektorraum. Die
Summe zweier solcher Folgen hat Grenzwert 2 und nicht 1.

¢ Die Menge der Folgen mit uneigentlichem Grenzwert oo ist kein Vek-
torraum. Multipliziert man eine solche Folge z.B. mit —1 ist der
Grenzwert —oo, nicht oco.

Aufgabe 15. Sei A € R™*" und b€ R™ mit l;yé 0 so dass die Losungsmenge
L des LGS

nicht leer ist. Zeigen Sie dass L kein Vektorraum ist.

Losung von Aufgabe 15. L ist nicht abgeschlossen unter Addition. Da L # ()
existieren ¥, 7> € L. Dann ist

AZ, = b
AT, = b
ATy + @) = AB+AT, = 20 # b

da b # 0. Folglich ist & + 7 & L.

Aufgabe 16. Die Menge aller T-periodischen Funktionen von R nach C ist
abgeschlossen unter Addition und skalarer Multiplikation und bildet somit
einen Vektorraum.

13



Das komplexe Skalarprodukt zweier Vektoren Z, ¢ € C™ ist definiert durch

n
Toy = E T3y
i—1

Der erste Faktor wird konjugiert komplex genommen um zu erreichen,
dass

ZoZ e R firalle ¥ € C".
Das komplexe Skalarprodukt ist damit wie das reelle positiv definit, d.h.

o > 0

= 0gdw. Z=0.

8 8
8 8

o

Ahnlich kann man auch auf T-periodischen Funktionen ein Skalarprodukt
definieren. Fur zwei T-periodische Funktionen f,g € R — C ist das Ska-
larprodukt f o g eine Zahl, die definiert ist durch

hg=.4ﬁ%®ﬁ

Zeigen Sie, dass die T-periodischen Funktionen

- 2
f = e w =2
gty = &
orthogonal sind fiir beliebige k,¢ € Z und k # /¢, d.h.
fog = 0.
Losung von Aufgabe 16. Sei
- 2
f = I w =2
gty = &
k,0 € Z und k # £. Dann ist
T . .
f 0og = / e—]kwtejéwtdt
0
T
_ / i (=Rt gy
0
1 ‘ T
_ j(l—k)wt
= k)w [e ]0
1 .
_ : (e](é—k)wT _ 1)
jll —k)w
1 .
- _ (EQﬂJ(Z—k) _ 1)
Jl = k)w
1

J
=0

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass £ — k eine ganze Zahl ist.
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Aufgabe 17. Ist die Menge aller regulédrer n x n Matrizen abgeschlossen unter
Addition und unter skalarer Multiplikation? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung von Aufgabe 17. Keine der Abschlusseigenschaften ist erfullt. Ist A
eine reguldre Matrix, dann ist auch — A reguldr. Die Summe A+ (—A) und
das skalare Vielfache 0A ergeben jedoch die Nullmatrix und sind singulér.

Aufgabe 18. Seien M;, My C R™ abgeschlossen unter Addition und skalarer
Multiplikation. Zeigen Sie, dass dann auch M; N Ms abgeschlossen ist
unter Addition und skalarer Multiplikation. Da Vektorrdume genau die
Teilmengen von R™ sind, die unter Addition und skalarer Multiplikation
abgeschlossen sind, ist die Schnittmenge von Vektorrdumen wieder ein
Vektorraum. Gilt dies auch fiir die Vereinigungsmenge? Geben Sie einen
Beweis oder ein Gegenbeispiel.

Losung von Aufgabe 18. Annahme: M7, Ms sind abgeschlossen unter Addi-
tion und skalarer Multiplikation. Zu zeigen: M; N My ist abgeschlossen
unter Addition und skalarer Multiplikation.

o Abgeschlossenheit unter Addition. Sei
T,y € M1 N Ms.
Zu zeigen:
Z+y e M N M.
Da 2,4y € M1 N M gilt
T, € My und Z,y € M.
Da M; und M5 abgeschlossen sind unter Addition, ist auch
T4y € M und £+ vy € M.
Folglich ist
X4y e M N M.
o Abgeschlossenheit unter skalarer Multiplikation Sei
e M;N My, und u € R.
Zu zeigen:
ud € My N M.
Da ¥ € My N M gilt
€ M, und ¥ € M.
Da M; und M, abgeschlossen sind unter skalarer Multiplikation gilt
uZ € My und uZx € Ms.
Folglich ist

u® € My N Ms.
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Die Vereinigungsmenge von Vektorrdumen ist i.a. kein Vektorraum. Sei

b My = {a(é)laeR}
e = {a ) )10er]

Dann ist M; U M nicht abgeschlossen unter Addition. So ist z.B.

<(1)>EM1UM2und <(])->EM1UM2

aber

(1>¢M1UM2.
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