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Ubungen zu Mathematik 2
mit Musterlosungen
Blatt 5

Aufgabe 1. Berechnen Sie den Realteil und den Imaginéarteil aller Losungen

der Gleichung
(z+1D0 = j+1.

Kann man sagen, dass die Losungen auf einem Kreis in der komplexen
Ebene liegen?

Losung von Aufgabe 1. Sei

241 = rel’.
Dann ist
(z+1)10 = pl0cil0¢,
Mit
j+1 = V2elt
ist die Gleichung
P10ei100 | fpeim/4,

Aus der Gleichheit der Betrage folgt
N
ro= 27,

Die Winkel miissen gleich sein bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 2,
d.h.

0p = T +2kn
p = 410 + %2]671’
= (1+8k)7/40, k=0,1,...,9.
Damit ist
241 = 9Y/20pi(1+8k)T/40
sy = 9Y20,i(1+8k)w/40 _ 4

= 2" cos (1 +8k)m/40) — 1 +52"*"sin (1 + 8k)m/40)

Realteil Imaginéarteil

Die Losungen liegen auf einem Kreis in der komplexen Ebene mit Ra-
dius 2"72°. Der Mittelpunkt ist allerdings nicht der Koordinatenursprung
sondern die reelle Zahl —1.



Aufgabe 2. Seien A, B € R"*" zwei Matrizen, deren Komponenten Funktio-
nen von t sind, d.h.

an(t) . aln(t) bll(t) e bln(t)

A= : : ’ : - .
an1 (t) cee Qpp (t) bnl(t) . bnn (t)

Die Ableitung einer Matrix ist komponentenweise definiert, d.h
(ANij = aj;(t)
(B')i; = b;().
Zeigen Sie, dass die Produktregel der Ableitung fiir Matrizen gilt, d.h
(AB)Y = A'B+ AB'.

Losung von Aufgabe 2. Zu zeigen:
(AB)j; = (A'B+AB');

szk:j>

AixByj)'

fir allez,7=1,...,n

/\

Z Ay Brj + A By,
k

> AlBij+ Y AuBi;
k 2
= (A/B)U —+ (AB/)ij

Aufgabe 3. Die Menge aller T-periodischen Funktionen von R nach C ist ab-
geschlossen unter Addition und skalarer Multiplikation und bildet somit

einen Vektorraum.
Das komplexe Skalarprodukt zweier Vektoren &,y € C" ist definiert durch

oy = i?y
i=1

Der erste Faktor wird konjugiert komplex genommen um zu erreichen,

dass
ZoZX € R fir alle 7 € C".

Das komplexe Skalarprodukt ist damit wie das reelle positiv definit, d.h

Tox > 0
FoZX = 0gdw. Z=0.



Ahnlich kann man auch auf T-periodischen Funktionen ein Skalarprodukt
definieren. Fiir zwei T-periodische Funktionen f,g € R — C ist das Ska-
larprodukt f o g eine Zahl, die definiert ist durch

T [
fog = | Tt
0
Zeigen Sie, dass die T-periodischen Funktionen

, 2
f) = w = 2
gty = &
orthogonal sind fiir beliebige k,¢ € Z und k # ¢, d.h.
fog = 0.
L6sung von Aufgabe 3. Sei
0 2
fo) = @ w = 2
g(t) =
k,¢ € Z und k # {. Dann ist
T
f og = / e—jkwtejﬁwtdt
0
T
_ / ej(ffkr)wtdt
0
1 ; T
— j(l—k)wt
G~ k)w [e ]0
1 .
— li(ej(é—k)wT _ 1)
Jl = k)w
1 .
_ : (627T](£7k) _ 1)
Jl = k)w
1
= 0.

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass ¢ — k eine ganze Zahl ist.

Aufgabe 4. Die Menge der komplexen Zahlen C ist ein Vektorraum iiber R,
d.h.

o fiir alle z1,20 € C gilt 27 + 20 € C.
e fiir alle z € C und u € R gilt uz € C.

Die Lineare Hille von z1, ..., z, ist definiert durch
L(z1,...y2n) = {wizi+...+upzn|u1,...,u, € R}
Die Gewichte uq,...,u, bei der Linearkombination von z1,..., 2, dirfen

also nur reelle Zahlen sein.

Nennen Sie eine Basis und die Dimension von C.



Losung von Aufgabe 4. Eine Basis von C ist z.B. (1, 7). Die Dimension von
C ist somit 2.

Aufgabe 5. Nennen Sie vier dquivalente Bedingungen dafiir, dass eine Matrix
A € R™*™ regular ist.

Losung von Aufgabe 5.

¢ Die Matrix Gleichung AX = E hat eine Losung.

o A ist invertierbar.

¢ Die Spalten von A sind linear unabhéngig.

e Die Zeilen von A sind linear unabhéngig.

« Das LGS AZ = b hat eine Losung fiir jeden Vektor beR"

Aufgabe 6. Sei A € R"*". Nennen Sie eine notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir, dass das LGS

Az =}
flir jede rechte Seite beR? genau eine Losung hat.

Losung von Aufgabe 6. Die Matrix A muss reguldr sein.

Aufgabe 7. Die Losungsmenge eines homogenen LGS ist ein Vektorraum.
Berechnen Sie die Dimension und eine Basis der Lésungsmenge des LGS

A7 = 0 fiir
1 -1 3
A_(—Q 2—6>

Losung von Aufgabe 7. Die Zeilen von A sind linear abhéngig. Damit bleibt
nur eine relevante Gleichung

Ty —x9+3x3 = 0
iibrig. Somit sind xs, 2 beliebig und
r1T = X9 — 31‘3.

Die Losungsmenge ist damit

To — 3173 1 -3
T | 22,23 € R = zo | 1 | + 23 0 | xo,z3 € R
I3 0 1

Die Dimension der Lésungsmenge ist damit 2 und eine Basis ist

1 -3
1], o
0 1



Aufgabe 8. Sei f € R? — R? eine Funktion, die jeden Punkt Z € R? an der y-
Achse spiegelt. Berechnen Sie einen Funktionsterm fir f. Ist f eine lineare
Funktion? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung von Aufgabe 8. Funktionsterm fir f.

)= 05)

f ist linear, die Matrix Darstellung ist
T -1 0 T
() - (o))

3z fallsz>0
fERSR, f(x) = {5x falls 7 < 0

Aufgabe 9. Sei

Ist f linear? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung von Aufgabe 9. f ist nicht linear. Die erste Linearitdtsbedingung ist
nicht erfiillt, da z.B.

f(=3+2) = f(=1)

-5

f(=3)+f(2) = —-15+6
= -9

Die zweite Linearitdtsbedingung ist nicht erfillt, da z.B.

f(=2-3) = [f(=6)
~ 30
—2f(3) = -2-9
— 18

Aufgabe 10. Beiden “meisten” Funktionen sind entweder beide Linearitétsbe-
dingungen erfiillt oder keine. Bei den folgenden beiden Beispielen gilt dies
jedoch nicht. Entscheiden Sie jeweils, welche Linearitdtsbedingung erfiillt
ist.

Im zweiten Beispiel werden lineare Funktionen ins Komplexe erweitert:
Eine Funktion f € C® — C™ heifit linear wenn fiir alle Z, i € C™ und alle
u € C gilt

FER? SR, f<$1){x%/x2 falls x5 £ 0

To 0 falls 29 =0



feC—C, f(x)=re(x).
Losung von Aufgabe 10.

o Fiir x4,y2 # 0 gilt
2 2
1 Y1 . r1 Yt
f<x2>+f(y2> J82—~_242
((2)(3)) - 23
T2 Y2 To + Yo

und somit ist die erste Linearitdtsbedingung nicht erfiillt. Anderer-
seits ist fir u # 0 und x5 # 0

() -

2
T1

€2

)

Fiir 2 = 0 oder v = 0 gilt

und damit ist die zweite Linearitdtsbedingung erfiillt.

o Fiir beliebiges x,y € C gilt
re(z +y) = re(x) + re(y)

und damit ist die erste Linearitatsbedingung erfillt. Andererseits ist
z.B.

jre(5) 5]
re(5j) = 0,

d.h. die zweite Linearitatsbedingung ist nicht erfillt.

Aufgabe 11. Nennen Sie vier dquivalente Bedingungen dafiir, dass die Vekto-
ren di,...,d, linear unabhéngig sind.

Losung von Aufgabe 11.

o Keiner der Vektoren ist Linearkombination der anderen.
o Fir alle ¢ gilt

L(G1,...,00,...,0n) # L(a@1,..., &, ..., 0n)



e Der Nullvektor kann nur auf triviale Weise als Linearkombination

von di,...,d, dargestellt werden.
e Jeder Vektor b € L(@y,...,d,) kann auf genau eine Weise als Line-
arkombination von dq, ..., d, dargestellt werden.

Aufgabe 12. Sei f € R? — R? definiert durch

v [ 2z—y
v )-()
Finden Sie eine Matrix A so dass
f(@) = Az
fiir alle ¥ € R3.

Losung von Aufgabe 12. Die Spalten von A sind f(é}), f(€2), f(e3), d.h.

0 -1 2
A= < 1 00 )
Aufgabe 13. Sei f € R — R definiert durch

{ x fallszeQ

f(z) —x fallsz € Q

Entscheiden Sie von beiden Linearitétsbedingungen, ob f sie erfiillt. Geben
Sie jeweils eine kurze Begriindung.

Losung von Aufgabe 13. f erfiillt keine der beiden Linearitdtsbedingungen,
wie durch ein Gegenbeispiel gezeigt wird.

fl4+m) = —(1+mn)
F)+fm) = -7
f(x2) = =2«
7f(2) = 2=«

Aufgabe 14. Nennen Sie ein Beispiel fiir ein System von drei linear unabhéangi-
gen Vektoren im R*.

Losung von Aufgabe 14.

S o O
o o= O
o= O O

Aufgabe 15. Ist die Funktion
feER=R,  f(z)=la]

linear? Geben Sie eine kurze Begrindung.



Losung von Aufgabe 15. Die Funktion ist nicht linear. Es gilt z.B. fiir z = 2
und y = —3
flety) = le+yl =]-1 =1
f@)+fly) = lol+lyl =2+3 =5
Die erste Linearitdtsbedingung ist damit nicht erfillt.
Aufgabe 16. Sei f € R® — R™ eine lineare Funktion. Beweisen Sie, dass die
Menge
M = {f(@)|7eR"}
ein Vektorraum ist.

Losung von Aufgabe 16. Zu zeigen ist, dass M abgeschlossen unter Addition
und unter skalarer Multiplikation ist.

o Abgeschlossenheit unter Addition:
Seien 41,41 € M.
Zu zeigen: 1 + y2 € M.
Aus der Annahme folgt, dass es #1,Z2 € R™ gibt mit
f(#) = &
f(Z2) = .
Da f linear ist, folgt
i+ = f(@)+ f(@2)
= f(Z1 + 7).

8

Damit ist gl + 272 e M.
¢ Abgeschlossenheit unter skalarer Multiplikation.
Seien ¥ € M und a € R.
Zu zeigen: ay € M.
Aus der Annahme folgt, dass es ein & € R™ gibt mit

f@ =9

Da f linear ist, folgt
aj = af(¥
— f(aF

Damit ist ay € M.

Aufgabe 17. Sei f € R? — R? eine lineare Funktion mit

~1
1 1
0 2 1 1

Berechnen Sie

o



Losung von Aufgabe 17. Es gilt

(2) - ()}

Im allgemeinen kann man dies durch Lésen eines LGS berechnen. Da f

linear ist, folgt
1(2) = o((o) (1))

_ f(}))mf(})
—1 2
= 1 +2 0
2 1
3
= 1
4

Aufgabe 18. Beweisen Sie, dass das Produkt zweier reguldrer n x n Matrizen
wieder regulér ist.

Sie diirfen alle Theoreme verwenden, die in der Vorlesung gezeigt wurden.
Machen Sie aber deutlich, welches Theorem Sie an welcher Stelle verwen-
den.

Schreiben Sie zunéchst auf, was die Annahmen sind und was zu zeigen ist.

L6sung von Aufgabe 18. Eine Matrix A € R™*™ ist reguldr genau dann
wenn sie eine Inverse hat bzw. genau dann wenn das homogene LGS

A = 0
nur die triviale Losung @ = 0 hat.
e Seien A, B € R™*" zwei reguldre Matrizen.

Zu zeigen AB ist regulér.

o Annahme AB7 = 0.
Zu zeigen & = 0.

e Da A regular ist, hat A eine inverse Matrix. Multipliziert man beide
Seiten der Annahme mit A~! erhdlt man

BT = A%

B = 0.

Da B regulér ist, hat B eine inverse Matrix. Multipliziert man beide
Seiten mit B!, erhilt man

Z = B0 = 0.



Man kann die Aussage auch dadurch beweisen, dass man zeigt, dass AB
eine Inverse hat, d.h. die Gleichung

ABX = FE

eine Losung X hat. Da A und B regulér sind, kann man auf beiden Seiten
mit A~! und B! multiplizieren:

BX = A1
X = B'A L.

Damit hat AB eine Inverse B~'A~! und ist somit regulér.
Aufgabe 19. Sei f € R" — R™ definiert durch
f(.’i") = 2101 + Tods + ... + 2,dn

wobei dy, ds, .. .,d, € R™ konstante Vektoren sind. Zeigen Sie, dass f die
beiden Linearitdatsbedingungen erfiillt.

Losung von Aufgabe 19.

1+ Y1
f(@+79)

|
~

Ty + Yn
(331 + yl)ﬁl +...+ (mn + yn)an
= x1d) +y1d1 + ...+ Tpdn + Yndn
= xd1+ ...+ Tpdn +y1d1 + ...+ Yndy
(@) + f(9)
uxy
f(uz) = f
ULy,
= wuridy +...+ur,d,
= w(z1@r+ ...+ x,dy)

= uf(2).

10



