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Blatt 7

Aufgabe 1. f ∈ D → R heißt stetig an der Stelle x̂ wenn

• f an der Stelle x̂ definiert ist, d.h. x̂ ∈ D.
• f einen Grenzwert an der Stelle x̂ hat.
• Der Grenzwert von f an der Stelle x̂ gleich dem Funktionswert f(x̂)

ist.

Welche der drei Bedingungen sind in folgenden Beispielen erfüllt?

1.) f ∈ R → R, f(x) = |x| und x̂ = 0.
2.) f ∈ R → R, f(x) = sign(x) und x̂ = 0.
3.) f ∈ R → R,

f(x) =
{

3x für x ̸= 5
0 für x = 5

und x̂ = 5.
4.) f ∈ R \ {0} → R, f(x) = sin(x)/x und x̂ = 0.

Lösung von Aufgabe 1.

1.) f ∈ R → R, f(x) = |x| und x̂ = 0:
– f ist an der Stelle x̂ definiert.
– f hat an der Stelle x̂ den Grenzwert 0.
– Funktionswert und Grenzwert stimmen bei x̂ überein, daher ist

f an der Stelle x̂ stetig.
2.) f ∈ R → R, f(x) = sign(x) und x̂ = 0

– f ist an der Stelle x̂ definiert.
– f hat an der Stelle x̂ keinen Grenzwert, daher ist f an der Stelle

x̂ nicht stetig.
3.) f ∈ R → R,

f(x) =
{

3x für x ̸= 5
0 für x = 5

und x̂ = 5.
– f ist an der Stelle x̂ definiert.
– f hat an der Stelle x̂ den Grenzwert 15.
– Funktionswert und Grentzwert stimmen bei x̂ nicht überein, da-

her ist f an der Stelle x̂ nicht stetig.
4.) f ∈ R \ {0} → R, f(x) = sin(x)/x und x̂ = 0:

– f ist an der Stelle x̂ nicht definiert.
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– f hat an der Stelle x̂ den Grenzwert 1.
– Da der Funktionswert bei x̂ nicht existiert, sind Grenzwert und

Funktionswert auch nicht gleich.

Aufgabe 2. Sei

A =
(

1 2 0
−1 1 1

)
, B =

 2 0
3 1

−2 2

 .

Berechnen Sie AB und BA.

Lösung von Aufgabe 2.

(
1 2 0

−1 1 1

) 2 0
3 1

−2 2

 =
(

8 2
−1 3

)
 2 0

3 1
−2 2

( 1 2 0
−1 1 1

)
=

 2 4 0
2 7 1

−4 −2 2


Aufgabe 3. Sei A ∈ Rm×k und B ∈ Rk×n. Seien

a⃗ℓ =


a1ℓ

a2ℓ

...
amℓ

 , b⃗ℓ =


bℓ1
bℓ2
...

bℓn

 , ℓ = 1, . . . , k

Vektoren, deren Komponenten sich aus den Einträgen der ℓ-ten Spalte von
A bzw. der ℓ-ten Zeile von B zusammensetzen.
Zeigen Sie, dass

AB =
k∑

ℓ=1
a⃗ℓ b⃗ T

ℓ .

Hinweis: Jeder Summand a⃗ℓ b⃗ T
ℓ ist das Produkt aus einem m-stelligen

Spaltenvektor a⃗ℓ und einem n-stelligen Zeilenvektor b⃗ T
ℓ und ergibt folglich

eine m × n Matrix.

Lösung von Aufgabe 3. Die Komponente in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
der Matrix a⃗ℓ⃗b

T
ℓ ist

(
a⃗ℓ b⃗ T

ℓ

)
ij

=





a1ℓ

...
aiℓ

...
amℓ

 (bℓ1 . . . bℓj . . . bℓn)


ij

= aiℓbℓj .
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Laut Definition der Matrix Multiplikation ist somit

(AB)ij =
k∑

ℓ=1
aiℓbℓj

=
k∑

ℓ=1

(
a⃗ℓ b⃗ T

ℓ

)
ij

=
(

k∑
ℓ=1

a⃗ℓ b⃗ T
ℓ

)
ij

Aufgabe 4. Berechnen Sie das Taylor Polynom vom Grad 3 zum Entwick-
lungspunkt x̂ = 1 von

f(x) = 2
√

x + x2.

Kürzen Sie die entstehenden Brüche so weit wie möglich.

Lösung von Aufgabe 4. Die Ableitungen von f sind

f(x) = 2x1/2 + x2

f ′(x) = x−1/2 + 2x

f ′′(x) = −1
2x−3/2 + 2

f ′′′(x) = 3
4x−5/2.

Auswerten bei x̂ = 1 ergibt

f(1) = 3
f ′(1) = 1 + 2 = 3

f ′′(1) = −1
2 + 2 = 3

2
f ′′′(1) = 3

4 .

Damit ist das Taylor Polynom

p(x) = 3 + 3(x − 1) + 3/2
2! (x − 1)2 + 3/4

3! (x − 1)3

= 3 + 3(x − 1) + 3
4(x − 1)2 + 1

8(x − 1)3.

Aufgabe 5. Berechnen Sie Realteil, Imaginärteil und Betrag der komplexen
Zahl

z = 2j(1 − j)
(2j + 1)2 .
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Lösung von Aufgabe 5.

2j(1 − j)
(2j + 1)2 = 2j + 2

1 + 4j − 4

= 2 1 + j

−3 + 4j

= 2(1 + j)(−3 − 4j)
25

= − 2
25(1 + j)(3 + 4j)

= − 2
25(−1 + 7j)

re(z) = 2/25, im(z) = −14/25

|z| = 2
25 | − 1 + 7j|

= 2
25

√
50

= 2
25

√
2
√

25

= 2
√

2
5

=
√

8
5

Aufgabe 6. Seien M1, M2 ⊆ Rn abgeschlossen unter Addition und skalarer
Multiplikation. Zeigen Sie, dass dann auch M1 ∩ M2 abgeschlossen ist
unter Addition und skalarer Multiplikation. Da Vektorräume genau die
Teilmengen von Rn sind, die unter Addition und skalarer Multiplikation
abgeschlossen sind, ist die Schnittmenge von Vektorräumen wieder ein
Vektorraum. Gilt dies auch für die Vereinigungsmenge? Geben Sie einen
Beweis oder ein Gegenbeispiel.

Lösung von Aufgabe 6. Annahme: M1, M2 sind abgeschlossen unter Addi-
tion und skalarer Multiplikation. Zu zeigen: M1 ∩ M2 ist abgeschlossen
unter Addition und skalarer Multiplikation.

• Abgeschlossenheit unter Addition. Sei

x⃗, y⃗ ∈ M1 ∩ M2.

Zu zeigen:

x⃗ + y⃗ ∈ M1 ∩ M2.

Da x⃗, y⃗ ∈ M1 ∩ M2 gilt

x⃗, y⃗ ∈ M1 und x⃗, y⃗ ∈ M2.

Da M1 und M2 abgeschlossen sind unter Addition, ist auch

x⃗ + y⃗ ∈ M1 und x⃗ + y⃗ ∈ M2.
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Folglich ist

x⃗ + y⃗ ∈ M1 ∩ M2.

• Abgeschlossenheit unter skalarer Multiplikation Sei

x⃗ ∈ M1 ∩ M2 und u ∈ R.

Zu zeigen:

ux⃗ ∈ M1 ∩ M2.

Da x⃗ ∈ M1 ∩ M2 gilt

x⃗ ∈ M1 und x⃗ ∈ M2.

Da M1 und M2 abgeschlossen sind unter skalarer Multiplikation gilt

ux⃗ ∈ M1 und ux⃗ ∈ M2.

Folglich ist

ux⃗ ∈ M1 ∩ M2.

Die Vereinigungsmenge von Vektorräumen ist i.a. kein Vektorraum. Sei
z.B.

M1 =
{

a

(
1
0

)
| a ∈ R

}
M2 =

{
a

(
0
1

)
| a ∈ R

}
Dann ist M1 ∪ M2 nicht abgeschlossen unter Addition. So ist z.B.(

1
0

)
∈ M1 ∪ M2 und

(
0
1

)
∈ M1 ∪ M2

aber (
1
1

)
̸∈ M1 ∪ M2.

Aufgabe 7. Sei f ∈ R2 → R3 eine lineare Funktion mit

f

(
1
1

)
=

 3
2
0

 und f

(
0
1

)
=

 2
3
1

 .

Berechnen Sie eine Matrix A so das

f(x⃗) = Ax⃗

für alle x⃗ ∈ R2.
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Lösung von Aufgabe 7. Da A ∈ R2 → R3 muss A ∈ R3×2 sein. Sei

A =
(

a⃗1 a⃗2
)

mit a⃗1, a⃗2 ∈ R3. Dann gilt

a⃗1 + a⃗2 =

 3
2
0


a⃗2 =

 2
3
1

 .

Folglich ist

a⃗1 =

 3
2
0

−

 2
3
1

 =

 1
−1
−1

 .

und

A =

 1 2
−1 3
−1 1

 .

Aufgabe 8. Zeigen Sie, dass die Funktion

f ∈ R3 → R3, f(x⃗) = −x⃗

linear ist.

Lösung von Aufgabe 8.

f(x⃗ + y⃗) = −(x⃗ + y⃗)
= −x⃗ + −y⃗

= f(x⃗) + f(y⃗)
f(ux⃗) = −(ux⃗)

= u(−x⃗)
= uf(x⃗).

Aufgabe 9. Seien g, h ∈ R2 → R2 zwei lineare Funktionen mit

g(x⃗) = Ax⃗

h(x⃗) = Bx⃗.

Sei f ∈ R3 → R4 definiert durch

f

 x1
x2
x3

 =

 g

(
x1
x2

)
h

(
x2
x3

)
 .

Berechnen Sie einen Matrix für f .
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Lösung von Aufgabe 9.

f

 x1
x2
x3

 =

 g

(
x1
x2

)
h

(
x2
x3

)


=


a11x1 + a12x2
a21x1 + a22x2
b11x2 + b12x3
b21x2 + b22x3



=


a12 a12 0
a21 a22 0
0 b11 b12
0 b21 b22


 x1

x2
x3



=

 A
0
0

0
0 B

 x⃗.

Aufgabe 10. Berechnen Sie die allgemeine Lösung der DGL

y′ =
√

xy + x für x ≥ 0.

Lösung von Aufgabe 10. Die DGL ist separierbar. Trennung der Variablen:

y′ =
√

x
√

y + 1
1√

y + 1y′ =
√

x

(y + 1)−1/2dy = x1/2dx.

Integration.

2(y + 1)1/2 = 2
3x3/2 + C√

y + 1 = 1
3

√
x3 + C.

Lösen.

y + 1 =
(

1
3

√
x3 + C

)2

y =
(

1
3

√
x3 + C

)2
− 1.

Aufgabe 11. Berechnen Sie die allgemeine Lösung der DGL

y′ − y

x
= 1

xy
.
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Lösung von Aufgabe 11. Umformen ergibt

y′ = 1
xy

+ y

x

y′ = 1 + y2

xy

y′ = 1 + y2

y

1
x

Die DGL ist separierbar. Trennung der Variablen ergibt

y

1 + y2 dy = 1
x

dx.

Integration mit Substitution

u = y2,
du

dy
= 2y, dy = 1

2y
du

∫
y

1 + y2 dy =
∫

y

1 + u

1
2y

du

= 1
2

∫ 1
1 + u

du

= 1
2 ln |1 + u|

= 1
2 ln |1 + y2|.

Damit erhält man die Gleichung

1
2 ln |1 + y2| = ln |x| + C

ln |1 + y2| = 2 ln |x| + C

|1 + y2| = e2 ln |x|eC

= K
(

eln |x|
)2

= K|x|2

= Kx2, K ∈ R+

1 + y2 = Kx2, K ∈ R
y2 = Kx2 − 1
y = ±

√
Kx2 − 1

Aufgabe 12. Sei y(x) eine beliebige Funktion. Berechnen Sie∫
sin(y(x)) cos(y(x))y′(x)dx

einmal mit Substitution u = y(x) und einmal mit wenig Schreibaufwand,
indem Sie y(x) durch y ersetzen und y′(x) durch dy/dx.
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Lösung von Aufgabe 12.

• Rechenweg mit Substitution

u = y(x), du

dx
= y′(x), dx = 1

y′(x)du.

Damit ist∫
sin(y(x)) cos(y(x))y′(x)dx =

∫
sin(u) cos(u)y′(x) 1

y′(x)du

=
∫

sin(u) cos(u)du.

Substitution

g = sin(u), dg

du
= cos(u), du = 1

cos(u)dg.

Damit ist ∫
sin(u) cos(u)du =

∫
g cos(u) 1

cos(u)dg

=
∫

gdg

= 1
2g2 + C.

Rücksubstitution
1
2g2 + C = 1

2 sin2(u) + C

= 1
2 sin2(y(x)) + C.

• Schneller Rechenweg.∫
sin(y(x)) cos(y(x))y′(x)dx =

∫
sin(y) cos(y) dy

dx
dx

=
∫

sin(y) cos(y)dy

=
∫

g
dg

dy
dy

=
∫

gdg

= 1
2g2 + C

= 1
2 sin2(y(x)) + C.

Aufgabe 13. Die Kapazität eines Plattenkondensators ist gegeben durch

C = ε0εr
A

d
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wobei ε0 die elektrische Feldkonstante, εr die Dielektrizitätszahl, A die
Fläche der Kondensatorplatten und d der Abstand der Platten ist. Es wird
nun angenommen, dass der Plattenabstand nicht konstant ist sondern sich
mit der Zeit vergrößert nach der Formel

d(t) = d0 + t.

Damit erhält man eine zeitabhängige Kapazität

C(t) = K
1

d0 + t

wobei K eine Konstante ist. Die Kondensatorladung zum Zeitpunkt t = 0
sei q0. Der Kondensator wird über einen Widerstand R entladen. Berech-
nen Sie die Ladung q(t) zu jedem Zeitpunkt t.

Lösung von Aufgabe 13. Aus der Maschenregel folgt

uC(t) + uR(t) = 0.

Mit

uC(t) = q(t)
C(t)

uR(t) = Ri(t)
= Rq′(t)

folgt hieraus

q(t)
C(t) + Rq′(t) = 0

q′(t) = − 1
RC(t)q(t)

= − 1
KR

(d0 + t)q(t).

Diese DGL ist separierbar. Trennung der Variablen ergibt
1

q(t)dq = − 1
KR

(d0 + t)dt.

Integral auf beiden Seiten

ln(|q(t)|) = − 1
KR

(d0t + t2/2) + A

wobei A eine beliebige Konstante ist. Umformen ergibt

|q(t)| = e− 1
KR (d0t+t2/2)+A

q(t) = ±e− 1
KR (d0t+t2/2)+A

= Be− 1
KR (d0t+t2/2)

wobei B eine beliebige Konstante ist. Für t = 0 erhält man

q0 = Be− 1
KR 0

= B.
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Damit ist die gesuchte Funktion

q(t) = q0e− 1
KR (d0t+t2/2).

Aufgabe 14. Berechnen Sie die allgemeine Lösung der DGL

y′(x) = −y(x)
x

Lösung von Aufgabe 14. Durch Trennung der Variablen erhält man
1
y

dy = − 1
x

dx.

Integration auf beiden Seiten liefert

ln(|y|) = − ln(|x|) + C.

Auflösen nach y liefert

|y| = e− ln(|x|+C

= e− ln(|x|)eC

= K
1

eln(|x|) , K ∈ R +

= K

|x|
.

Diese Gleichung hat mehrere Lösungen, die für alle x ̸= 0 differenzierbar
sind:

y = ±K

x
und y = ± K

|x|
, K ∈ R+.

Da y(x) = 0 auch eine Lösung ist, ist die allgemeine Lösung

y(x) = K

x
und y(x) = K

|x|
, K ∈ R.

Aufgabe 15. Berechnen Sie die allgemeine Lösung der DGL

y′(x)y(x) + x = 0.

Lösung von Aufgabe 15. Durch Trennung der Variablen erhält man

ydy = −xdx.

Integration auf beiden Seiten liefert
1
2y2 = −1

2x2 + C.

Umformen ergibt
y2 = C − x2.

Die allgemeine Lösung ist somit

y(x) = ±
√

C − x2.

11



Aufgabe 16. Berechnen Sie die allgemeine Lösung der DGL

2yy′ + y′ + cos(x) = 0.

Lösung von Aufgabe 16. Es handelt sich um eine separierbare DGL. Tren-
nung der Variablen ergibt

y′(2y + 1) = − cos(x)
(2y + 1)dy = − cos(x)dx.

Stammfunktion auf beiden Seiten.

y2 + y = − sin(x) + C

y2 + y + sin(x) + C = 0

y = −1 ±
√

1 − 4(sin(x) + C)
2

Aufgabe 17. Berechnen Sie die allgemeine Lösung der DGL

y′(x)(1 + x2) = xy(x)

Lösung von Aufgabe 17. Durch Trennung der Variablen erhält man

1
y

dy = x

1 + x2 .

Eine Stammfunktion von
x

1 + x2

ergibt sich mit Substitution

u = x2

du

dx
= 2x

dx = 1
2x

du.

Damit ist ∫
x

1 + x2 dx =
∫

x

1 + u

1
2x

du

= 1
2

∫ 1
1 + u

= 1
2 ln(|1 + u|)

= 1
2 ln(|1 + x2|)

= 1
2 ln(1 + x2).
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Damit erhält man die Gleichung

ln(|y|) = 1
2 ln(1 + x2) + C

bzw.

|y| = eln(1+x2)/2 eC

= K
√

1 + x2 K ∈ R+.

Damit ist

y = ±K
√

1 + x2.

Da auch y = 0 eine Lösung ist, ist die allgemeine Lösung

y = K
√

1 + x2 K ∈ R.

Aufgabe 18. Berechnen Sie die allgemeine Lösung der DGL

y′(x) = x2

y(x)3

Lösung von Aufgabe 18. Durch Trennung der Variablen erhält man

y3dy = x2dx.

Integration auf beiden Seiten liefert

1
4y4 = 1

3x3 + C

Auflösen nach y ergibt

y = 4

√
4x3

3 + 4C

= 4

√
4x3

3 + K, K ∈ R.
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