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Ubungen zu Mathematik 2
mit Musterlosungen
Blatt 8

Aufgabe 1. Berechnen Sie Realteil, Imaginirteil und Betrag der komplexen

Zahl
(—2+j)?
j+3

L6sung von Aufgabe 1.

(=2+4)° _ 3-4j
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re(z) =1/2, im(z) =-3/2, |z|=+/5/2.

Aufgabe 2. Berechnen Sie alle Losungen z der Gleichung
2
3
22 = —
(1+5)?
Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

Losung von Aufgabe 2.

(1+5)° = 2j
2 1
(1+7)2 J
= -
_ €j37r/2.
Sei
2 = rel?
Damit ist
F3eid  —  oi37/2
r = 1
3p = 3m/2+42knw
v = w/2+2kn/3, k=0,1,2
¥ = 6j(7r/2+2k71'/3)
_ je27rjk:/3
L = {j,je™/% je /%)
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Aufgabe 3. Seien @y,...,d, € R™ linear abhingig und B € RFX™. Zeigen
Sie, dass dann auch die Vektoren

Ba.,...,Bd, ¢ R
linear abhéngig sind.
Losung von Aufgabe 3. Annahme:
aiy...,d, € R™

sind linear abhéngig und B € R¥*™,

Zu zeigen:
Bd,,...,Bd, ¢ R¥

sind linear abhéngig.

Da dy,...,d, linear abhéngig sind, gibt es eine nichttriviale Darstellung
des Nullvektors, d.h. Gewichte z1,...,z, so dass
TG+ ...+ and, = 0

mit xy # 0 fiir ein . Damit ist

z1(Ba1) + ...+ xn(Bd,) = DB(xidi)+ ...+ Blx,dy,)
= B(x1d1 + ...+ xpdn)
= B0
0

eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von
Bay, ..., Bd,. Folglich sind die Vektoren Bay, ..., Bd, linear abhéngig.

Aufgabe 4. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

FR—EY
sin(e¥)

Losung von Aufgabe 4. Trennung der Variablen.

eYsin(e’)y’ = €” cos(x)

eVsin(e¥)dy = €"cos(z)dx

Integration auf der linken Seite nach .

/ Ysin(e¥) = —cos(el).



Integration auf der rechten Seite nach .
1 , o
e” cos(z)dx = 3 e (e + e 7")dx

% / (e(um n e(lfm) .

_ ! (1e<1+j>m N Pe(l—j)r)
L=

2\1+;
1 . .
= —  — 1 — )e(ltiz 14 )el—d
2(1+j)(1 - j) (=Dt 4 (14 pelt=)

= ier (ejz(l —j)+e (1 +7))

= iew (2re(e’* (1 — 5)))
1, .
= 3¢ (cos(z) + sin(x)) .

Gleichheit der Stammfunktionen.

1

—cos(e¥) = §ex (cos(z) + sin(z)) + C
cos(e¥) = —%eI (cos(z) + sin(z)) + C
e = Zarccos (—lem (cos(x) + sin(x)) + O> + 2k
2

1
y = In (i arccos (—2em(cos(w) + sin(z)) + C’) + 2k7r) .
Aufgabe 5. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL
y'sin(l/y) = yle”

Losung von Aufgabe 5. Umformen ergibt

y'sin(l/y) = y’e*/?
2
I yi xz/2
Y sin(1/y) ¢
Die DGL ist somit separierbar. Trennung der Variablen ergibt
7sin(12/y) dy = e"da.
Y

Integration der linken Seite nach y. Mit Substitution

1
u = -
Yy
du 1
dy P
dy = —y?du



erhalt man

Integration der rechten Seite nach x.
/ez/zd:v = 272,
Damit erhilt man die Gleichung
cos(1/y) = 2e"/2+C.
Diese Gleichung hat nur dann Lésungen wenn
—1<2e"2 40 <1,
In diesem Fall sind die Lésungsfunktionen

1y = <+arccos(2¢”/2 +C)+2kn, ke
1
+arccos(2e*/2 + C) + 2kn’

y =

Aufgabe 6. Berechnen Sie die allgemeine Lésung der DGL

1—a?

y + 2y = we

L6sung von Aufgabe 6. Es handelt sich um eine lineare DGL. Allgemeine
Losung der homogenen DGL

y +2xy = 0.
Trennung der Variablen.
y = —2ay
1 = 2z
Y
Inly] = —2?2+C
ly| e~ +C
= Ke™, KeR*
y = Ke*, KeR.

Variation der Konstanten. Ansatz:

y = k(z)e™™
()™ + k(z)e " (—2z)
(2)e™™ — 2ak(z)e ™ .
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Einsetzen in inhomogene DGL.

K (z)e ™ —2zk(z)e™ + 2zk(z)e™® = zel™®
! —z? 1—z?
k' (x)e xe
K(z) = zel ™ "
= ze
ex?
Damit ist

2
y = (e:; + C) e_ajz

1
= 5:1726171;2 + Ce==",

Aufgabe 7. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

zy +y = 2* firz>0.

Losung von Aufgabe 7. Da x > 0, kann man umformen.

1
y+-y =
x
Homogene DGL.
y+-y = 0
1
vy o= -y
x
1 1
—dy = ——dr
y x
Inlyf = —lnlz|+C
= —In(x)+C, da z > 0.
Iyl = Ke @), K e R
_ K
oz
K
y = —, KeR
x

Variation der Konstanten. Ansatz

k(z)
, K(z)x — k(z)

~—

<
|

<
Il

T



Einsetzen.

K(z)z — k(@) k@) _ s
x? x?
E(x)r —k(x) + k(z) = 2°
E(x)z = 2°
E(z) = 2
25
Ka) = T+C

Losung.

Aufgabe 8. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL

oy _r—1
y =
X X

fiir x € RT.

Lo6sung von Aufgabe 8. Es handelt sich um eine lineare, inhomogene DGL
erster Ordnung. Allgemeine Losung der homogenen DGL

1
y—-y=0
x
durch Trennung der Variablen:
dy _ 1
de xy
1 1
—dy = —dzx.
Y x
Stammfunktion auf beiden Seiten:
In(lyl) = In(jz]) +C.
Auflésen nach y:
ly = erl=h+c
Klz| KeR*

Da in der Aufgabenstellung eine Losung fir x € RY gesucht wird, ist
|z| = z. Damit ist die allgemeine homogene Losung

YH = KJ), K eR.
Durch Variation der Konstanten erhilt man den Ansatz

y = k(x)z
y = K(x)x+k(z).

(=)



Einsetzen in die DGL:

1 x—1
K k(z) — =k =
(o) + k(@) ~ k(e =
—1
% -z
(e = =
r—1
Fa) =
iy = L L
K(z) = -
1
k(z) = In(jz]) + P C
Einsetzen in den Ansatz:
1
vio) = (w(ah+ 5 +0)e

= zln(|z|)+ 1+ Cuz.

Aufgabe 9. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL
ayy =y° -1
und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

Losung von Aufgabe 9. Trennung der Variablen:

Y 1
dy = —d
y?—1 y=z
Integration von
y?—1
mit Substitution
du du
2
= — =2 dy = —
u=y, dy Y, Y 2%
Y 1
dy = d
/y2—1y /2(u—1)“
1
= 51n(|u—1\)+C
1
= §ln(|y2—1|)+0.



Integration auf beiden Seiten

1
§1H(|y2—1l) = In(lz)) +C
In(|y?> = 1)) = 2In(jz|) +C
ly? — 1| = Ke2nl=) K >0
— K(eln(\m\))Q
= Kz?
v -1 = +Kaz?
= C2%, CeR
2 = Ca?+1

y = +£vVCz2+1.

Aufgabe 10. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL

r Yy
y = - -
x
fiir x > 0.
L6sung von Aufgabe 10. Umformen ergibt
, 1
y+-y = T
x

Es handelt sich also um eine lineare DGL erster Ordnung.

e Allgemeine Losung der homogenen DGL

y+-y =0
[
Y x
1 1
—-dy = ——dzx
Y x
In(ly)) = —In(lz|)+C
1
lyl = K—, K>0
Ed
1
y = K—, KeR
||
1
y = K—, dax>0.
x

o Variation der Konstanten. Ansatz:



Einsetzen in inhomogene DGL:

k’(m)% - k(x)% + k(x)% =
k'(m)% = =z
E(z) = 2?

k(z) = 23/3+C.

e Allgemeine Losung der inhomogenen DGL.

23/3+C
T

1, 1

- C-.

336 + T

Aufgabe 11. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL
y'(z) = zy(x).
Losung von Aufgabe 11. Durch Trennung der Variablen erhéilt man
laly = xdzx.
Yy

Integration auf beiden Seiten liefert

2
X
In(lyl) = 2 +C

und damit
ly| = e’ /2+C
— /2,0
KVer®, K eRT.
Damit ist

y=+KVer’, K ecRT.

Durch Einsetzen priift man, dass y(x) = 0 ebenfalls eine Losung ist. Somit
ist die allgemeine Losung

y(z) = KVe®, K €eR.

Aufgabe 12. Sei y(x) eine unbekannte Funktion. Berechnen Sie




Losung von Aufgabe 12. Mit der Substitution y = y(z) und ¢/(z) = dy/dx
erhélt man

/ cos(y(x))y (x)dz = / cos(y)%das

g

sin(y) + C

In(ly[) +C
In(ly(z)]) + C

Aufgabe 13. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL

cos?(x) )

y' + 2sin(x) cos(x)y = e

Losung von Aufgabe 13. Es handelt sich um eine lineare, inhomogene DGL
erster Ordnung. Allgemeine Losung der homogenen DGL

y' + 2sin(z) cos(z)y = 0

durch Trennung der Variablen:

% = —2sin(x)cos(x)y
1
—dy = —2sin(z)cos(z)dz.
Y

Stammfunktion auf beiden Seiten:
In(ly)) = cos*(z)+C.
Auflésen nach y:
|y| _ ecos2(x)+C
Keos' @) K cRY
yn = Ke®'@  KeR

10



Durch Variation der Konstanten erhalt man den Ansatz

y = k(x)ecos2(z)

y = K(2)e @ — k(2)e ®)2 cos(z) sin(z)

Einsetzen in die DGL:
k’(x)eCOSQ(””) - k(x)ecosz(”)2 cos(z) sin(z) +

2sin(z) COS(x)k(x)ecosz(m) _ peosi(@)
k’(x)eCOSQ(I) = eoos’(2)

Kx) = 1
k(z) = z+4C.

Einsetzen in den Ansatz:
y(x) = (2 + C)e ),

Aufgabe 14. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

;o YRrte™)
YT Ty
Losung von Aufgabe 14. Trennung der Variablen ergibt
1 . w
?sm(l/y)dy = (2z+e ")dux.
Integrieren auf der linken Seite nach y mit Substitution
1
u = -
Y
du 1
dy —y?
dy = —y3du.

Damit ist
1 . 1. 2
7z sin(1/y)dy = 7 sin(u)(—y*)du

= —/Sin(u)du

= cos(u)
= cos(1/y).
Integrieren auf der rechten Seite nach x ergibt

/(235 +e Wde = z?—e "

Damit erhdlt man die Gleichung

cos(1/y) = x?2—e*+C
1/y = =arccos(z? —e * 4 C) + 2k,
1
y =

+ .
arccos(z? — e % + C) + 2krw
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Aufgabe 15. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

/

Yy +

fur z > 0.

Losung von Aufgabe 15. Die DGL ist linear. Umformen ergibt

z+1 o
y' + y = e
Losen der homogenen DGL
1
Yy + T+ y = 0
, z+1
y = -
T
1
—-dy = _rt dx.
y T
Integrieren
1
/*dy = Infyl
Y
1 1
/fm+ de = /(1+)d1’
T T
— —(z+nlal)
= —z—In(z) dax>0.
Damit ist
Inlyy = —-z—In(z)+C
‘yl — e—me—ln(z)ec
1
= —K, K>0
re*
= K L
vo= re®
K
= —, KEeR.
xer

ylz+1)

— €

Variation der Konstanten liefert den Ansatz

y = k(z)(e”)™
y = K@)
IO

1+

r2e”

12



Einsetzen in DGL

K (x) 1+z  z+1 1
—k k = "
xe® () x2e® * x (x)xez ¢
K (x) 1+ x+1 ﬂﬁ
er k@) g Th@) o = e
Ko
xer
K(z) = =z
1

Einsetzen in Ansatz.

1 1
= (e
2 rer
oz C
T 2eT | e’

Aufgabe 16. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL
YV =y cos(Vr).

Losung von Aufgabe 16. Trennung der Variablen.

1
1 cos(/7) di.
y Vi
Integration.
1 .
—— = 2sin(vz)+C
Y
Losen

v  2sin(vz) + C
Aufgabe 17. Sei
Y +g@y = r)

eine lineare DGL. Seien y;, yo zwei partikuldre Losungen dieser DGL. Zei-
gen Sie, dass dann

Y1 — Y2
eine Losung der homogenen DGL

Yy +gxy = 0

ist.
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Losung von Aufgabe 17. Zu zeigen ist, dass die Funktion y; — y Losung der
DGL

y+gxy = 0

ist. Einsetzen von y; — y» ergibt

(1 —y2) +9@) (1 —v2) = ¥ -y + 9@y —g9(x)y2
=y + 9@y — (s + 9(x)y2
—r(z) =r(z)
= r(z)—r(x)
= 0.

Aufgabe 18. Gegeben sei die DGL
/ _ sin(z)y(z)
y'(x) = cos (e )

und der Anfangswert y(0) = 2. Schreiben Sie ein Programm, das mit dem
Euler Verfahren mit Schrittweite Az = 1073 einen Niherungswert fiir
y(20) berechnet. Die Programmiersprache ist hierbei egal.

Losung von Aufgabe 18. Das Ergebnis ist y(20) &~ 9.477. In Java sieht das
Programm wie folgt aus:

class Euler

{
public static void main(String[] args)
{
int 1i;
double y,ystrich;
double x = 0.0;
double dx = 1.0e-3;
int n = 20000;

y = 2.0;
for(i=0; i<=n; i++)
{
x = (double)i * dx;

System.out.println("x =" + x + ", y =" + y);

ystrich = Math.cos(Math.exp(Math.sin(x)*y));
y = y + ystrich*dx;
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