Heilbronn, den 21.11.2025 Prof. Dr. V. Stahl WS 25/26

Ubungen zu Mathematik 2
mit Musterlosungen
Blatt 9

Aufgabe 1. Sei f € R? — R definiert durch

f(g) = T — T2

Entscheiden Sie von beiden Linearitétsbedingungen, ob f sie erfiillt. Geben
Sie jeweils eine kurze Begriindung.

Losung von Aufgabe 1. f erfiillt beide Linearitdtsbedingungen.

To + Yo
Ty +y1 — (v2 + y2)
Ty —To+ Y1 — Y2

= @+ 1)
flud) = f(““””l)

UT9

ran = (i)

= Uxr1 — ux2
= u(x; — x2)

= uf(Z)

Aufgabe 2. Welche der folgenden Mengen bildet einen Vektorraum? Begriinden
Sie Thre Antwort.

Menge der konvergenten Folgen.

Menge der unbestimmt divergenten Folgen.
Menge der Nullfolgen.

Menge der Folgen mit Grenzwert 1.

Menge der Folgen mit uneigentlichem Grenzert co.

Losung von Aufgabe 2.

Die Menge der konvergenten Folgen ist ein Vektorraum, da sie abge-
schlossen ist unter Addition und skalarer Multiplikation. Die Summe
zweier konvergenter Folgen ist konvergent, das skalare Vielfache einer
konvergenten Folgen ist konvergent.

Die Menge der unbestimmt divergenten Folgen ist kein Vektorraum.
Multipliziert man z.B. eine unbestimmt divergente Folge mit 0, en-
steht eine konvergente Folge.

Die Menge der Nullfolgen ist abgeschlossen unter Addition und ska-
larer Multiplikation und ist daher ein Vektorraum.



e Die Menge der Folgen mit Grenzwert 1 ist kein Vektorraum. Die
Summe zweier solcher Folgen hat Grenzwert 2 und nicht 1.

o Die Menge der Folgen mit uneigentlichem Grenzwert oo ist kein Vek-
torraum. Multipliziert man eine solche Folge z.B. mit —1 ist der
Grenzwert —oo, nicht oco.

Aufgabe 3. Sei
Yy +g@)y = r@)

eine lineare DGL. Seien y;, yo zwei partikuldre Losungen dieser DGL. Zei-
gen Sie, dass dann

Y1 — Y2
eine Losung der homogenen DGL
v +glxy = 0
ist.

Losung von Aufgabe 3. Zu zeigen ist, dass die Funktion y; — yo Losung der
DGL

y +g(@)y = 0
ist. Einsetzen von y; — yo ergibt
(1 —y2) +9@) (1 —v2) = ¥i -y + 9@y — g(x)y2
= Y1+ 9@y — (y2 + 9(2)y2
=r(z) =r(z)

= r(z)—r(z)
0.

Aufgabe 4. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

cos(z + 2)y?

Losung von Aufgabe 4. Umformen ergibt

cos(x +2)y> )
—hy
cos(z?)y? = —evy
Yy = —cos(z+2)e /Y2,
Die DGL ist somit separierbar.

Loy

—eYdy = —cos(z +2)dr.

Y



Berechnen von

durch Substitution

1
u = -
Y
o1
dy oy
dy = —y?du

Damit ist

1 1
/Eel/ydy = /?e“(—y%lu)

Integral auf der rechten Seite.
/ —cos(z+2)dr = —sin(z+ 2).

Damit erhélt man die Gleichung

—e/V = —sin(z+2)+C
etV = sin(z+2)+C
1
— = In(sin(z +2)+C)
Y
1
y =

In(sin(z +2) + C)°
Aufgabe 5. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

ye!™t +3 = 2cos(x).

Losung von Aufgabe 5. Trennung der Variablen

ye?™ = 2cos(z) -3
eVldy = (2cos(z) — 3)du.
Integrieren
eVt = 2sin(z) — 3z + C.
Lésen
y+1 = In(2sin(z) —3z+C)
y = In(2sin(z) —3z+C)—1.



Aufgabe 6. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

/

y = cos(z)e” ™) 4 ysin(z).

Losung von Aufgabe 6. Es handelt sich um eine lineare DGL.

y —ysin(z) = cos(z)e @),
Losen der homogenen DGL.
y —ysin(z) = 0
y = ysin(a)
1
gdy = sin(z)dz
Inly] = —cos(x)+C
|y| = e~ cos(z)+C  _ e~ cos(w)eC = Ke™ cos(w)’
y = Ke @  KeR.
Variation der Konstanten. Ansatz:
y = k’(fﬂ)€7 cos(x)
Yy = K(x)e” @) 4 k(z)sin(z)e @),
Einsetzen in inhomogene DGL.
K (z)e” @) 4 k(z)sin(z)e” @) — k(z)e” @ gsin(z) = ¢
k'(x)e_ cos(z) _ c
K(z) = c
k(z) = si

Damit ist

y = (sin(z) 4 C)e™ @),

Aufgabe 7. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

fir x > 1.

K eR*

L6sung von Aufgabe 7. Es handelt sich um eine lineare DGL. Lésen der ho-

mogenen DGL.

1
/
- = 0
Y731 ln(x)y
;o 1
vo- xln(x)y
1
Zdy =
4 z1n(x)



Stammfunktion auf der rechten Seite mit Substitution

d 1
u = In(x), ﬁ = dzx = zdu.
Damit ist
1 1
/ de = /—xdu
xIn(x) Tu
1
= —du
u
= Iny|
= lIn|ln(z)|.
Da x > 1, ist In(x) > 0 und somit
In|ln(z)] = In(n(x)).
Integration auf beiden Seiten ergibt
Inly] = In(n(z))+C
‘yl — eln(ln(r))+C’ _ Kln(l‘), K ecRt
y = Kln(z), KeR.
Variation der Konstanten.
y = k(z)n(x)
1
y = K(x)In(z)+ k(x);
FEinsetzen in die inhomogene DGL.
F @) (@) + K@)s - —— —k(z) () = In(2)
x) In(x )~ TTn(2) z)In(z) = In(z
K'(z)In(z) = In(2)
K@) = 1
k(z) = z+4C.

Einsetzen in den Ansatz:

y = h@)in()
= (24 C)In(z)
= zln(x) + Cln(z).

Aufgabe 8. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL
y" — 4y + 4y = 0.

L6sung von Aufgabe 8. Es handelt sich um eine lineare homogene DGL mit
konstanten Koeffizienten. Mit dem Loésungsansatz

y=e



erhélt man durch Einsetzen
A2eM — 4NeM + 4eM = 0.
Nach Kiirzen mit e*® erhilt man das charakteristische Polynom
N =4 +4=0.

Die Nullstellen sind

44416 — 16
A2 = -5 = 2,

d.h. es handelt sich um eine doppelte reelle Nullstelle. Damit ist die allge-
meine Losung

y = C1e** 4 Cyxe®™.
Aufgabe 9. Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems

v"+y = x  mity(0) =2 und y'(0) = 1.

Losung von Aufgabe 9. Integration auf beiden Seiten.

Yy +y = %xQ + K.
e Homogene DGL.
y+y = 0.
Charakteristisches Polynom.

A+1 = 0
A = L

Allgemeine Losung der homogenen DGL.
yg = Ce ™.

o Partikuldre Losung der inhomogenen DGL. Ansatz

y = ar’+br+c
y = 2ax+b.
Einsetzen
2 L 5
2ax +b+ax”+br+c = PR + K.
Koeffizientenvergleich.
1
a = =
2
2a+b = 0
b+c = K.



Damit ist

b = -1
c = K+1.

Loésung der inhomogenen DGL ist somit

1
yp = §x2—x+K+1.

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL.

1
y = gxz—x—&—K—&—l—i—Ce_’:
y = x—-1-Ce™™.

Startwert y(0) = 2 und y’(0) = 1 ergibt

K+1+C = 2
-1-C =1
Daraus folgt
cC = -2
K = 3.

Die partiukldre Losung, die die Startbedingungen erfiillt, ist somit

1
y = §x2—x+4—2e_x.

Aufgabe 10. Sei
S @@ = @)
i=1

eine lineare DGL n-ter Ordnung mit Koeffizienten g;(x). Die Koeffizienten
miissen also nicht notwendig konstant sein. Sei yp eine partikuldre Losung
und yg eine Losung der zugehorigen homogenen DGL. Zeigen Sie, dass
dann

y(x) = yp(®)+yu(v)
eine Losung der gegebenen DGL ist.

Losung von Aufgabe 10. Sei yp eine partikuldre Losung der gegebenen DGL
und yg eine Losung der zugehorigen homogenen DGL, d.h.

> ailnyp) (@) = r()

> ai@yi @) = o.



Einsetzen von y(x) = yp(x) + yg(x) in die DGL ergibt

D 0@ wp(@) +yn(@) @) = 3 a@) e () + i ()

= Y gi@yd (@) + > gilx)yy) (x)
-
Aufgabe 11. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL
y'e¥ —1=0.
Losung von Aufgabe 11. Durch Trennung der Variablen erhélt man
eYdy = dx.
Integration auf beiden Seiten ergibt
eV =x+4+C.

Auflésen nach y ergibt
y=In(z+C).

Aufgabe 12. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL
y'(z) = zy(x).
Losung von Aufgabe 12. Durch Trennung der Variablen erhélt man
ldy = xdx.
Y

Integration auf beiden Seiten liefert

2
x
In(lyl) = 2 +C

und damit
ly| = ex2/2+C
— o%/2,C
= KVe*, KeRT.
Damit ist

y==+KvVer®, K eR'.

Durch Einsetzen priift man, dass y(x) = 0 ebenfalls eine Losung ist. Somit
ist die allgemeine Losung

y(zr) = KVer®, K eR.



Aufgabe 13. Berechnen Sie eine partikuldre Losung der DGL

y +2y = cos(l—ux).

Losung von Aufgabe 13.
cos(l —z) = re(e/2)).
Losung der komplexen DGL:

y/+2y — 6j(l—x)
v +2 = ele T,

Lisst man den konstanten Faktor e/ weg, kommt man zu der DGL

y+2y = e7°
Ansatz
y = ce I
y = —jeeI?
Einsetzen
—jee T 4 2ceTIT = TI%
(—j+2) = 1
1
C =
2—7
_ 247
—
Damit ist
= 72+jefjx.

Nimmt man den konstanten Faktor e/ wieder dazu, erhilt man die Lésung
der komplexen DGL

meje—jx
2+7 ia-a
5 €

= L@+ )(cos(1 — ) + jsin(1 ~ 2).

Die Losung der gegebenen reellen DGL ist hiervon der Realteil, d.h.

y = é(2cos(1 —z) —sin(l - z)).



Aufgabe 14. Gegeben sei die DGL
y'+ 9@y +h(x)y = 0.

Zeigen Sie, dass wenn y; und yo Losungen der DGL sind, auch y; + yo
eine Losung ist, d.h. dass die Losungsmenge der DGL abgeschlossen unter
Addition ist.

Losung von Aufgabe 14. Seien y;,y» Losungen der DGL, d.h.
v +g@yr +h(x)y = 0
vy +9(@)ys + h(z)y2 =
Zu zeigen: y; + ys ist eine Losung, d.h.
(1 +y2)" + g(@) (1 +y2)" + h(z)(y1 +32) = 0.

Mit der Summenregel der Ableitung gilt

(1 +v2)" +9(@) (1 +y2) + h(2)(y1 + y2)
= i +uy +9(@) (Y1 +vs) + h(z) (Y1 +y2)
=y 4+ g(@)y] + h(z)y1 + 5 + g(@)yh + h(z)ys
=0 =0

Aufgabe 15. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

Losung von Aufgabe 15. Durch Trennung der Variablen erhélt man
yidy = 2%dx.

Integration auf beiden Seiten liefert

Ly _ 13
V=3 +C
Auflésen nach y ergibt
4
y = 4%+4C

Aufgabe 16. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL

/

v —e T +y—ay =ay.

10



L6sung von Aufgabe 16. Durch Umformen sieht man, dass es sich um eine
lineare, inhomogene DGL handelt:

l-2)y +(1-z)y=e"

bzw.

/+ _e
yry=1-

Allgemeine Losung der homogenen DGL
y+y=0

durch Trennung der Variablen (da die Koeffizienten konstant sind, wiirde
man auch mit dem e’ Ansatz zum Ziel kommen):

dy

29 - 0

dzx ty
dy = —ydzx
1
—dy = —dz.
Yy

Stammfunktion auf beiden Seiten:
In(ly]) = —-z+C

Losen:

ly| =
= Ke™®,  KecRT.

Allgemeine homogene Losung:
YH = Ke™™, KeR

Variation der Konstanten. Ansatz:

y = k(z)e™
y = K(x)e ™ —k(x)e ™
Einsetzen in DGL:
/ -z —x -z _ e’
k' (z)e k(x)e™ + k(x)e =
!/ —T —_ e_x
E'(x)e = 1
1
! —
Wlz) = 1—2
E(z) = —In(l—=z])+C, CeR.
Einsetzen in Ansatz:
y = (=h(l—z))+C)e™

Ce ™ —In(|]1 —z|)e”®, CeR.

11



Aufgabe 17. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL
Y+ 9y =222 +3
Losung von Aufgabe 17. Allgemeine Losung der homogenen DGL
y" 49y =0.
Charakteristisches Polynom
M4+9=0

Nullstellen
A1 =37, Ay = -3j.

Komplexe Losungsfunktion
ylz) =e
Relle Losungsfunktionen
y1(z) = cos(3z), ya(zx) = sin(3z).
Allgemeine homogene Lésung
yr(x) = Cq cos(3z) + Cq sin(3z).

Partikuldre Losung der inhomogenen DGL. Ansatz

y(r) = co+crx+ cox®
y'(z) = c1+2cw
y'(x) = 2cs.

Einsetzen in DGL

2co +9(co + 1z + cx?) = 22° 43
2%(9c2 — 2) + 2(9¢1) + 9co +2¢5 —3 = 0.
Koeffizientenvergleich
962 -2 =0
901 = 0
9cog+2c0—3 = 0
Losung
Co = 2/9
c1 = 0
co = (3-4/9)/9 = 23/81.

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL

2 23
= Z2% 4+ == 4 O cos(3x) + Oy sin(3x).

y(@) =57+ 51

12



Aufgabe 18. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL
y = Vi-?
x
fiir x > 0.

Losung von Aufgabe 18. Es handelt sich um eine lineare DGL

1
vt+-y = V.
x
Allgemeine Losung der homogenen DGL.
1
y+-y = 0
x
1
yo= ——y
x
1 1
—-dy = ——dx
Y x
Inly] = —Inlz|+C.

Da z > 0 vereinfacht sich dies zu

|y| = e~ ln(w)eC
= Kl, K eR*
x
1
y = K-, K eR.
Ansatz fiir die inhomogene DGL.
1
= k —_
y (@)~
1 1
"= K(2)- —k(z)—.
Y= K@) - ko)
Einsetzen
1 1 1
K (z)= — k(x); +k(z)5 = V&
K(x) = zvx
= {ES/2
2 s
k(z) = 5% +C
2
= g V ZC5 + C
Loésung
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