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Punkte: Note:

e Es werden nur leserliche Klausuren bewertet.
e Vereinfachen Sie Ihre Losungen so weit wie moglich.

o Ubertragen Sie Ihre Lésungen am Ende der Priifungszeit in die Késten
auf dem Aufgabenblatt. Nur diese werden bewertet.

Aufgabe 1. (10 Punkte) Sei a < b und

fit) = ot—1)

) = 1 fallsa<t<bd
g o 0 sonst.

Berechnen Sie (f * g)(¢).

Hinweis: Man kann viele Fallunterscheidungen vermeiden, wenn man Li-
nearitdt und Zeitinverianz der Faltung nutzt. Mit

() = ot

“m

gilt

Losung von Aufgabe 1. Sei
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Da beide Funktionen kausal sind, gilt

>

(Frg)t) = U(t)/OerT — ) = o) —1).

Da f(t) = ef(t — 1) folgt mit Linearitéit und Zeitinvarianz
(F+0)0) = eolt =D =1) = ot —1)(e" ).
Da
g(t) = g(t—a)—g(t—"b)
folgt mit Linearitdt und Zeitinvarianz

(fxg)(t) = (f*3a)(t) = (f*3)(t)
= o(t—a—1)(e""%—e)—a(t—b—1)(e"" —¢)
0 falls t <a+1
= et~ —¢ fallst >a+1und t <b+1
et=e —et=0  fallst >b+1

Man kann das Integral auch direkt 16sen, was aber miithsamer ist:

(Fro)) = [%f@—ﬂﬂﬂm

b
= / ot —7— 1) "dr.

Eliminierung des o-Terms im Integrand:

ot—7—-1) = 1
t—7—1 > 0
T < t—1.

Damit kann die Obergrenze fiir 7 auf das Minimum von b und ¢ — 1 abge-
senkt werden und man erhilt

min(b,t—1)
/ o(t—7—1)e'""dr.

Wenn t — 1 < a ist, d.h. die Obergrenze des Integrals kleiner als die
Untergrenze, lauft man mit 7 iiber Werte, die kleiner als ¢ — 1 sind und
der Integrand ist Null. Falls £ — 1 > a erhélt man

min(b,t—1)
/ emTdr = —¢t
a

= ¢t (67 min(b,t—1) _ €7a)

_ —a _ b= min(b,t—1)

et=e —et=(t=1  fllst—1<b
et—a — et=0 fallst—1>0
el —¢ fallst < b+1

el=e —et=b  fallst>b+1
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Insgesamt hat man damit

0 falls t <a+1
(fxg)t) = el —e fallst >a+1und t <b+1
el=e —et=0  fallst >b+1

Aufgabe 2. Sei
a= (i1t y)
Die beiden Vektorrdume M7 und Ms sind definiert durch
M, = {AZ|#ecR*}
M, = {#|Az=0}.
Berechnen Sie zu beiden Vektorrdumen jeweils eine Basis.

Losung von Aufgabe 2.

e M, ist die Menge aller Linearkombinationen der Spalten von A. Da
die zweite und die vierte Spalte als Linearkombination der ersten und
dritten Spalte dargestellt werden koénnen, sind diese iiberfliissig, d.h.

(GG (0) = #(G)(0))

Eine Basis von M; ist somit
1 0
1 /)71 '
Da M; = R2, wire auch die kanonische Basis eine Losung:
1 0
0 /’\1 '

e M, ist die Losungsmenge des homogenen LGS AZ = 0.
0 0]0

1
1
1
0

O = =

1 110
0 00
1 110

Damit sind x4, x4 beliebig und

r3 = —I4
T = —X3.
Folglich ist
—X9 -1 0
x 1 0
Mg = _$421 T2, Tq4 € R > = o 0 + x4 _1
Ty 0 1



Eine Basis ist daher

Aufgabe 3. (10 Punkte) Sei f € R? — R? mit

x _ xT—y
() - (7))
Berechnen Sie die Matrixdarstellung B der Umkehrfunktion f~! von f.

Losung von Aufgabe 3. Matrixdarstellung von f.

() - ()0
i ()

die Matrixdarstellung von f. Die Matrixdarstellung von f ! ist somit A~!.

Damit ist

-1 1
0 0
-1 1
1] -1
0

1

0
1| —

O O == =
e =l

Damit ist

die Matrixdarstellung von f~!.

Aufgabe 4. (10 Punkte) Berechnen Sie zwei Vektoren Z, § so dass
ST 1 3
Ty = < 5 ¢ |-

L6sung von Aufgabe 4.

gyt = <x1)(y1 Y2)

T2

Damit ist



Aus der ersten Gleichung folgt

" 1 < 1 )
r = — .
Y1\ 2
Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt
1 /1 _ 3
Y2 o\ 2 = 6 |-
Hieraus folgt y2/y1 = 3 bzw. y2 = 3y; und

7= (4)=u(s)

fiir beliebiges y; # 0. Fiir y; = 1 erhélt man z.B.

() 5 ()

Aufgabe 5. (10 Punkte) Berechnen Sie eine partikulire Losung der DGL

y' =2y +2y = e¥cos(x).

Losung von Aufgabe 5.
e“cos(z) = e're(e’”) = re (e(lﬂ)x)
Losen der komplexen DGL

y// _ 2y/ +2y = e(1+j)ac

mit p =14 j.

Charakteristisches Polynom

A =2\ +2
ausgewertet bei p ergibt
pr=2u+2 = (1+j5)%-20+j)+2
= 14+2j—-1-2-25j+2
0.
Ansatz im Resonanzfall:
y = cxet®
Y = c(e" +zpet”) = ce’*(1+ px)
Yy = c(pe"(1+ px) + e p) = ce’(2u+ ,uQx)



Einsetzen in komplexe DGL.

ce'” (2u + plr —2(1 + px) + 2¢) = e
cl2u—2+2(?*—2u+2) =1
—_——
=0
2e(p—1) = 1

Yo o Y2

p—1 g 2

Einsetzen von c in den Ansatz liefert eine partikuldre Losung der komple-
xen DGL.

y = —dgptie
Der Realteil hiervon ist eine partikulidre Losung der rellen DGL.
y = —lxre(jexej’”)
2
1
= —ixewre(j(cos(m) + jsin(x))

1
= izez sin(x).

Aufgabe 6. (10 Punkte) Berechnen Sie die allgemeine Lésung der DGL
, _ wxsin(x)e™
~ sin(evtl)
Losung von Aufgabe 6. Die DGL ist separierbar.
eYsin(eV ™ )dy = axsin(z)dz.

Stammfunktion auf der linken Seite mit Substitution.

du 1
_ y+1 e Jy+1 _
u=eT", dyie , dyfey_i_ldu.
Damit ist eine Stammfunktion
. . 1
/ey sin(ev™)dy = /ey s1n(u)eyjdu
eV
/eye sin(u)du
[ sintwa
= <= [ sin(u)du
e
= — cos(u)
S cos(e? ™).
e



Eine Stammfunktion auf der rechten Seite mit partieller Integration.
/msin(m)dm = —zxcos(z)— /(—cos(x))dac
—zcos(x) + /cos(m)dm

= sin(z) — x cos(x).

Damit hat man die Gleichung

1
——cos(evt) = sin(z) — xcos(x) + C
e
cos(eVt!) = excos(z) — esin(z) + C
eVt = Farccos(ex cos(z) — esin(z) + C) + 2k, keZ
y+1 = In(f+arccos(excos(x) — esin(x) + C) 4 2km)
y = In(Larccos(excos(x) — esin(x) + C) + 2kr) — 1.

Aufgabe 7. (10 Punkte) Sei

_ Y1) fallst>1
1o = { L fallst<1.

Finden Sie einen Funktionsterm fiir f ohne Fallunterscheidung, indem Sie
Sprungfunktionen o(t) verwenden.

Berechnen Sie dann die verallgemeinerte Ableitung von f und vereinfachen
Sie so weit wie moglich unter Anwendung der Ausblendeigenschaft und der
verallgemeinerten Gleichheit von Funktionen.

L6sung von Aufgabe 7.

) = g(t71)“%1+(170(t71))t
, _ 1
0 = 8=y o=V — 8-+ 1 -0l —1)

=o(1-t)

_ %5@71)*0(%1) S(t—1)+0(1—1)

(t+1)2
1 1
= —§§(t -1)—o(t— 1)m +o(1-1).
Die Gleichheit
1—0o(t-1) = o(1-1)

gilt nur im verallgemeinerten Sinn, da die Funktionen an der Stelle t = 1
ungleich sind.

Aufgabe 8. (10 Punkte) Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

1

/
cos(x)y + sin(x)

= sin(z)

fir 0 < x < /2.



Losung von Aufgabe 8. Es handelt sich um eine lineare DGL.

,  cos(x)

sin(z) sin(x) cos(z).

Lésen der homogenen DGL.

S
sin(z)
S costa)
sin(x)
ldy _ _c?s(a:) .
Y sin(z)
Eine Stammfunktion auf der rechten Seite erhélt man mit Substitution
d 1
u = sin(x), ﬁ =cos(z), dr= cos()

Damit ist

/_(sji)j((gdx B _/Coiﬁ(x) cosl(x)du

L
I
S
&
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|
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Da 0 <z < 7/2 ist
—In|sin(z)] = —In(sin(z)).

Gleichheit der Stammfunktionen ergibt

Inly] = —In(sin(z))+C
. 1 1
_ —In(sin(z))+C  _ K - K—— KeRt
‘y| e eln(sin(z)) Siﬂ(.’l))’ <
1
y = K——, KekR
sin(x)

Variation der Konstanten.

1
vo= k(x)sin(x)
"= K(x 1 x)(— ! cos(x
V= K0 + ) s costo)
— W(e 1 . cos(z)
= K )sin(x) K )sin2(x)'
FEinsetzen in die inhomogene DGL.
! L _ x cos(z)  cos(x) x L = sin(x)cos(x
k(x)sin(a:) ( )sin2(x) sin(x) ( )sin(a:) (%) cos(z)
! L = sin(z) cos(z
Fa) gy = sl cos(o)
E(z) = sin?(z)cos(x).



Substitution

. du 1
u = sin(x), e cos(z), dx= cos(@)

Damit ist

k(z) = /sinZ(z)cos(x)dz
= /uzcos(x) L du

cos(x)

= 3u3 +C
1
= 3 sin®(z) + C
Einsetzen in den Ansatz:
1
= k
y (@) sin(x)
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&

sin(x)’

Aufgabe 9. (10 Punkte) Fiir jede Funktion f € R — R sei

ety = [ ; f(w)du.

die Flache unter f zwischen —oo und t.

Zeigen Sie, dass fiir alle Funktionen f,g € R — R gilt

foo*g = f*goo

sofern die Integrale existieren. Sie diirfen alle Eigenschaften der Faltung
verwenden, die in der Vorlesung genannt wurden.

Losung von Aufgabe 9. Unter Verwendung der Faltung gilt
foolt) = (oxf){).

Damit gilt mit dem Assoziativgesetz und dem Kommutativgesetz der Fal-
tung

foxg = (0xf)xg = ox(fxg) = ox(gxf)
= (oxg)xf = fx(o*xg) = [*0goo-

Alternativ kann man die Aussage auch wie folgt beweisen:

o rg)(t) = /oo Foolt — T)g(r)dr

) /T:,Oo <L_oo / (“)du>g(7)dr.



Damit man die Reihenfolge der Integrale vertauschen kann, substituiert
man im inneren Integral

d
r=u+T, —le, du = dzx.
du

(oo * 9)t) = O_O_OO ( /m__w m—¢)daz> (r)dr

/
= / OO/O_O_OO x —7)g(r)drdx
/.

(f*g)(z
)oo

Damit erhilt man

= (fxg
Durch Umbennen von f und g erhélt man in gleicher Weise
(9o x F)t) = (9% flo

Mit dem Kommutativgesetz der Faltung gilt daher

(fooxg) = (f*9)ec = (@*flc = Goo*f = [*goo-

Aufgabe 10. (10 Punkte) Sei A € R"*" eine beliebige Matrix und B € R"*"
eine singuldre Matrix. Beweisen Sie, dass dann auch AB und BA singulér
sind.

Sie diirfen alle in der Vorlesung gezeigten Theoreme verwenden.

Losung von Aufgabe 10.

e Zu zeigen: AB ist singular.
Da B singulér ist, gibt es ein & € R” mit Z # 0 und

Bt = 0.
Folglich ist
(AB)f = A(BZ) = A0 = 0.

Damit hat das homogene LGS ABZ = ( eine nichttriviale Losung
Z # 0 und folglich ist die Matrix AB singulér.

e Zu zeigen: BA ist singulér.
Da B singulér ist, gibt es ein & € R™ mit Z # 0 und

Bz = 0.

Wenn A singulér ist, ist auch BA singulér nach dem vorigen Beweis.
Wenn A regulér ist, gibt es genau ein y € R™ so dass

Aj = 7

10



Da & # 0 folgt 7 # 0. Damit ist
(BA)j = B(Aj) = Bi = 0.

Folglich ist BA singulr.
Alternativ hiatte man auch so vorgehen kénnen: BA ist singulér genau
dann wenn (BA)T singulir ist. Umformen ergibt

(BA)T = ATBT.

Da B singulér ist, ist auch BT singuldr. Im ersten Teil wurde gezeigt,
dass ein Produkt von Matrizen singular ist, wenn der zweite Faktor
singuldr ist. Damit ist AT BT singulir und folglich auch (BA)T bzw.
BA.
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