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1 Der rote Faden

In dieser Vorlesung werden wir uns mit Systemen beschéftigen, die ein Ein-
gangssignal f in ein Ausgangssignal h transformieren.

« Ein solches System konnte z.B. eine elektrische Schaltung sein, wobei f(t)
die Eingangsspannung und h(t) die Spannung am Kondensator ist.

R
e} ,_l O
L
f(t) ¢ c — ¢ h(t)

Abbildung 1.1: Elektrische Schaltung wobei f(t) die Eingangsspannung und h(t)
die Spannung am Kondensator ist.

 Bei einem mechanischen System konnte f(¢) eine Kraft sein, die auf einen
Wagen wirkt und h(t) die Position des Wagens.

[/

Abbildung 1.2: Feder-Masse System wobei f(t) eine externe Kraft ist, die auf
den Wagen wirkt und h(t) seine Position.

Ein System S ist fiir uns daher eine Funktion, die eine Eingangsfunktion f auf
eine Ausgangsfunktion h abbildet, d.h.

S(f) = h

Die Sache wird dadurch kompliziert, dass man den Funktionswert von h zum
Zeitpunkt t nicht allein aus dem Funktionswert von f zum Zeitpunkt ¢ berech-
nen kann sondern hierfiir in der Regel alle Funktionswerte von f zu fritheren
Zeitpunkten 7 < t kennen muss: Die Position des Wagens zum Zeitpunkt ¢ ist
unabhéngig von der Kraft, die zum Zeitpunkt ¢ wirkt.

Es ist daher falsch, zu schreiben
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S nimmt als Argument eine Funktion f, nicht den Funktionswert f(t) zum
Zeitpunt t. Korrekt ware hingegen

fur alle ¢.

o Die Spannung am Kondensator A(t) zum Zeitpunkt ¢ kann nicht allein
aus der Eingangsspannung f(¢) zum Zeitpunkt ¢ berechnet werden. Hier-
fiir muss man wissen, wie viel Ladung zu friheren Zeitpunkten 7 < t
auf den Kondensator geflossen ist aufgrund der Eingangsspannung f(7).
Auflerdem muss man die Anfangsladung des Kondensators kennen.

o Auch die Position des Wagens h(t) zum Zeitpunkt ¢ kann nicht allein
aus der Kraft f(¢) zum Zeitpunkt ¢ berechnet werden. Hierfiir muss man
wissen, welche Kraft f(7) zu friheren Zeitpunkten 7 < ¢ auf den Wagen
gewirkt hat und was die Position und Geschwindigkeit des Wagens am
Anfang war.

1.1 Differentialgleichungen

Der Zusammenhang zwischen f und h ist in der Regel nicht ganz trivial und
kann mathematisch durch eine Differentialgleichung beschrieben werden.

o In Bild 1.1 sei ¢(¢) die Ladung des Kondensators. Diese berechnet sich aus
der Spannung h(t) des Kondensators durch

q(t) = Ch(?).
Durch den Widerstand flieffit der Strom

it) = q'(t)

Die Spannung am Widerstand ist damit

ur(t) = Ri(t)

Mit der Maschenregel erhélt man
RCH () + h(t) = f(t).

In dieser Gleichung ist f gegeben und A gesucht. Auflésen nach h ist
schwierig, da sowohl h als auch A’ in der Gleichung auftreten. Eine Glei-
chung dieser Art nennt man daher Differentialgleichung (DGL).

o In Bild 1.2 wirkt die Kraft f(¢) nach rechts. Andererseits wirkt aufgrund
der Federung nach dem Hookeschen Gesetz die Kraft Dh(t) nach links.
Die Summe dieser beiden Krifte bewirkt eine Beschleunigung des Wagens,
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wobei die Beschleunigung gleich der zweiten Ableitung der Position h ist.
Man erhélt mit dem Tragheitsgesetz somit die Gleichung

f(t)— Dh(t) = mh"(t).

Bringt man wie im Beispiel der Elektrotechnik die Eingangskraft f(¢) auf
eine Seite, erhdlt man die DGL

mh”(t) + Dh(t) = f(t).

Mit der Losung von DGL werden wir uns in Kapitel 2 beschéftigen. Fiir die hier
vorgestellten DGL gibt es aufgrund ihrer speziellen Struktur einfache Losungs-
verfahren, die in Kapitel 2.9 vorgestellt werden. Wir miissen dabei allerdings
voraussetzen, dass das Eingangssignal f(t) eine einfache Funktion wie z.B. eine
Schwingung oder ein Polynom ist.

Kompliziertere DGL erhélt man, wenn die Komponenten wie z.B. der Wider-
stand zeitlich nicht konstant sind. Solche DGL werden in Kapitel 2.6 betrachtet,
allerdings unter der Annahme, dass keine héheren Ableitungen auftreten.

Schwierig wird’s auch, wenn die Funktion h(t) in einer nichtlinearen Funktion
auftritt wie z.B. sin(h(¢)). Ein Sepzialfall, in dem auch solche DGL lésbar sind,
wird in Kapitel 2.5 vorgestellt.

In anderen Féllen ist man auf numerische Ndherungsverfahren wie z.B. dem
Euler Verfahren angewiesen, siehe Kapitel 2.7.

1.2 Lineare zeitinvariante Systeme

Die beiden im vorigen Abschnitt behandelten Systeme S haben zwei Eigenschaf-
ten, die die Sache ganz entscheidend vereinfachen. Sie sind linear und zeitinva-
riant:

o Fiir beliebige Eingangssignale f1, fo und ihre zugehorigen Ausgangssignale
h17 h2 gllt

S(fi+f2) = hi+hs.

Hat man es also mit einer Uberlagerung zweier Eingangssignale zu tun,
werden die zugehorigen Ausgangssignale ebenfalls iiberlagert. Man kann
die DGL somit fiir jedes Eingangssignal f; und f> separat 16sen und muss
nur noch die zugehorigen Ausgangssignale h; und ho addieren.

e Fiir beliebige Eingangssignale f, deren zugehorige Ausgangssignale h und
Konstanten a gilt

S(af) = ah.

Verstérkt man das Eingangssignal, fiihrt dies zu einer entsprechenden Ver-
starkung des Ausgangssignals.
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« Mit f; bezeichnen wir das Signal f um ¢ zeitlich verzogert, d.h.

fit) = flt—1.

Verzogert man das Eingangssignal, dann fiihrt dies lediglich zu einer Ver-
zogerung des Ausgangssignals, d.h.

S(fe) = hg

Dies stimmt allerdings nur, wenn sich die Komponenten des Systems (Wi-
derstand, Kondensator, Masse, Federkonstante) zeitlich nicht &ndern, da-
her der Begriff Zeitinvarianz.

Das wichtigste Ergebnis von Kapitel 4 ist, dass fiir lineare, zeitinvariante Syste-
me S der Zusammenhang zwischen Eingang f und Ausgang h viel einfacher als
durch eine DGL beschrieben werden kann. Es gibt zu jedem solchen System S
eine Funktion g so dass

w) = [ st e
= (f*9)®).

Diese Operation * nennt man Faltung. Obwohl die Faltung zunéchst schwie-
rig aussieht, rechnet sich’s damit leicht, da fiir die Faltung jede Menge Gesetze
gelten, siehe Kapitel A.1. Aus dieser Beschreibung wird auch klar, dass der
Funktionswert h(t) zum Zeitpunkt ¢ eben nicht nur vom Funktionswert f(t)
zum Zeitpunkt ¢ abhéngt sondern i.a. auch von Eingangswerten f(7) zu allen
Zeitpunkten 7. In praktischen Anwendungen sind v.a. solche Systeme interes-
sant, wo sich diese Abhéngigkeit auf die Vergangenheit beschrankt, d.h. 7 < ¢.
Solche Systeme nennt man kausal. Auflerdem wird héufig angenommen, dass
das Eingangssignal f erst zum Zeitpunkt ¢t = 0 beginnt, d.h. f(r) = 0 fir 7 < 0.
Der Zusammenhang vereinfacht sich dann zu

~ [ ot

Wie kann man nun zu einem gegebenen System S die Funktion g berechnen?
Wir werden sehen, dass

g = 5()

wobei § der sog. Dirac Impuls ist. Man kann sich den Dirac Impuls vorstellen als
Funktion, die iiberall Null ist, nur an der Stelle t = 0 unendlich. Die Funktion g
heifit daher Impulsantwort des Systems S. Mit dem Dirac Impuls kann man viele
Dinge stark vereinfachen, insbesondere da im Zusammenhang mit der Faltung
viele Gesetze gelten wie z.B.

fxé = f.

Der Dirac Impuls ist fiir die Faltung das, was die Eins fiir die Multiplikation oder
die Null fiir die Addition ist. Praktische Anwendung findet der Dirac Impuls z.B.
in der Physik, wo man gerne mit Punktmassen arbeitet: deren Massendichte ist
ein Dirac Impuls.
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1.3 Integraltransformationen

Die Berechnung der Impulsantwort eines linearen zeitinvarianten Systems und
das Losen von DGL ist oft mithsam. Neben vielen anderen Anwendungen ist die
Laplace Transformation ein Werkzeug, das dieses Problem erheblich vereinfacht.
Die Idee herzu ist wie folgt.

Fourier Reihe. Zunichst werden wir in Kapitel 5 zeigen, dass man jede T-
periodische Funktion f(¢) in eine Summe aus komplexen Schwingungen e/*«*
zerlegen kann, wobei w = 27 /T und k € Z.

f@) = szejk”t.
k

Dies ist ganz dhnlich wie die Darstellung von f(t) als Taylor Reihe, wobei die
Summanden nun eben Schwingungen mit Kreisfrequenz kw sind. Die Koeffizi-
enten z; heiffen Fourier Koeffizienten und konnen berechnet werden durch

1 (7 .
o = T/o f(t)e Iktdt,

Fourier Transformation. Interessanterweise klappt diese Zerlegung in Schwin-
gungen auch fiir nichtperiodische Funktionen f(t), wobei statt der Summe nun

ein Integral auftritt und statt Fourier Koeffizienten zj eine Funktion F'(w):
1 [ ;
f@ = F(w)e’tdw.

21 J oo

Die Funktion F(w) heifit Fourier Transformierte von f(¢) und kann durch

Flw) = / F(#)eIetdt
berechnet werden. Man schreibt
f(t) o—e F(w).

Auf diese Weise hat man zwei dquivalente Darstellungen eines Signals: im Zeitbe-
reich f(¢) und im Frequenzbereich F(w). Viele Dinge vereinfachen sich erheblich,
wenn man in den Frequenzbereich wechselt.

e Eine frequenzselektive Filterung wie z.B. ein Tiefpass ist im Frequenzbe-
reich natiirlich trivial. Aus diesem Grund ist die Fourier Transformation
ein unverzichtbares Werkzeug in der digitalen Signalverarbeitung.

e Aus dem o.g. Dirac Impuls 0(¢) wird im im Frequenzbereich die einfache
konstante Eins Funktion:

o(t) o—e 1.
e Aus der flir uns wichtigen, aber auch komplizierten Faltung wird eine
einfache Multiplikation:
(f*9)(t) o—e F(w)G(w).
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Laplace Transformation. Dummerweise erfordert die Berechnung von F(w)
ein uneigentliches Integral und die dabei auftretenden Grenzwerte exitieren
héufig nicht. Dieses Problem wird mit der Laplace Transformation behoben.
Die Laplace Transformierte ist definiert durch

Fs) = /_Oo F(#)e—tdt.

Fiir den Spezialfall s = jw steht auf der rechten Seite die Fourier Transfor-
mierte. Man kann also die Laplace Transformation als Verallgemeinerung der
Fourier Transformation verstehen. Fiir die Laplace Transformation gelten die
entsprechenden Gesetze wie fiir die Fourier Transformation, insbesondere auch
der Faltungssatz. Fiir DGL ist folgender Zusammenhang relevant:

J(t) o—e sF(s).

Aus der Ableitung im Zeitbereich, die DGL so schwierig macht, wird also eine
einfache Multiplikation mit s im Bildbereich.

Schauen wir uns mit diesen Werkzeugen ausgeriistet nochmal die Beispiele vom
Anfang des Kapitels an.

o Fiir das RC-Glied in Bild 1.1 haben wir die DGL
RCHK (t)+h(t) = f(t)
hergeleitet. Sei H(s) die Laplace Transformiert von h(¢). Dann gilt
h'(t) o—e sH(s).

Im Bildbereich erhélt man damit die Gleichung

RCsH(s)+ H(s) = F(s)
H(s)(RCs+1) = F(s)
H(s) = F(s)ﬁ+1

Man kann die DGL im Bildbereich also sehr einfach l6sen und muss H(s)
dann nur noch in den Zeitbereich zuriicktransformieren. Mit der Impuls-
antwort g des Systems gilt andererseits im Zeitbereich

ht) = (f*=g)).
Mit dem Faltungssatz gilt daher
H(s) = F(s)G(s)

und somit
1

GB) = Rest1

Diese Funktion G(s) heit Ubertragungsfunktion des Systems. Die Impuls-
antwort kann durch inverse Laplace Transformation der Ubertragungs-
funktion berechnet werden:
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e Fiir das mechanische System in Bild 1.2 haben wir die DGL

mh'”(t) + Dh(t) = f(t).
aufgestellt. Sei H(s) die Laplace Transformierte von h(t). Dann gilt

B'(t) o—e sH(s)
R'(t) o—e s%H(s).

Im Bildbereich erhélt man damit die Gleichung

ms®H(s)+ DH(s) = F(s)
H(s)(ms* +D) = F(s)
H(s) = F(s)ms%w

Wie im vorigen Beispiel kann man nun die Ubertragungsfunktion

1

Gls) = ms2+ D

ablesen. Das Ausgangssignal h(t) und die Impulsantwort ¢(¢) erhéilt man
durch inverse Laplace Transformation.
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2 Gewohnliche Differentialgleichungen

2.1 Einfiihrendes Beispiel
Beginnen wir mit einem einfachen Beispiel einer Differentialgleichung (DGL):

y'(r) = 3y(x).

Die Gleichung unterscheidet sich von den bisher behandelten Gleichungen da-
durch, dass eine unbekannte Funktion y und ihre Ableitung 3 auftritt. Eine
Losung der DGL ist daher nicht eine Zahl x sondern eine Funktion y(x) so dass

y'(z) = 3y(r) firallex eR

Eine Differentialgleichung ist somit nicht eine Gleichung von Zahlen sondern
eine Gleichung von Funktionen und es wére unmissverstindlicher, das “von z”
wegzulassen:

/

y = 3y, yeR—=R.

Da das uniiblich ist, formulieren wir das Problem wie folgt:

Gesucht ist eine Funktion y € R — R, so dass

y'(z) = 3y(x) fir allez € R .

Entsprechend ist die Losungsmenge der DGL eine Menge von Funktionen

L = {yeR—->R|y(z)=3y(z) fir alle z € R }.

Fiir die meisten Differentialgleichungen sind die Losungsfunktionen nicht durch
elementare Terme darstellbar. Man sagt dann, dass die DGL nicht “geschlossen
losbar” ist. Das ist das selbe Dilemma wie bei der Integralrechnung, wo z.B. die
Funktion e(**) zwar durchaus eine Stammfunktion hat, diese aber nicht durch
einen elementaren Term beschrieben werden kann.

In diesem Kapitel werden wir aber einige Typen von Differentialgleichungen ken-
nen lernen, die geschlossen l6sbar sind und es werden Verfahren vorgestellt um
die Losungsmenge zu berechnen. Gliicklicherweise sind es genau diese einfachen
Typen von Differentialgleichungen, die in der Praxis hdufig auftreten.

Fiir das o.g. Beispiel ist die Losungsmenge {ibrigens sehr einfach: Die Ableitung
von y muss proportional zu y sein und wir wissen, dass dies fiir die e-Funktion
der Fall ist. Mit etwas Probieren erhélt man somit

L = {ycR—R|y(x)=ce* ccR}.

Wie man diese Losungsmenge systematisch berechnet, wird spéater gezeigt. Wir
koénnen aber bereits jetzt durch Einsetzen verifizieren, dass

y@) = e
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fiir beliebiges ¢ € R tatsichlich eine Losungsfunktion der DGL ist. Setzt man y
auf der linken Seite der Gleichung

y'(z) = 3ylz)

ein, erhilt man
y/(fL') _ (CeSw)/
= 3ce®”.

Auf der rechten Seite erhilt man
3y(r) = 3ce3®

und in der Tat steht somit auf beiden Seiten die gleiche Funktion.
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2.2 Aufstellen einer Differentialgleichung

In den beiden Beispielen aus der Elektrotechnik und der Mechanik aus Kapitel
1 war bereits bekannt, dass bestimmte physikalische Gréfien durch Ableitungen
voneinander abhéngen, z.B.

it q'(t)
v(t) = $'(t)
a(t s"(t)

In diesem Kapitel soll nun ein einfaches Beispiel vorgestellt werden, bei dem
solche Zusammenhénge zunéchst gar nicht gegeben sind.

Die Aufgabe besteht darin, in einer Bakterienkultur die Anzahl y(t) von Bak-
terien in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ zu berechnen. Hierzu wird zunéchst qua-
litativ iiberlegt, wie viele Bakterien im Zeitintervall zwischen ¢ und ¢ + At neu
hinzukommen.

Die Anzahl neuer Bakterien
y(t + At) —y(?)

ist ndherungsweise proprtional

o zur Anzahl der anfangs vorhandenen Bakterien y(t) und

e zur Linge At des Beobachtunszeitraums.

Die erste Annahme gilt nur wenn unbegrenzt Raum und Nahrung zur Verfiigung
steht. Die zweite Annahme gilt nur wenn man voraussetzt, dass sich die neu hin-
zugekommenen Bakterien nicht vermehren. Wenn aber At sehr klein ist, kom-
men so wenige Bakterien hinzu, dass die Anzahl deren Kinder vernachlassigbar
ist. Solche vereinfachende Annahmen fiihren zu einem mathematischen Modell.
Es gilt dann

y(t+ A8 —y(t) = ay(t)At

fiir eine Konstante a bzw.

Da das ganze sowieso nur fiir sehr kleine At stimmt, fiihren wir den Grenziiber-
gang At — 0 durch und erhalten

y(t) = ay(t).

Diese DGL hat die gleiche Struktur wie die DGL in Kapitel 2.1 und damit ist
die Losung

at

y(t) = ce

wobei ¢ eine beliebige Konstante ist. Die Bakterien vermehren sich also wie
erwartet exponentiell.
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Ist die Anzahl Bakterien y(0) zum Startzeitpunkt ¢ = 0 bekannt, dann ist die
Losung eindeutig bestimmt. Da

ist die Losung

Die Proportionalitdtskonstante a kann nun experimentell bestimmt werden.
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2.3 Gewohnliche DGL in expliziter Darstellung

Um die Notation zu vereinheitlichen, werden wir die gesuchte Funktion in DGL
immer mit y(x) bezeichnen. Haufig ldsst man das Funktionsargument weg und
schreibt y statt y(z).

Definition 2.1 (Gewohnliche DGL n-ter Ordnung,.)
Eine Gleichung, in der eine Variable x und eine einstellige Funktion y(x)
mit ihren ersten n Ableitungen y'(x), ...,y (z) vorkommen konnen,
heiBt gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.

Die DGL hat explizite Form wenn die hichste Ableitung y™ () allein
auf einer Seite steht, d.h.

y (@) = f (2.y(@),....y" V(@)

wobei f ein beliebiger Term ist.

Eine n mal differenzierbare Funktion y € D — R heifit Losung der DGL
auf der Menge D, wenn sie die DGL fiir alle x € DD erfiillt.

Hierzu ein paar Beispiele.

y = 2x DGL 1. Ordnung, explizite Form, y kommt nicht vor.
Yy =y DGL 1. Ordnung, explizite Form, z kommt nicht vor.
y =y DGL 1. Ordnung, explizite Form.

sin(zy’) =y DGL 1. Ordnung, implizite Form.

y" = sin(x) DGL 2. Ordnung, explizite Form ohne y und y'.

y" = sin(y) DGL 2. Ordnung, explizite Form ohne z und y/'.

y'+2y +y=sin(z) DGL 2. Ordnung

Im allgemeinen hat eine DGL unendlich viele Losungsfunktionen. Die Menge
aller Losungsfunktionen heifit allgemeine Losung. Jedes Element der allgemeinen
Losung heifit partikuldre Losung.
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2.4 Losen durch Integration

Viele DGL kann man durch einfaches Integrieren losen. Zwei Funktionen sind
gleich genau dann wenn sich ihre Stammfunktionen nur um eine Konstante un-
terscheiden. Sind also f(z) und g(z) zwei Funktionen und ist F'(x) eine Stamm-
funktion von f(z) und G(x) eine Stammfunktion von g(x), dann gilt

f(z) = g(x)
genau dann wenn es eine Kontante C' gibt mit
F(z)=G(z)+ C.

Man kann eine Gleichung also dquivalent umformen, indem man auf beiden
Seiten zu einer Stammfunktion iibergeht. Wichtig dabei ist, dass man die Inte-
grationskonstante nicht vergisst!

Beispiel. Sei
y'(z) = 2.

Auf beiden Seiten eine Stammfunktion berechnen.

o Eine Stammfunktion von y'(x) ist y(z).

o Eine Stammfunktion von 2z ist x2.

Eine Funktion y(z) ist somit Losung der DGL genau dann wenn es eine Kon-
stante C' gibt so dass fiir alle x gilt

y(x) = 2% + C.
Beispiele fiir Losungsfunktionen sind somit

yi(r) = 2245
yo(z) = 22 —17

Beispiel. Sei
y"(x) = cos(z).
Auf beiden Seiten eine Stammfunktion berechnen.

o Eine Stammfunktion von y”(z) ist y'(z).

o Eine Stammfunktion von cos(x) ist sin(x).

Eine Funktion y(z) ist somit Losung der DGL genau dann wenn es eine Kon-
stante C' gibt so dass fiir alle x gilt

y'(z) = sin(z) + C.

Und nochmal auf beiden Seiten zur Stammfunktion ibergehen.
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o Eine Stammfunktion von y'(z) ist y(z).

o Eine Stammfunktion von sin(z) 4+ C ist — cos(z) + Cx.

Eine Funktion y(z) ist somit Losung der DGL genau dann wenn es Konstanten
C und D gibt so dass fiir alle x gilt

y(x) = —cos(z) + Cx + D.
Beispiele fiir Losungsfunktionen sind somit

yi(r) = —cos(x)+4r—5
ya(x) = —cos(x)+13

Anwendungsbeispiel. Gesucht ist der von einem frei fallenden Massestiick
m zuriickgelegte Weg s(t). Das Massestiick wird mit der Gravitationskonstante
g beschleunigt, d.h. es gilt

s"(t) = g
Integrieren liefert
sty = gt+C
s(t) = %gt2+0t+D.

Damit die Losung eindeutig wird, sei s(0) = so und v(0) = vy gegeben. Setzt
man in die o.g. Gleichungen ¢ = 0 ein, erhélt man

Die Losung mit gegeben Startwerten ist damit

1
s(t) = §gt2 + vot + So-
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2.5 Separierbare DGL erster Ordnung - Trennung der Va-
riablen

Herleitung. Konnte man sich wiinschen, wie DGL aussehen sollen damit sie
besonders leicht 16sbar sind, wiirde man z.B. die Form

vorschlagen, wobei f und g beliebige Funktionen sind. Die linke Seite sieht sehr
nach Kettenregel aus. Ist F' Stammfunktion von f, gilt

Eine Stammfunktion der linken Seite der DGL ist somit F(y(x)). Ist G eine
Stammfunktion der rechten Seite g, dann wird aus der urspriinglichen DGL
durch Integrieren beider Seiten

Fy(x) = Gla)+C.

Hier treten keine Ableitungen mehr auf, d.h. man muss die Gleichung nur noch
nach y(z) auflosen.

Beispiel 2.2  Fiir f(z) = sin(z) und g(z) = 2? erhilt man die DGL

sin(y(@))y' () = 2>

Integration auf beiden Seiten liefert

/sin(y(z))y’(x)dw = éx?’.

Da der Integrand auf der linken Seite die Form f(y(z))y’(«) hat, kann
man eine Stammfunktion durch Umkehrung der Kettenregel berechnen.
In der Praxis macht man das durch Substitution:

du 1

u=y(x), %:y’(x), dm:y,(x)du

[ty @ds = [ sinwy' (@)

= —cos(u)
= —cos(y(x))
Damit erhélt man die Gleichung
~cos(y(e) = 35+ C,

die man nun nur noch nach y(z) auflésen muss.CJ.
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Trennung der Variablen. Um den oben beschriebenen Rechenweg abzu-
kiirzen, gibt es folgende Vorgehensweise, bei der man jedoch prinzipiell exakt
die gleichen Schritte durchfithrt. Ausgehend von der DGL

ersetzt man die Ableitung y'(z) durch den Differentialquotienten dy/dx und
y(z) durch y. Nach Multiplikation mit dz erhilt man

In dieser Form tritt links kein & und rechts kein y auf. Man nennt diesen Typ
von DGL daher separierbare DGL. Man integriert nun die linke Seite “nach y”
und die rechte nach z und erhélt wie oben

F(y) = G(x)+C.

Jetzt muss nur noch nach y aufgelést werden.

Beispiel 2.3 In o.g. Beispiel sieht das wie folgt aus:

sin(y(2))y'(z) = o
sin(y)y’ = ?
B dy _ 2
51n(y)% = =z
sin(y)dy = z%dx
—cos(y) = %x3 +C.

Im letzten Schritt wurde auf beiden Seiten die Stammfunktion berechnet.
Die Integration nach y auf der linken Seite entspricht der oben durchge-
fithrten Integration durch Substitution. O

Rezept zur Losung von separierbaren DGL erster Ordnung.

o FErsetze y(z) durch y und y'(x) durch dy/dz.

e Forme die DGL um so dass links kein  und rechts kein y vorkommt, d.h.
die Form

hat. Dies ist nicht immer moglich und kennzeichnet die Klasse der sepa-
rierbaren DGL.

o Integriere linke Seite nach y und rechte Seite nach x. Integrationskonstante
nicht vergessen!

o Lose die entstehende Gleichung nach y auf.
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Beispiel ohne Rezept.

y'(z) = 2zy’()
o Umformen
1 !
y(z) = 2z
y2(x) (@)
¢ Stammfunktion auf beiden Seiten. Linke Seite mit Substitution
du , 1
= _— = d =

[
—
ﬁw‘ —_

Y

S

Damit erhélt man die Gleichung

1

= 2%+ C fiir beliebiges C
y(x)

e Losen der Gleichung

Differentialnotation:

Trennung der Variablen

Integration

Losung

T2+ C
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Ob eine DGL separierbar ist oder nicht, ldsst sich einfach erkennen, wenn sie
explizite Form hat.

Definition 2.4 (Separierbare DGL.)
Eine DGL heifit separierbar, wenn sie auf die Form

Yy = u(yv(z)

gebracht werden kann. Hierbei ist u(y) ein Term, in dem nur y auftritt
und v(z) ein Term, in der nur z auftritt.

Ausgehend von dieser Form kann die Trennung der Variablen leicht durchgefiihrt
werden:

y = uyv(z)
LI v(z
@y = v(2)
Ldy = o(z)dz
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Anwendungsbeispiele.

Beispiel 2.5 Ein einfaches Anwendungsbeispiel aus der Elektrotechnik ist
die Entladung eines Kondensators mit Kapazitédt C' iiber einen Ohmschen
Widerstand R. Gesucht ist die Ladung ¢(t) des Kondensators.

R
(] o
C ::¢ uc (t)

Da die Stromstérke i(t) gleich der Ladungsénderung des Kondensators ist,

gilt
it) = 4'(t)
Damit ist die Spannung am Widerstand
ur(t) = Ri(t)
= R{(t).

Aufgrund der Maschenregel gilt
uc(t) +ug(t) = 0
1
—q(t "t
Salt) + Rq'(1)

Il
e

Dies ist eine DGL mit unbekannter Funktion ¢(¢). In expliziter Form erhélt

man
1
"t) = ——==q().
() = o)
Trennung der Variablen ergibt
1, 1
— (¢t -
Ok (t) RO
ldg 1
gdt RC
1 1

Sdg = ——dt.
q
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Integration.
1
In(lq]) = —%t + A wobei A eine beliebige Konstante ist
‘CI| _ e—t/(RC)eA
= Ke /(RO it K =e4 € RT
¢ = +Ke V/(EO

= Ke V(RO K cR.

Ist die Anfangsladung ¢(0) = go gegeben, erhilt man aus der allgemeinen
Losung fiir den Spezialfall t = 0

0 = q(0)
Ke—0/(RC)
= K
und damit
qt) = qoe VED O
Beispiel 2.6 Dieses Beispiel ist etwas langlich, zeigt aber dass separierbare

DGL in der Praxis durchaus vorkommen.

Gesucht ist die Geschwindigkeit v(t) eines aus der Ruhelage fallenden Ge-
genstands mit Masse m. Auf den Gegenstand wirkt die Gravitationskraft
mg sowie die Luftreibungskraft rv(t)?, wobei 7 eine Konstante ist. Mit

F, = myg
F. = —ro(t)?

gilt nach dem Tragheitsgesetz und a(t) = v'(¥)

F.+F, = ma(t)
—rv(t)* +mg = mv'(t)
mv'(t) +rv(t)? = mg
V() + o)’ = g
V) = g— vt

Beginnend aus der Ruhelage nimmt die Geschwindigkeit zu. Sie wéchst
aber aufgrund von der Luftreibung nicht beliebig. Wenn v(t) so grof ist,
dass die rechte Seite Null ist, dann ist auch v'(t) = 0 und die Geschwin-
digkeit bleibt konstant. Diese Grenzgeschwindigkeit erhélt man aus

r

0 = ¢g-— Ev(t)2
o? = =2
o(t) = L

r
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Mit der iiblichen Notation y(z) fiir die gesuchte Funktion statt v(t) erhélt
man die DGL

/

r
y = g-—y°
m

Diese DGL ist separierbar. (Die Funktion von z auf der rechten Seite ist
die Konstante Eins.) Trennung der Variablen liefert

1
— dy = dz
g— =y?
m 1
= dy = d
r y2_7777:9 Y z
1 r
Ao = Tl

Die linke Seite wird mit Partialbruchzerlegung integriert. Faktorisierung
des Nennerpolynoms.

v’ —a® = (y-a)ly+a).
Ansatz.
1 o C1 Co
yv2—a2  y—a yta
1 = ay+a)t+cly—a)

Spezialfille y = o und y = —a.

1 = 2« 1 = 54
1 = —2ca cyg = —21a
Damit ist
1 1 1 1
y2—a?  2a\y—a y+a
1 1
Wdy = %(ln|y—a|—ln|y+a\).
Da0<y<aist
ly—al = a-y
ly+al = a+ty
Rechte Seite nach x integrieren ergibt
Llde = -
m m
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Gleichheit der Stammfunktionen bis auf eine Konstante C ist somit

1 T
% (In(a—y) —In(a+y)) = T +C
1
s a4y ~m@-y) = “ic
2
In(e+y)—In(a—y) = (Zx+0
= 28z+4+C
In (O‘“’) — 28z4C
a—y
aty _  epatC
a—y
aty = (a—yere
y(e2ﬁz+C + 1) _ a(62ﬂm+C _ 1)
62Br+c -1
Y = Ym0
wobei
G- T 9
m e
Da der Gegenstand aus der Ruhelage fillt, ist y(0) = 0. Fiir x = 0 erhélt
man
e —1
0 = RPN
O =
und damit
e2fr 1
Vo= Qg T atanh (Bz) .

Mit der urspriinglichen Notation ist somit

v(t) = atanh(ft).0
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Erweiterungen. Fiir eine beliebige Funktion f ist die DGL
y = flaz+by+o)
zunéchst nicht separierbar, da sich die rechte Seite nicht als Produkt einer Funk-

tion von y und einer Funktion von x darstellen lasst. Mit

/_
u=az+byt+e, o =a+by, y =-— - a

wird aus der gegebenen DGL

bzw.
v = bf(u)+a.

Diese DGL ist separierbar, da auf der rechten Seite x gar nicht auftritt und somit
die rechte Seite trivialerweise Produkt einer Funktion von u und einer Funktion
von z ist: Die Funktion von z ist die konstante Eins Funktion. Trennung der
Variablen liefert

1 P
bf(u) Yot T !
1

Durch Integration auf beiden Seiten und Auflésen erhélt man die allgemeine
Losung u(x), aus der man dann y(z) durch Riicksubstitution bestimmen kann:

y(z) = u(x) —bax —c

Analog lésst sich auch eine DGL der Form

Y = fy/x)

durch Substitution u = y/z 16sen.
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Beispiel 2.7 Folgendes Beispiel werden wir im néchsten Abschnitt benoti-
gen, wobei g(x) eine beliebige Funktion ist.

y'(x) +g(@)y(x) = 0.

o Explizite Form.

o Trennung der Variablen.

W= —gla)

1
—dy = —g(x)dx
; ()

o Integration, G sei eine Stammfunktion von g.

In(jy]) = -G)+C
e Losung
y| = e C@HC
_ oCpoG@)
y = +eCeC®)
= Ke @@,

Im letzten Schritt wurde die Konstante +¢¢ durch K abgekiirzt. Da
man fiir C' jeden beliebigen Wert einsetzen darf, kann auch K = +¢e¢
jeden beliebigen Wert annehmen und man erhélt immer eine Losungs-
funktion. Es gibt jedoch eine Ausnahme, da e nie Null ist. Trotz-
dem erhélt man auch fiir K = 0 eine Losungsfunktion: In diesem Fall
ist y = 0 die konstante Nullfunktion und durch Einsetzen in die DGL
sieht man, dass auch dies eine Losung ist. Genau genommen hétte
man schon bei der Trennung der Variablen eine Fallunterscheidung
machen miissen, ob y = 0 ist.

Die allgemeine Losung ist somit
y = Ke “®) mit K € R beliebig .

Die Losungsfunktionen y sind somit alle skalare Vielfache der Funk-
tion e~ “(*), Die Losungsmenge ist damit abgeschlossen unter Additi-
on und unter skalarer Multiplikation. Interpretiert man die Funktion
e~G(®) als Vektor, entspricht die Losungsmenge einer Ursprungsge-
raden mit Richtungsvektor e~¢(®). Die Losungsmenge ist damit ein
eindimensionaler Vektorraum. Per Analogie kann man damit alles,
was man iiber Spannrdume weif, auf die Losungsmenge lineare DGL
iibertragen, die in den nichsten Kapiteln vorgestellt werdne. [J
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2.6 Lineare DGL erster Ordnung - Variation der Konstan-
ten

Neben den separierbaren DGL erster Ordnung gibt es noch eine weitere Klasse
von DGL erster Ordnung, die nach Rezept geschlossen losbar sind.

Definition 2.8 (Lineare DGL erster Ordnung.)
Eine DGL heifit lineare DGL erster Ordnung wenn sie auf die Form

y'(@) +g@y(x) = r(x)

gebracht werden kann, wobei g(x) und r(z) Terme sind, in denen y nicht
auftritt.

Allgemeine homogene Losung. Zunéchst betrachten wir den Fall, wenn
die rechte Seite r(x) Null ist, d.h.

y'(x) + g(@)y(x) = 0.

Man spricht dann von homogenen linearen DGL erster Ordnung. Die Losungs-
menge dieser DGL hat eine besonders einfache Struktur: sie ist abgeschlossen
unter Addition und unter skalarer Multiplikation.

e Sind y; und yo Loésungen der DGL, dann auch y; + ys.
e Ist y eine Lésung und a € R, dann auch ay.
Die homogene lineare DGL erster Ordnung ist separierbar und kann durch Tren-

nung der Variablen gelost werden, siehe das Beispiel in Kapitel 2.5 auf Seite 27.
Das dort hergeleitete Ergebnis ist

yu(x) = Ke ¢@)

wobei G eine Stammfunktion von ¢ ist und K eine beliebige Konstante.

Inhomogene Losung. Um auf die Losung der inhomogenen DGL zu kom-
men, geht man von der allgemeinen Losung der homogenen DGL aus, ersetzt
aber die Konstante K durch eine zunichst unbekannte Funktion k(z). Die-
sen Schritt nennt man Variation der Konstanten. Dass man auf diese Weise
tatséchlich zu einer Losung der inhomogenen DGL kommt, ist zunéchst vollig
iiberraschend! Man kann aber nachtriglich einfach verifizieren, dass die Sache
funktioniert wenn man k(x) richtig wahlt:

Der Losungsansatz ist also
y(x) = k(x)e @,

Dieser Ansatz wird nun in die inhomogene DGL eingesetzt. Hierzu muss zunéchst
y' () bestimmt werden.

Y(@) = K@ W — k)gla)e W,
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Einsetzen in die DGL ergibt

K (2)e”¢®) — g(x)k(z)e” %@ +g(z) k(z)e 9@ = r(z).

y'(x) y(z)

Gliicklicherweise — und dies ist unabhéngig von g(x) und r(z) immer so — kiirzt
sich g(x)k(z)e” %) weg und iibrig bleibt

E(2)e 9@ = r(x)
bzw.
K(z) = r(z)ef@.
Jetzt muss man eine Stammfunktion von r(x)e®® berechnen — nennen wir

diese S(x). Damit gilt
kE(x) = S(x)+C.
Einsetzen der so berechneten Funktion k(z) in den Ansatz ergibt

yl@) = (S(@)+C)e ™
Ce= @) 1 §(z)e ¢,

Die Losung stellt sich also dar als Summe der allgemeinen Lésung der homoge-
nen DGL
yu(z) =Ce @ CeR

und einer partikuldren Losung der inhomogenen DGL

yp(x) = S(m)e*G(I).

Beispiel. Gegeben ist die DGL
y'(z) + 2zy(z) = A4z
Zuerst wird die allgemeine Losung der homogenen DGL berechnet.

y'(z) +22y(x) = 0.

o Trennung der Variablen

1dy = —2xdr
Y
o Integration
In(ly) = —a®+C
o Losen
y = Ke®, KeR
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Durch Variation der Konstanten erhilt man den Losungsansatz

a2
y(z) = k(x)e ™.
e Ableiten
y'(z) = K(x)e ™ —2xk(x)e™™
e In DGL einsetzen.
k:'(ar:)e_;’cz—29014:(35)6_’52 +2xk(m)e‘x2 = 4g.
—_——
y'(x) y(z)
e Vereinfachen
k’(:z:)efz2 = 4dx
K(z) = dze®’.
o Integrieren
k(z) = 2e" + C.

o In Ansatz einsetzen

(26”’2 + C’)e_”’2
= 24Ce ™

y(z)

Tatséchlich hitte man diese DGL auch einfacher 16sen konnen. Durch Umformen
erhalt man

y'(z) +2zy(z) = 4o
y'(z) = dz—2azy(x)
y'(z) = %%(2 —y(2))
=z v(y)

Die DGL ist also separierbar und hétte auch durch Trennung der Variablen
gelost werden konnen. Das Ergebnis ist natiirlich das Selbe.

Linearitdt. Warum heifit dieser DGL Typ linear? Weder die Funktion g(x)
noch r(z) missen linear sein! Zunéchst ist festzustellen, dass die Losungen y(z)
der DGL von der rechten Seite r(x) abhéngen. Durch die Vorgabe des Startwerts
y(0) = 0 ist diese Losung eindeutig.! Zu jeder rechten Seite f(z) gibt es dann
genau eine Funktion h(z) mit

W(x)+ g(x)h(x) = f(x) und h(0) = 0.

1Von Integrierbarkeitsbedingungen und der Existenz der Losung nur auf Intervallen soll
hier abgesehen werden.
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Die DGL mit gegebenem Startwert definiert somit eine Funktion S mit

S(f) = h

Diese Funktion S ist linear, d.h. es gilt

S(fi+fo) = S(fi)+S(f)
S(uf) = uS(f).

 Die erste Linearitdtsbedingung zeigt man wie folgt: Sei S(f1) = hy und
S(f2) = he, d.h.

hi (@) + g(@)hi(z) = fi(z) und hi(0) = 0
hy(z) + g(x)he(z) = fo(z) und he(0) = 0.

Zu zeigen ist, dass S(f1 + f2) = h1 + ha, d.h.
(h1 4+ he)'(x) + g(z)(h1 + ho)(z) = (fi + fo)(z) und (h1 + h2)(0) = 0.

Dies folgt aus der Linearitit der Ableitung:

(h1 +he) () + g(z)(h1 + ho)(z) = hy(2) + ho(2) + g(x)ha(2) + g(2)ha(2)
= hi(z) + g(x)h(z) + hy(x) + g(z)ha(2)
= fi(@)+ f2(2)

(b1 +h2)(0) = hi(0)+ h2(0)
= 0.

¢ Die zweite Linearitdtsbedingung zeigt man analog.
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2.7 Allgemeine DGL erster Ordnung, Eulerscher Polygon-
zug

Eine DGL erster Ordnung in expliziter Darstellung hat die Form

Y (z) = f(z,y(z))

wobei f ein Term ist. Oft sind solche DGL nicht geschlossen 16sbar, d.h. es
gelingt nicht, einen Funktionsterm fiir y(z) anzugeben. Ist ein Funktionswert
von y(z) bekannt, z.B. an der Stelle z = 0, dann ist die Losung eindeutig. Man
kann dann weitere Funktionswerte von y naherungsweise mit dem Eulerschen
Polygonzug Verfahren berechnen.

Die Ableitung 3/ (z) an der Stelle x ist definiert als Steigung der Tangenten
von y(z) im Punkt 2. Die Tangentesteigung kann approximiert werden durch die
Sekantensteigung zwischen x und z+ Az fiir sehr kleine Az, d.h. ndherungsweise
gilt

Ax Y

Umformen ergibt
y(x + Az) = y(z) + ¢ (v) Az
Mit Hilfe dieser Gleichung und der DGL kann man y an allen Stellen

T, = nAz, neN

berechnen:

o Fiir n = 0 wurde y(zo) = y(0) als bekannt angenommen.

o Wenn man y(x,) fiir ein bestimmtes n berechnet hat, kann man y(z,11)
wie folgt ermitteln:

— Ersetzt man x durch x,, in der DGL, erhélt man y'(z,) durch

— Ersetzt man 2 durch z, in obiger Gleichung, erhilt man y(z,41)
durch

Y(@n+1) = y(zn + Az)
y(wn) + y/(xn)Ax~

Beispiel. Gegeben ist die DGL
y'(z) = z + y(z) mit Anfangswert y(zo) = 1.
Die Schrittweite sei Az = 0.1. Es gilt wie oben x,, = nAx.

e n=1
y'(z0) = wo+ylxo)
1

y(wo) + ¢/ (x0) A
= 1401 = 11

y(x1)
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e USW.

y' (1)

y(z2)

Yy (x2)

y(z3)

1+ y(z1)
0.1+11 = 1.2
y(x1) + 4 (1) Az
1.1+0.12 = 1.22

xo + y(x2)

0.24+1.22 = 1.42
y(z2) + 9 (z2) Az
1.22 4+ 0.142 = 1.362
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2.8 Existenz und Eindeutigkeit der Losung von DGL

Gegeben sei eine DGL erster Ordnung

mit Startwert

vo = y(0).

Mit dem Eulerschen Polygonzug vor Augen wiirde man leicht zu der Vermutung
kommen, dass so eine DGL immer genau eine Losung hat sofern f(z,y(x))
definiert ist. Dies ist jedoch nicht der Fall, wie folgende Beispiele zeigen.

Beispiel 2.9 Sei

y' (@) = Vy(o),
y(0) = 0.
Dieses Anfangswertproblem hat viele Losungen fiir € Ry, z.B.
y(z) = 0
(@) = o
r) = -
4 4

Der Eulersche Polygonzug wiirde nur die erste Losung liefern.

Beispiel 2.10 Sei

y(x) = o7,

y(0) = 1.

Die DGL ist separierbar und man erhélt durch Trennung der Variablen
die allgemeine Losung

1
Mit dem Startwert y(0) = 1 erhélt man
1
1 = ——
C
c = -1
und damit die Losungsfunktion
1

Diese Funktion ist an der Stelle x = 1 jedoch nicht definiert. Mit dem
Eulerverfahren wiirde man iiber diese Stelle laufen ohne etwas zu merken.

Die Existenz und Eindeutigleit der Losung von Anfangswertproblemen ist also
durchaus kritisch, selbst bei “harmlos” aussehenden Differentialgleichungen. Ein
Kriterium hierzu bietet der Satz von Picard-Lindel6f.
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2.9 Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten

Als verallgemeinerung der linearen DGL erster Ordnung betrachten wir nun den
Fall n-ter Ordnung.

y (@) + ano1 @)y (@) + @)y (2) Fao(z)y(z) = ().

Um die Sache zu vereinfachen, schrianken wir uns auf den wichtigen Spezialfall
ein, dass die Koeffizienten a;(x) konstant sind. Statt mit Funktionen a;(z) hat
man es also einfach mit Konstanten a; zu tun.

Definition 2.11 (Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten.)

Eine DGL heift lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeflizienten
wenn sie auf die Form

y(™ (z) + an—ly(n_l)(ﬂf) + .t ay(x) +ay(z) = r(x)

gebracht werden kann, wobei ay, . .., a,_1 Konstanten sind.

Das Losungsverfahren besteht darin, dass man zunéchst die allgemeine Losung
yg der homogenen DGL

Y™ (@) + an_1y V(@) + .+ ary (@) +aoy(z) = 0
bestimmt und dann eine partikuldre Losung yp der inhomogenen DGL
y™ (@) + an1y" V(@) 4.+ @y (2) +agy(z) = r(x)

berechnet. Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist dann yg + yp.

e Dass yy + yp tatsichlich Losung der inhomogenen DGL ist, siecht man,
indem man yg + yp einsetzt:

(v +yp)™(2) + ...+ ai(ym +yp) (2) + aolym +yp)(z)

= 4P @) + ..+ aryy (@) + aoyu (@) + 38 (@) + .+ aryp(a) + aoyp(z)

=0 =r(z)

= r(x).

e Dass andererseits jede Losung ¢ der inhomogenen DGL als Summe aus der
partikuldren Losung yp und einer homogenen Lésung geschrieben werden
kann, d.h.

U € ym+uyp
bzw.

J9—yp € ym
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sieht man, indem man zeigt, dass § — yp Losung der homogenen DGL ist.
Dazu muss man lediglich § — yp in die DGL einsetzen:

~

@ —yp)™ (@) + ...+ a1(§ — yp)' (x) + ao(§ — yp)(2)
= g () + ...+ a9 (x) + apf(w) —(yggn)(a:) + ...+ aryp(z) + agyp(z))

=r(x) =r(z)

Allgemeine homogene Losung. Berechnen wir nun die allgemeine Losung
der homogenen DGL

y (@) + an1y" V(@) + ..+ ar(2)y (@) + ag(@)y(z) = 0

Wie im Fall der linearen DGL erster Ordnung (mit nicht-konstantem Koeffizi-
enten) ist auch die Losungsmenge in diesem Fall abgeschlossen unter Addition
und skalarer Multiplikation:

o Sind y1(z) und ya(z) Losungen der DGL, dann auch y; (z) + ya2(z).

o Ist y(z) eine Losung und u € R, dann auch uy(z).

Die Menge aller Losungen bildet daher einen Vektorraum. Ohne Beweis sei ver-
raten, dass dieser Vektorraum immer von genau n Basisfunktionen erzeugt wird.
Hat man also n linear unabhéngige Losungen y1, ..., y, gefunden, dann ist die
allgemeine homogene Losung die Menge aller Linearkombinationen

ya(r) = Cuy(z)+ Coya(z) + ..., Cryn(r), C;€R.

Die n linear unabhéngigen Losungen findet man bei diesem DGL Typ mit dem
Ansatz

Zur Berechnung von A muss der Ansatz in die DGL eingesetzt werden. Hierzu
sind die Ableitungen erforderlich:

Y (z) = 2™,y (x) = N2, Ly (x) = AmelT
Einsetzen des Losungsansatzes in die DGL liefert
AN foan, AT 4 g e+ qpe™® = 0.
Kiirzen mit e*® liefert

/\n+an_1)\n71 +...+a1)\+a0 = O

()

Dies ist ein Polynom vom Grad n, mit n (komplexen) Nullstellen und heifit
charakteristisches Polynom.
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Fall 1. Im einfachsten Fall hat das charakteristische Polynom n einfache reelle
Nullstellen A;. Die allgemeine Lésung ist dann

yu(z) = CLeM? + Cpe® + ... + Cpen®.

Fall 2. Falls ein konjugiert komplexes Nullstellenpaar A\, A = a % jb auftritt,
wiirde der direkte Ansatz komplexwertige Losungsfunktionen e(@£7%7 Jje-
fern. Um bei reellen Losungen zu bleiben, hilft Umformen:

e(a:tjb):v _ eazeﬂ:jbz
= e (cos(bx) £ jsin(bx)).
Die beiden konjugiert komplexen Losungsfunktionen sind also
e (cos(bx) 4 jsin(bzx)) und e**(cos(bx) — jsin(bzx))

Da Linearkombinationen von Losungen wieder Losungen sind, konnen wir
die beiden Losungen addieren bzw. subtrahieren und erhalten nach Divi-
sion durch 2 bzw. 2j reelle Losungsfunktionen

€ cos(bx) und e sin(bx).

Dies ist aber nichts anderes als Realteil und Imaginérteil von e’\‘"i. Die
Regel ist daher aus einem konjugiert komplexen Nullstellenpaar (A, \) die
beiden rellen Funktionen

re(e*) und im(e*®)
zu machen.

Fall 3. Hat das charakteristische Polynom eine k-fache Nullstelle A, dann sind

Az Az xkfl 6)\:1:

e, xe™, ..,

linear unabhéingige Losungsfunktionen. Uberzeugen wir uns, dass dies tat-
séchlich stimmt am Fall n = 2. Sei also

p(N) = A%+ ay )\ + ag

das charakteristische Polynom mit doppelter Nullstelle A, d.h. p(A\) = 0
und p'(\) = 0. Um zu sehen, dass y(z) = xe*® Lésung der homogenen
DGL ist, setzt man sie in die DGL ein. Die Ableitungen sind

y'(z) = M4 are
y//(il') — 2)\6>\$ + x}\QeAx
Eingesetzt in die DGL erhélt man

20 + 222 4 a1 (M + 2Xe™) 4 apze® =0

Az

Kiirzen mit e** und Ausklammern von z liefert

2\ + a; +x(A? + a1\ + ag) = 0.
—— —_——————
p'(A) ()

Da sowohl p()) als auch p/(\) Null ist, ist die DGL erfiillt, d.h. ze*® ist
tatsachlich eine Losung.
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Abschlieflend noch ein Zahlenbeispiel zu jedem der 3 Félle fiir n = 2.

Beispiel zu Fall 1.

y" — 4y = 0.
Charakteristisches Polynom
N —4=0.
Nullstellen
M =2, d=-2.
Losungsfunktionen

2z

yi(z) =€, yo(w) = e

Allgemeine Losung
yu(x) = C1e%* + Che™ 2",

Beispiel zu Fall 2.
y" + 4y + 5y = 0.

Charakteristisches Polynom
N +4X+5=0.

Nullstellen
AMo=—-2=%x]

Komplexe Losungsfunktionen

(2T (—2=i)z

Reelle Losungsfunktionen

y1(z) = e cos(x), ya(x) = e *Tsin(x).
Allgemeine Losung
yp(r) = Cre " cos(x) + Cyre ** sin(x)

= e *"(C) cos(z) + Cysin(z))

Beispiel zu Fall 3.
y" — 4y + 4y = 0.

Charakteristisches Polynom
A —4X+4=0.

Nullstellen

Losungsfunktionen

Allgemeine Losung
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Partikuldre Losung der inhomogenen DGL. Nachdem wir die allgemeine
Losung yg der homogenen DGL gefunden haben, muss nun noch eine partikulédre
Loésung yp der inhomogenen DGL

Yy (@) + apoay" V(@) + ot ary' (@) Fagy(e) = r(a).
ermittelt werden. Die rechte Seite (z) wird als Stérfunktion bezeichnet. Zunéchst

ein paar Vereinfachungen:

e Wenn die Storfunktion eine Summe zweier einfacherer Storfunktionen ist,
d.h.

r(z) = ri(x) +ra(z)
kann man aufgrund der Linearitdt zundchst eine partikuldre Losung ypi
bzw. ypo fiir die DGL

y (@) + a1 y™ V(@) + . 4 @y (@) Faoy(x) = ()
Yy (@) + an_1y V(@) + . 4 ary) (2) +agy(x) = ro(x)
suchen und yp(z) = yp1(x) + yp2(x) wihlen.
o Wenn die Stérfunktion die Form
r(x) = us(x)
hat, dann kann man wiederum zunéchst die DGL
Y (2) + an_y™ V(@) + .+ ary (2) +agy(z) = s(x)

16sen und die Ergebnisfunktion mit v mulitplizieren.

e Ist ag = 0, dann kann man die Ordnung der DGL um eins reduzieren,
indem man auf beiden Seiten zur Stammfunktion tibergeht, d.h.

y (@) 4+ a1y (@) + .. 4 any (x) +ary(z) = R(z)+C
wobei R eine Stammfunktion von r und C' eine beliebige Konstante ist.
o Ist r(x) der Realteil einer komplexen Funktion r¢(z), d.h.
r(x) = re(re(x)),
berechnet man zunéchst eine komplexe Losungsfunktion yo der DGL
Yy (2) + an1y™ V(@) + . @y () Faoy(z) = ro(z)
und nimmt von dieser den Realteil, d.h.
yp(z) = re(yo(x)).
Dies setzt jedoch voraus, dass die Koeffizienten a; der DGL reell sind. Der
Grund, warum das funktioniert ist, dass man einen reellen Faktor a und
die Ableitung aus der Realteiloperation herausziehen kann, d.h.
re(aye(z)) = are((yre(z) + jyim(2))’)
are(Yye () + jyim (¥))
()
= a(re(yc(x))".
Das Selbe gilt wenn die rechte Seite Imaginérteil einer komplexen Funktion
ist.
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Fiir spezielle Storfunktionen gibt es Ansétze, die zu einer Losung fithren.

o r(x) ist ein Polynom vom Grad m. Als Ansatz wahlt man dann ebenfalls
ein Polynom vom Grad m, d.h.

ylx)=co+crx+ ...+ cpa™.

Durch Einsetzen in die DGL und Koeffizientenvergleich lassen sich die ¢;
bestimmen.

o 7(x) = e*. Hier sind zwei Falle zu unterscheiden.

— Ist pu keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms, dann fithrt
der Ansatz
y(x) = ce

zum Erfolg. Die Konstante ¢ kann Einsetzen in die DGL und Kiirzen
mit e#” berechnet werden.

— Ist p eine s-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, dann
liegt ein Resonanzfall vor. Der Ansatz ist dann

y(x) = cax’el”.

o 7(x) = cos(wz) bzw. r(z) = sin(wzx) kann man auf den vorigen Fall redu-
zieren durch

cos(wz) = re(e?“*) bzw. sin(wzr) = im(e/**).
Alternativ kann man auch den Ansatz
y(zr) = acos(wz)+ bsin(wx)
nehmen falls jw keine Nullstelle des charakteristischen Polynom ist und
y(x) = z°(acos(pz) + bsin(ux))

falls jw eine s-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist.
Anwendungsbeispiel. Im folgenden Bild ist ein Wagen der Masse m darge-
stellt, der sich horizontal bewegen kann und iiber eine Feder mit Federkonstante
D an einer Wand befestigt ist. Die Reibungskraft sei rv(t). In der Position s = 0

sei die Feder entspannt. Gesucht ist die Position s(t) des Wagens in Abhéngig-
keit von der Zeit t.

[/
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Aus dem Tréagheitsgesetz folgt

bzw.

—Ds(t) —rov(t) = ma(t)

ms”(t) +rs'(t) + Ds(t) = 0.

Es handelt sich also um eine lineare DGL zweiter Ordung mit konstanten Ko-
effizienten. Der Ansatz

fihrt auf das charakteristische Polynom

mAN+rA\+D = 0.

Die Nullstellen sind

e Wenn starke Reibung vorliegt, d.h. r

—r+r2 —4mD

A =
1,2 m

2 > 4mD, erhilt man zwei reelle

Nullstellen, die beide negativ sind. Die allgemeine Losung ist dann
su(t) = CreM'+ Gy,

d.h. der Wagen fiihrt keine Schwingung aus und bewegt sich asymptotisch
in die Ruhelage.

Im Grenzfall r? = 4mD erhélt man eine doppelte Nullstelle A = —r/(2m)
und die allgemeine Losung

sg(t) = CreM 4 Cyte .

Der Wagen fiithrt auch hier keine Schwingung aus und bewegt sich asym-
ptotisch in die Ruhelage.

Interessant ist der Fall, wenn die Reibung klein ist, d.h. r?> < 4mD. In
diesem Fall erhélt man konjugiert komplexe Nullstellen

T 4mD — r? D
M = ptjw, p = ——. w:\/mr:\/_p2
2m 2m m
Eine komplexe Losungsfunktion ist dann
eAt _ ept ejwt

= e’ (cos(wt) + jsin(wt))
Die allgemeine Losung in diesem Fall ist
sp(t) = e”(C)cos(wt) + Cysin(wt)).

Der Wagen fiihrt also eine geddmpfte Schwingung aus. Anhand der Formel
fir w lasst sich verifizieren, dass die Frequenz grof} ist, wenn D grof} ist
(harte Federung), m klein ist (leichter Wagen) und p klein ist (schwache
Reibung).
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Lassen wir nun auf diesen Wagen eine externe Kraft cos(wt) wirken. Man erhalt
damit eine inhomogene, lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten

ms”(t) +rs'(t) + Ds(t) = cos(t).

Die allgemeine homogene Losung wurde bereits bestimmt, es fehlt also noch
eine partikuldre inhomogene Losung. Da r # 0, haben die Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms in jedem Fall einen Realteil. Da @ reell ist, ist j& rein
imagindr und somit nicht Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Resonanz
kann also nicht eintreten. Mit dem Ansatz

s(t) = acos(@t) + bsin(wt)
s'(t) = @(—asin(®t) + beos(@t))
s"(t) = &*(—acos(t) — bsin(&t))

erhalt man durch Einsetzen in die DGL

mé?(—a cos(t) — bsin(t))
+ ro(—asin(@t) + beos(t))
+ D(acos(&t) 4+ bsin(wt))
= cos(wt).

Vergleicht man die Koeffizienten vor den Sinus- und Cosinustermen, erhélt man
das LGS

—mé&2a + rdb + Da
—mé&b—rda+Db = 0

mit der Losung

o — D — mey? b — rQ
o (D — md2)2 + (ra)?2’ o (D —md?)2 + (r@)?’

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist somit
s(t) = sp(t)+ acos(@t) + bsin(ot).

Da aufgrund der Reibung sy (t) gegen Null geht, fithrt der Wagen asympto-
tisch eine erzwungene Schwingung mit Kreisfrequenz @ (und nicht mit seiner
Eigenfrequenz w) aus. Wenn jedoch die Reibung schwach ist (d.h. r klein) und
@ ~ w, dann wird der Nenner von a und b sehr klein. Die Amplitute der er-
zwungenen Schwingung wird dann sehr grof. Das System schaukelt sich auf da
es ndherungsweise mit siner Eigenfrequenz angeregt wird.
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3 Faltung und Dirac Impuls

Motivation. In diesem Kapitel betrachten wir Systeme, die ein Eingangssi-
gnal f(t) in ein Ausgangssignal h(t) transformieren.

f =500

Ein System S ist somit eine Funktion von Funktionen, d.h.
Se(R—-R)—= (R—-R), S(f) = h.
Da S(f) eine Funktion ist, kann man auch schreiben

[S(H)](t) = h(t) fir alle ¢.

e Ein einfaches Beispiel eines solchen Systems konnte die Verzoégerung sein,
d.h.

S(f) = fi

wobei f; die um t verschobene Funktion f ist, d.h.
filty = flt—1.
e In technischen Anwendungen spielen Verstirker eine wichtige Rolle, d.h.

S(f) = af
wobei a der Verstarkungsfaktor ist.

e Ein interessanteres Beispiel ist der Differenzierer
S = f

bzw. der Integrierer
S (1) = / f(r)dr.

e In der Signalverarbeitung kommen Systeme vor, die in einem Eingangs-
signal f bestimmte Frequenzbereiche herausfiltern oder verstédrken. Fiir
solche Systeme ist die Fourier Transformation ein wichtiges Werkzeug,
siehe Kapitel 6.

e Man kann sich auch ein System aus der Elektrotechnik vorstellen, in dem
f die Eingangsspannung und S(f) die Spannung an einem Bauteil be-
schreibt. In solchen Systemen héngen f und S(f) oft {iber Differentialglei-
chungen zusammen — vergessen Sie also nicht, was Sie im letzten Kapitel
gelernt haben!

Alle genannten Beispiele und viele praxisrelevante Systeme haben zwei zentrale
Eigenschaften, die die Sache ganz erheblich vereinfachen: Die Linearitit und die
Zeitinvarianz.
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f1, f2 + - fi+fo f “ - af
S S S S
S(f1),S(f2) + S(fi+ f2) = S(f) -a S(af) =
S(f1) +5(f2) aS(f)

Bei einem linearen System ist es egal, ob man zwei Signale zuerst addiert und
dann durch das System transformiert oder ob man die Signale zuerst separat
durch das System transformiert und danach addiert. Es ist weiterhin egal, ob
man ein Signal zuerst verstiarkt und dann transformiert oder ob man es zuerst
transformiert und danach verstarkt.

Verzogerung
_— =

f I

_—_— =

S(f) Verzdgerung g(f)‘

Bei einem zeitinvarianten System ist es egal, ob man ein Signal zuerst verzogert
und dann transformiert oder ob man es zuerst transformiert und danach ver-
zogert.

Auch die Fourier- und Laplace Transformation (siche Kapitel 6 und 7) sind
Systeme in dem Sinn, dass sie eine Eingangsfunktion in eine Ausgangsfunktion
iiberfiihren. Sie sind auch beide linear, aber nicht zeitinvariant.

Lineare zeitinvariante Systeme konnen mathematisch sehr einfach durch die Fal-
tung beschrieben werden. Zu jedem linearen zeitinvarianten System S gibt es
eine Funktion g, so dass

S(f) = fx*g

wobei der Stern die Faltungsoperation ist:2

(Fro)t) = /_°° F(r)glt - 7)dr

Die Funktion g heifit Impulsantwort des Systems und ist, wie der Name sug-
geriert die Antwort des Systems, wenn das Inputsignal ein kurzer und starker
Impuls ¢ ist, d.h.

g = S(9).

Kennt man also S(6), dann kann man S(f) = f*.S5(0) fiir jede Funktion f durch
Faltung berechnen.

2Genau genommen stimmt dies nur wenn man eine Glittung zulésst, sieche Kapitel 3.4.
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Uberblick.

e In Kapitel 3.1 werde ich Sie anhand einiger Beispiele iiberzeugen, dass
es viele Systeme in vollig unterschiedlichen Anwendungen gibt, in denen
immer wieder das Ausgangssignal h durch Faltung aus dem Eingangssignal
f berechnet werden kann.

e In Abschnitt 3.2 schauen wir uns die Faltungsoperation f*g an. Auch wenn
die Formel ziemlich hésslich ist, gelten fiir die Faltung iiberraschend viele
Rechengesetze, mit denen man die Dinge vereinfachen kann. In Kapitel 6
und 7 zeigen wir, dass man die Faltung auch mit der Fourier- oder Laplace
Transformation berechnen kann, also keine Panik.

e Insbesondere kann man mit der Faltung auch Funktionen gldtten und
damit Spriinge und Knicke beseitigen (Kapitel 3.3). Eigenschaften von
Funktionen, die genau genommen Stetigkeit oder Differenzierbarkeit vor-
aussetzen, lassen sich damit auf unstetige Funktionen iibertragen.

e Der Grenzfall einer infinitesimal geringen Glattung fiihrt zum Dirac Im-
puls (Kapitel 3.4). Mit diesem Konzept ist es moglich, den Begriff der
Ableitung auf Funktionen zu verallgemeinern, die Sprungstellen haben
(Kapitel 3.5).

o Fiir den Umgang mit dem Dirac Impuls gibt es sehr einfache Gesetze wie
z.B. die Ausblendeigenschaft (Kapitel 3.6). Die wichtigsten Gesetze zum
Rechnen mit der Faltung und dem Dirac Impuls sind im Anhang in Kapitel
A.1 zusammengefasst.
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3.1 Anwendungen aus der Praxis
Anwendungsbeispiel Hochschule

Die Hochschule nimmt in jedem Jahr ¢ eine Anzahl f(t) von Studierenden auf.
Gesucht ist die Anzahl h(t) von Absolventen im Jahr ¢.

Der Zusammenhang zwischen f(t) und h(¢) wird dadurch kompliziert, dass nicht
alle Studierenden gleich lange fiir ihren Abschluss brauchen. Ein bestimmter An-
teil braucht 3 Jahre, andere 4, manche 5 usw. und manche brechen ihr Studium
ab. Diese Information wird in folgender Tabelle zusammengefasst, wobei g(t)
der Anteil von Studierenden ist, die ¢ Jahre brauchen.

Die Anzahl Absolventen A(t) im Jahr ¢ setzen sich nun zusammen aus

e 40 Prozent der Erstemester des Jahres t — 3,
e 20 Prozent der Erstsemester des Jahres t — 4,

e 10 Prozent der Erstsemester des Jahres ¢t — 5.

Somit ist

h(t)

0.4f(t—3) +0.2f(t — 4) + 0.1f(t — 5)

Setzt man g(k) = 0 fir alle k& € Z aufler k = 3,4,5, kann man diese Formel
verallgemeinern zu

o0

> glk)f(t—k)

k=—o0

= (f*9)®).

Diese Verkniipfung der Funktionen f und g heifit diskrete Faltung. Sie beschreibt
den Zusammenhang zwischen Eingangs- und Ausgangsgrofle bei bei bestimmten
Systemen mit Speicher. In diesem Kontext kann man eine Hochschule als System
betrachten, das Studierende “speichert”.

Erstsemester f Hochschule g Absolventen h = f x g

h(t)
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Anwendungsbeispiel Autobahn

Eine Autobahn kann als Speicher fiir Autos betrachtet werden. Wir messen die
Stromstérke f(¢) in Heilbronn und hA(t) in Ludwigsburg zum Zeitpunkt ¢. Die
Einheit ist Autos pro Sekunde. Das Experiment beginnt zum Zeitpunkt ¢ = 0,
d.h. f(t) = 0 fiir t < 0. Das Ziel ist wie im vorigen Beispiel, h(t) aus f(t) zu
berechnen.

Stromstirke in HN f —= Autobahn g —= Stromstirke in LB h = f x g

Im Gegensatz zum vorigen Beispiel ist diesmal die Zeit ¢ jedoch kontinuierlich.
Es macht daher keinen Sinn zu fragen, welcher Anteil g(t) der Autos exakt ¢
Sekunden braucht um von Heilbronn nach Ludwigsburg zu kommen, denn dieser
Anteil wére Null fir jedes t. Wir geben daher den Anteil G(t) Autos an, der
wendger als t Sekunden braucht. Fiir sehr kleine ¢ oder negative t ist G(t) = 0,
fiir sehr grofie ¢t geht G(t) gegen Eins.

Halten wir den Zeitpunkt ¢ fest und betrachten einen fritheren Zeitpunkt 7 < ¢.
In einem kurzen Zeitintervall der Lénge dm um den Zeitpunkt 7 herum fahren

f(r)dr

Autos in Heilbronn ab. Da dr sehr kurz ist, darf man annehmen, dass sich
die Stromstérke f(7) in diesem Intervall nicht dndert. Von diesen Autos ist ein
Anteil von G(t—7) weniger als t —7 Sekunden unterwegs, d.h. bis zum Zeitpunkt
t in Heilbronn angekommen. Diese Anzahl ist somit

Gt —7)f(r)dr.

Um die Gesamtzahl Autos zu erhalten, die bis zum Zeitpunkt ¢ in Ludwigsburg
eingetroffen ist und zu einem beliebigen Zeitpunkt 7 abgefahren ist, muss man
diesen Term iiber alle 7 aufsummieren bzw. integrieren, da 7 kontinuierlich ist.

G(t—71)f(7)

t
} T
|

l T dr |
i i |

f(r)=0 Mindestfahrzeit
fir 7 <0 Gt—7)=0

Man erhéalt damit
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Tatséchlich wiirde es gentigen, fiir 7 = 0,...,¢ zu integrieren, da G(t — 7) = 0
fir 7 > ¢t und f(7) =0 fir 7 < 0.

Die Stromstéarke in Ludwigsburg ist die zeitliche Ableitung der Anzahl einge-
troffener Autos. Damit gilt

h(t) = %H(t)
% /_Z Gt —7)f(r)dr
>~ d

= [W %G(t—T)f(T)dT

= [ g-nstryar

— 00

= (f*g)(1).

Alternativer Rechenweg. Man hitte das Problem auch anders 16sen kon-
nen: Von einem festen Zeitpunkt ¢ ausgehend schauen wir 7 Sekunden in die
Vergangenheit. Die Stromstérke war dort f(¢—7). In einem kurzen Intervall der
Dauer d7 um dem Zeitpunkt ¢ — 7 herum fuhren f(¢ — 7)dr Autos in Heilbronn
ab. Bis zum Zeitpunkt ¢ ist hiervon ein Anteil von G(7) Autos in Ludwigsburg
angekommen, d.h. insgesamt

G(r)f(t —7)dr.

G f(t—7)

Mindestfahrzeit ft—=71)=0
G(T) =0 fir 7 >t

Git—1)=0

Wieder miissen wir iiber alle Zeitpunkte 7 summieren bzw. integrieren um die
Gesamtzahl aller Autos zu erhalten, die zum Zeitpunkt ¢ in Ludwigsburg ange-
kommen sind.

H{t) = /jo GV f(t - 7)dr.
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Da die Stromstérke die zeitliche Ableitung der Anzahl ist, wird nach ¢t abgeleitet.
ht) = /‘(Xﬂf@—rﬂr

Eine Stammfunktion von f/(¢t — 7) ist —f(¢t — 7). Umformen mit partieller Inte-
gration ergibt

Wt) = (G- f(t— ) /_°° o(r)(—F(t - 7))dr
~G(o0)(—00) + Gl=o0) (o0) + T gt — 7y

— 00

= /OO g(T)f(t — 7)dr.

— 00

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass G(—o0) = f(—oc0) = 0. Beim ersten
Rechenweg erhielten wir das Ergebnis

W) = [fgu—fvﬁmr

Tatséchlich macht die Vertauschung von f und g aber keinen Unterschied. Wie
in Kapitel 3.2 gezeigt wird, ist die Faltung kommutativ.
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Anwendungsbeispiel aus der Elektrotechnik

In folgender Schaltung soll die Spannung am Kondensator uc(t) in Abhéngigkeit
von der Eingangsspannung ug(t) bestimmt werden.

i(t) R
— o
L 1
up(t) \L C —/— \LUC(U
O O

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei der Kondensator entladen, d.h. es gilt uc(0) = 0.
Weiterhin gilt ug(t) = 0 fiir ¢ < 0.

Fir die Ladung ¢(t) des Kondensators gilt

4t = Cuclt).
Damit ist die Stromstérke
ity = q()
= Cug(t).
Mit der Maschenregel gilt nun
ug(t) = Ri(t) +uc(t)

= RCuy(t) +uc(t).

Dies ist eine inhomogene, lineare DGL erster Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten. Die allgemeine Losung der homogenen DGL

RCup(t) +uc(t) = 0
erhilt man mit dem Ansatz uc(t) = e*. Einsetzen ergibt

RCA+1 = 0

1

Damit ist die allgemeine homogene Losung

uc(t) = Ke V/(EC),

Mit Variation der Konstanten bestimmt man nun eine inhomogene Losung. Der
Ansatz

k(t)e—t/(RC)

Uplt) = K()e /RO

g

Q

—~

o)
|

1
L pipe—t/(RO)
2o (e
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wird in die inhomogene DGL eingesetzt.

RCup(t) +uc(t) = ug(t)
1
RC (K (t)e /(B — _—_k(t)e /(B ) 4 k(t)e /(B = yp(t)
RC A A
uc (t)
up (1)
RCE (t)e V(B — k(1) /(RO L k(t)e /(RO = yup(t)
RCE (t)e /' (EO = yp(t)
Auflésen nach £'(t) ergibt
"y — 1 _ro)
E'(t) = uE(t)RCe .

Eine Stammfunktion von k'(t) ist

1 t
ﬁ/ Ug (T)eT/(RC)dT

wobei man statt der Untergrenze —oo auch eine beliebige andere Konstante
hétte wihlen kénnen. Die Menge aller Stammfunktionen ist

1 t
KO = oo / up(r)e! FOdr 4 D

wobei D eine beliebige Konstante ist. Damit ist
uolt) = k(t)e /O

1 t
= — ug(r)e/ B et/ (RC) g 4 De=t/(RC),
el

Wiahlt man die Startbedingung uc(—o0) = 0 erhdlt man D = 0 und die eindeu-
tige Losung

1 t
uc(t) = %/ up(r)e” /(B g,

Dies ldsst sich durch Substitution w = ¢ — 7 vereinfachen zu

1 0
uc(t) = ol up(t —u)e™ O gy,

1 o0

= =5 /0 up(t —u)e™ "/ EO dy
1 o

ol /0 ug(t —1)e” T/ EOdr,

Unter Verwendung der Sprungfunktion

W = {1 falls ¢ > 0
o\ = 0 fallst<0
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lasst sich dies weiter umformen in
& 1
uc(t) = / up(t — T)O’(T)ﬁeiT/(Rc)dT.
Mit
gt) = U(t)ie—t/(RC)
RC
gilt somit

uo(t) = / " up(t - m)g(r)dr

— 00

= (ugxg)®),

d.h. der Zusammenhang zwischen Eingangsspannung ugp und Ausgangsspan-
nung uc ist wieder eine Faltung mit einer Funktion g.
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Anwendungsbeispiel aus der Akustik

In einem Raum befindet sich eine Schallquelle, die zum Zeitpunkt ¢ die Leistung
f(t) abstrahlt und ein Mikrofon, das die Leistung h(¢) aufnimmt. Wie im vorigen
Beispiel soll die Funktion h in Abhéngigkeit von f berechnet werden. In diesem
Beispiel fungiert der Raum als Speicher fiir Schallenergie, die vom Sender zum
Empfinger wandert.

Leistung f beim Sender —={ Raum g —= Leistung h = f % g beim Empfianger

Aufgrund von Reflektionen an den Winden gibt es viele unterschiedlich lange
Wege, auf denen die Energie transportiert wird, wobei ein Teil auch von den
Wiénden und der Luft absorbiert wird.

Raum g¢ Raum g¢

Empfinger h

x

x x
Sender f Empfinger h Sender f

x

Sei G(t) der Teil der Senderenergie, die nach weniger als ¢t Sekunden beim Emp-
fanger ankommt. Wie im Beispiel mit der Autobahn wird zunéchst ein fester
Zeitpunkt ¢ betrachtet. Zu einem (fritheren) Zeipunkt 7 < t strahlte der Sen-
der die Leistung f(7) Watt ab. In einem kurzen Zeitintervall der Linge dr um
7 herum hat der Sender die Energie f(7)dr Joule in den Raum geschickt. Da
dr sehr kurz ist, kann angenommen werden, dass die Senderleistung in diesem
Intervall konstant ist. Von dieser Energie hat der Anteil G(t — 7) eine Laufzeit
kleiner ¢ — 7 und kommt daher bis zum Zeitpunkt ¢ beim Empfénger an, d.h.

Gt —7)f(r)dr Joule.
Dieser Energiebetrag muss iiber alle 7 aufsummiert bzw. integriert werden. Die

Gesamtenergie, die bis zum Zeitpunkt ¢ beim Empfinger eingetroffen ist, ist
somit

H(t) = /_ Gt —7)f(r)dr Joule.

Da G(t) =0 fiir t < 0ist G(t—7) = 0 fiir 7 > ¢ und man kann bis co integrieren,
d.h.

H(t) = /:)O G(t —7)f(r)dr Joule.
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Da die Leistung h(t) die zeitliche Ableitung der Energie H(t) ist, erhélt man

ni) = SH)
d oo

= = _OOG(t—T)f(T)dT
~

- [m LGt~ ) f(r)ir

-/ T gt ) ()
= (fx*g)(t) Watt.
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3.2 Faltung

In den Beispielen aus Kapitel 3.1 sind wir immer wieder auf den selben Zu-
sammenhang zwischen einer Eingangsfunktion f und einer Ausgangsfunktion A
gestoBen. Es handelte sich dabei immer um Systeme mit einem Speicher, deren
Verhalten durch die Impulsantwort g beschrieben wurde.

Definition 3.1 Faltung
Die Faltung f * g zweier Funktionen f, g ist definiert durch

oo

(frg)(t) = / o(r) f(t - 7)dr

— 00

fiir alle t, fiir die das uneigentliche Integral existiert.

Tatsachlich kam bei den Beispielen der Term

(o) = [ T gt ) f(r)dr

— 00

heraus. Das macht aber keinen Unterschied, denn die Faltung ist kommutativ.

Theorem 3.2 (Faltung ist kommutativ)
Die Faltung ist kommutativ, d.h. es gilt

fxg = gxf.

Beweis. Aus der Definition

oo

(Fe9®) = [ grise-ryr
erhélt man mit Substitution y =t — 7 und dr = —du:

/w o(r)f(t— T)dr = /mg(tfu)f(u)(fdu)

=—00 =00

=—o0

= [T st

-/ T et -y

=—00

= (g N0

Damit gilt
| rmge-nar = [ g
Die Funktionen f und g diirfen bei der Faltung vertauscht werden.

Die Faltung hat tiberraschend viele Eigenschaften, die das Rechnen vereinfachen
und in diesem Kapitel gezeigt werden.
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Vorweg aber eine Warnung: Fiir “die meisten” Funktionen f,g existiert f x g
nicht, weil die Grenzwerte, die man ja bei dem uneigentlichen Integral berech-
nen muss, nicht existieren. Die nachfolgenden Aussagen iiber die Faltung gelten
daher natiirlich nur, wenn diese Grenzwerte existieren!

In dem praktisch wichtigen Speziafall wenn f und g Funktionen sind, die fiir
negative Argumente Null sind (kausale Funktionen), reduziert sich jedoch das
uneigentliche Integral auf einen endlichen Integrationsbereich.

Theorem 3.3
Sei
f&)y=¢g(t)=0 fiirt<o
Dann gilt
(Fea®) = [ gtn)ste—rr
0
und
(fxg)(#)=0 fiirt<o.

Beweis. Sei
f)y=gt)=0 firt<O0.

Laut Definition gilt

(f*a)t) = /wghﬁ@—ﬂm.

— 00

Fiir 7 > tist t—7 < 0 und damit f(t—7) = 0. Folglich kann die Obergrenze
des Integrals auf ¢ abgesenkt werden.

[ amse—nir = [ g0

— 0 —o0
Da g(r) = 0 fur 7 < 0 kénnen Bereiche, wo 7 < 0 ist, aus dem Integral

eliminiert werden.

o Fir t <0 ist dies der gesamte Integrationsbereich und

/ g(n)ft—7)dr = 0 = /0 g(T)f(t — 7)dr.

oo

Wenn also f und g kausale Funktionen sind, dann auch f * g.

e Fiir t > 0 kann der Bereich 7 = —o0,...,0 eliminiert werden und es
gilt

/ g(r)f(t —m)dr = /O/Q(T)f(f—T)dT. O

—00
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In den Anwendungen werden die Funktionen f(t) und g(t) oft “kiinstlich” auf
Null gesetzt fiir negative Argumente durch einen Faktor o(¢). Im Faltungsinte-
gral tauchen dann Faktoren o(7) bzw. o(t — 7) auf.

Theorem 3.4

(of xog)t) = olt) / o(r) f(t - 7)dr.

Beweis. Da o(t)f(t) = o(t)g(t) = 0 fiir t < 0 folgt aus dem vorigen Theorem,
dass

(af xog)(t)

/00 o(t)g(r) ot —7)f(t — 7)dr

— 00

/0 o(r)g(r) o(t —7)f(t — T)dr.

o Falls t < 0 ist 7 im gesamten Integrationsbereich negativ und somit
der Faktor o(7) = 0. Damit ist

(af xag)(t)

/0 o(T)g(r)o(t —7)f({t —7)dr
= 0.

o Falls ¢ > 0 ist im gesamten Integrationsbereich o(7) = o(t —7) = 1.
Damit ist

t
@rso)t) = [ ottt =) —ryar
t
= /0 g(T)f(t — 1)dT.
Beide Falle lassen sich zusammenfassen zu

(of *og)(t) = / o(r)g(r) ot — 1) f(t — 7)dr

U(t)/o g(n)f(t —1)dr. O
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Im Folgenden wird wieder der allgemeine Fall betrachtet wenn f und g auf ganz
R ungleich Null sein konnen.

Theorem 3.5 (Faltung ist linear)
Die Faltung ist linear, d.h. es gilt

(fi+ f2) xg Jixg+ faxg
(af)xg = al(f*g)

fiir alle Funktionen f, g und Skalare a.

Ji, fo + fi+ fo f @ af
*g *g *g *g
+
fi*xg, faxg (fi+ fo)*xg= fxg a (af)xg=
fixg+ faxg a(f*g)

Beweis. Zunichst sollte man sich klar machen, dass dies Gleichungen von
Funktionen sind. Die Addition (f; + f2) in der ersten Gleichung ist ei-
ne Addition von Funktionen, die skalare Multiplikation af in der zwei-
ten Gleichung bedeutet die Multiplikation einer Zahl mit einer Funktion.
Zwei Funktionen sind gleich genau dann wenn ihr Funktionswert gleich
ist fir alle ¢. Im Folgenden sei t also eine beliebige Zahl. Die nachfolgen-
den Gleichungen sind somit Gleichungen der Funktionswerte bei ¢, d.h.
Gleichungen von Zahlen.

[(fr + f2) * g] ()

/ T (At )0t — Ty

/ T (Rt — )+ folr)glt — 7))

/ fi(r t—T)dT+/_O; fa(m)g(t —7)dr

= (fixg)(t) + (f2x9))
= [fixg+foxgl(t)

| @n@ate-ryar
- / T af (gt — 7)dr

— o[ it

= a(f*g)(t)
= la(fx*g)(t). O

[(af) = g] (t)
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Bei der néichsten Eigenschaft spielt die Verschiebung eine wichtige Rolle.

Notation 3.6
Fiir jede Funktion f und jede Zahl  sei f; definiert durch

fi(t) = f(t—1) firallet .

Das Schaubild von f; erhélt man aus dem Schaubild von f, indem man es um t
nach rechts verschiebt. Ist f ein physikalisches Signal, so ist f; das selbe Signal
um ¢ verzogert. Oft ist es hilfreich, fi als Komposition darzustellen, d.h.

~

fi = fov mit v(t) = t—t.

Theorem 3.7 (Faltung ist zeitinvariant)

f Verschiebung um £ i

*g *g

Verschiebung um #
fxg fixg=
(f*9);

Beweis. Mit der Substitution

u = T—1
duv = dt
erhdlt man
Giea®) = [ firgte—)dr
= [ s bt ryar
= [ fwgte — ut
= [ sl — )~ wu
= (fglt D
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Unter bestimmten Stetigkeitsbedingungen darf die Reihenfolge von Ableitung
und Integral vertauscht werden. Fiir uns sind diese Bedingungen i.a. unkritisch,
da in den fiir uns relevanten, praktischen Anwendungen ohnehin fast alle Signale
beliebig glatt sind. Im néchsten Kapitel wird zudem eine Technik vorgestellt,
mit der man Spriinge und Knicke in Funktionen glitten kann.

Theorem 3.8 (Faltung und Ableitung ist vertauschbar.)

flxg = (f=9).
f Ableitung f
*g *g
fxg Ableitung fxg=
(f*g)

Beweis.

dt
= [ g(re=rgtryar)

= [ (Gute=n) st

= [ su-ngear
= (90O

(Fra)(t) = ﬂ/ﬁf@—ﬂmﬂm
* d
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Die Integration einer Funktion kann durch eine Faltung mit der Sprungfunktion
o(t) bewerkstelligt werden.

Definition 3.9
Die Heavisidesche Sprungfunktion ist definiert durch

1 fallst>0
oft) = {0 sonst.

o(t)

Theorem 3.10 (Integration durch Faltung)

(fro)(t) = / f(r)dr.

Beweis.

—
~
*
<)
—
—~
~+
=
|

/_C:; f(r)o(t—7)dr

/_too f(r)dr. O

Damit ist f * o eine Stammfunktion von f.

Die in diesem Abschnitt gezeigten Eigenschaften sind im Anhang auf Seite 169
zusammengefasst.
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3.3 Glattung durch Faltung

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie Spriinge und Knicke in einer Funktion f(t)
durch Faltung mit einer geeigneten Funktion g, (t) geglattet werden kénnen ohne
dass sich f(t) sonst wesentlich dndert. Als Beispiel fiir eine Funktion mit einem
Sprung dient uns die Heavisidesche Sprungfunktion

f&) = o)
Beispiel 3.11 Sei g.(t) ein Rechteckimpuls der Breite ¢ > 0 mit Fldche 1,
d.h.
e fallsO<t<e
9:(t) = { 0 sonst
f
1 -
t
Ge
1 €
/ Fléche 1
t
e
J*ge
14
} t
€

Der Sprung in f(t) wird durch Faltung mit g. zu einer Rampe in f * g,
gegléttet:

| sste-nar

— 00

/_too g:(7)dr.

o Fiir t < 0 ist das Integral Null.

(f * 92)(t)

o Fir t > ¢ ist das Integral Eins, da die Flache unter g. Eins ist.
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e Fir 0 <t < e kann das Integral auf den Bereich 0. ..t eingeschrankt
werden, da g.(7) = 0 fiir 7 < 0. In diesem Bereich ist g. konstant
1/e und man erhéalt

/ ; srar = [ e (r)dr

I
m | =
Nﬁ
—
QU
\]

1, ¢
= E[T]o
1
= -t

€

Dies ist der Term fiir die Rampe zwischen ¢ = 0 und ¢ = €.
Insgesamt erhélt man somit

0 fallst<0
(f*go)(t) = 1 fallst>e
t/e falls0<t<e.

Durch die Faltung mit g. ist nun f*g. zwar stetig, hat aber an den Stellen
t =0 und t = € einen Knick und ist dort nicht differenzierbar.

Fir e — 0 wird aus der Rampe wieder ein Sprung, d.h. es gilt

lim (f *ge)(t) = f(t).

e—0
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Beispiel 3.12 Sei nun g. kein Rechteckimpuls sondern ein Sdgezahnimpuls
der Breite € > 0 mit Fléache 1, d.h.

0 firt <0
ga(t) = 2/&‘72]&/62 far 0 StSE
1 fir t > e.
!
1
t
Ge
2/ -
Flache 1
{ t
€
f*ge
1 L
| t
€

f *gc hat zwar immer noch einen Knick bei ¢ = 0 aber der Knick bei ¢t = ¢
wurde geglittet so dass die Funktion dort jetzt differenzierbar ist:

(o = [ g f(t - Ty

— 00

/:o ge(T)dT.

o Fir t <0 ist das Integral Null.

o Fiir t > ¢ ist das Integral Eins.

e Fir 0 <t < ¢ kann das Integral auf den Bereich 0. ..t eingeschréankt
werden und man erhéalt

/_ ge(T)dr = /o (2/e —27/e%) dT
= [2r/e - 72/52}3
= 2t —t7/c2,

In diesem Bereich ist f*g. somit eine Parabel. Die Steigung bei ¢t = 0
ist 2/e, was zu dem Knick an dieser Stelle fithrt. Die Steigung beit = ¢
ist Null, und damit ist die Funktion an dieser Stelle differenzierbar.
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Beispiel 3.13 Ist g. ein Dreiecksimpuls der Breite € > 0 mit Flache 1, wird
auch der Knick bei t = 0 geglattet.

!
1 4
t
9e
Flache 1
y t
€
f * e
1 1
} t
€

Nun ist f*g. Giberall differenzierbar, jedoch an den Stellent = 0und t = ¢
nur einmal.

Fiir sehr kleine Werte von € unterscheiden sich f und f*g. nur im Bereich
[0, €], d.h. beliebig wenig. In allen o.g. Beispielen gilt somit

lim(fg2)(t) = f(0):
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Wenn g. glatt, d.h. unendlich oft differenzierbar ist, Flache 1 hat, im Interval
[0, ] nicht negativ und Null sonst ist, ist f * g. ebenfalls unendlich oft diffe-
renzierbar und unterscheidet sich von f beliebig wenig falls € — 0. Tatséchlich
kann man so eine Funktion wie folgt konstruieren. Sei

u(t) = e”/t fallst >0
o 0 falls t < 0.

Es ist nicht schwierig zu sehen, dass die n-te Ableitung die Form

—1/t
(n) _ r(t)e=/t  fallst >0
W () { 0 falls £ < 0

hat, wobei r(t) ein Polynom in 1/¢ ist. Folglich ist u(t) unendlich oft differen-
zierbar. Damit ist auch

g9(t) = u(t)ule —1)

iiberall unendlich oft differenzierbar mit g(t) = 0 fiir ¢ ¢ [0,&]. Zum Schluss
muss nur noch die Fldche auf 1 normiert werden durch

Flache 1
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Dass die Faltung einer Funktion f mit g. eine Glattung bewirkt, kann man auch
dadurch veranschaulichen, dass der Funktionswert von f * g. an der Stelle ¢ ein
gewichteter Mittelwert von f im Intervall [t — ,t] ist, d.h. im e-Bereich vor t.
Es gilt

(f * g2)(t)

| soie-nar

— 00

/ ()t — ).
0

Zerlegt man das Intervall [0, €] in n Teilintervalle der Breite AT = ¢/» kann man
das Integral durch eine Summe approximieren und erhélt

(Frge)t) ~ 3 g.(Ar)f(t—idr)Ar
=0

Sei nun
9i = g:(1AT) AT fi = f(t —iAT), i=0,...,n—1.

Die f; sind hierbei Abtastwerte von f im Intervall [t — e,t]. Die Gewichte g;
sind nicht negativ und summieren sich ndherungsweise zu Eins da

n—1 n—1 e
Zgi = Zgg(iAT) AT =~ / ge(T)dr = 1.
i=0 i=0 0

Damit kann
n—1
(fxgo)t) = > gifi
i=0

als gewichteter Mittelwert der Funktionswerte von f im Bereich t —¢...¢ inter-
pretiert werden. Fiir sehr kleines € gilt damit

(fxge)®) =~ [f(t)

falls f bei t stetig ist, d.h. keinen Sprung oder Ausreifler hat.
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3.4 Dirac Impuls

Im vorigen Kapitel wurde gezeigt, dass man durch Faltung mit g. eine Funk-
tion f glatten kann. Die entstehende Funktion f % g. ist dann unendlich oft
differenzierbar, auch wenn f Sprungstellen oder Knicke hat (die Existenz des
Faltungsintegrals wird immer vorausgesetz).

Die tatséchliche “Form” von g, ist dabei unerheblich. Wichtig ist nur, dass fiir
alle € > 0 gilt

e g ist unendlich oft differenzierbar,

o g-(t) >0 fir alle ¢t und g.(t) =0 fiir t & [0, €],

o die Flache unter g. ist 1, d.h.

/Oo ge(t)dt = 1.

— 00

Fiir sehr kleines € > 0 sind f % g und f nahezu identisch. Man kann daher fiir
praktische Anwendungen problemos f durch f xg. ersetzen und muss sich nicht
mehr um Differenzierbarkeit kiimmern. Tatséchlich gilt

lim (fxgc)(t) = f(t)

fiir alle ¢, an denen f stetig ist. Die beiden Operationen Glattung und Grenzwert
heben sich somit gegenseitig auf.

f

Originalbereich

f*ge gegliitteter Bereich

In vielen Anwendungen der Ingenieurswissenschaften ist der Funktionswert an
einer Unstetigkeitsstelle irrelevant. Wir definieren daher eine “distributionelle
Gleichheit” von Funktionen wenn diese nach beliebig geringfligiger Gliattung
gleich sind. Die Distributionentheorie ist u.a. die Grundlage fiir den Dirac Im-
puls. Aus Zeitgriinden werden wir dieses Thema jedoch nur sehr informell strei-
fen und stark vereinfachen. Eine gute Einfiihrung in die Distributionentheorie
findet man z.B. in [3] und [6].

Definition 3.14 (Distributionelle Gleichheit)
Zwei Funktionen f1, fo heifien gleich als Distributionen wenn

fixge = faxge

fiir alle € > 0.
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Wenn zwei Funktionen im klassischen Sinn gleich sind, dann auch im distribu-
tionellen. Andererseits gibt es aber Funktionen, im distributionellen Sinn gleich
sind, aber nicht im klassischen. Dies ist der Fall wenn sich zwei Funktionen nur
an abzdhlbar vielen Stellen unterscheiden.

Beispiel 3.15 Sei

1 fallst>0 B 1 fallst>0
h(t) = { 0 sonst und - fa(t) = { 0 sonst.
Dann ist
f1(0) #  f2(0)
aber

fixge = faxg. fiir alle € > 0.

Damit sind f; und f5 ungleich als Funktionen aber gleich als Distributio-
nen.

Beispiel 3.16 Sei

Ao = sin) wmd pe = {0 HRIED

Dann ist f; # fo aber

fixge = faxge fiir alle £ > 0.

Damit sind f; und fs ungleich als Funktionen aber gleich als Distributio-
nen.

Im Folgenden werden wir nicht mehr zwischen Gleichheit und distributio-
neller Gleichheit unterscheiden und nur noch letztere verwenden. Wenn wir
in Zukunft von einer Funktion f sprechen, meinen wir damit die Menge aller
Funktionen, die gleich f sind im Sinne der distributionellen Gleichheit. Eine
solche Aquivalenzklasse von Funktionen bezeichnen wir als Distribution.

Fiir infinitesimal kleines ¢ > 0 wird die Funktion g¢.(¢) mit dem Symbol §(t)
bezeichnet. Anschaulich handelt es sich um eine Funktion, die “Breite” Null,
“Hohe” Unendlich und Fliche Eins hat — was somit natiirlich keine Funktion
von R nach R sein kann. Tatséchlich ist

limg.(t) = 0 fiir alle ¢.

e—0

o Fall t = 0. Da g, stetig ist und g.(¢) = 0 fiir ¢ < 0 muss auch g.(0) =0
sein fir alle € # 0 und somit lim._,¢ g-(0) = 0.

o Fall ¢ < 0. Da g.(t) = 0 fir alle € # 0 gilt auch lim._,q g-(t) = 0.
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o Fall £ > 0. Da g.(t) = 0 fur alle € < ¢ gilt auch lim._, g-(t) = 0.

Fiir uns ist damit 6 (¢) kein mathematisches Objekt sondern nur eine syntaktische
Abkiirzung fiir einen Grenzwert. 3

Wenn in einem Term das Symbol §(¢) auftritt, ist damit der Grenzwert des
Terms fiir ¢ — 0 gemeint, wobei §(¢) in dem Term durch g, (t) ersetzt wird.

Mit dieser Definition des Symbols §(t) ist die Gleichung

limg.(t) = 6(t)

e—0
trivialerweise korrekt.

Ein paar Beispiele, wie mit dem Dirac Impuls gerechnet werden kann.

Beispiel 3.17

/OO o(t)dt = lim Ooge(t)dt

P e=0 ) _ o

= lim1
e—0

Beispiel 3.18
(F*0)(t) = Hm(f*g)(t) = f().

Damit ist f *d = f, d.h. der Dirac Impuls ist das neutrale Element der
Faltung. Die Gleichheit gilt nur im distributionellen Sinn, da i.a.

lim(f +go)(f) # f(I)
e—0
falls f bei £ unstetig ist.

Beispiel 3.19

o(t)é(t) = limo(t)ge(t)
e—0
= et
= 0(t).
Damit ist 00 = ¢. Voraussetzung hierfiir war, dass die Funktion g.(¢) =0

fir t < 0.

Diese Einschrankung wird in der Standard Distributionentheorie nicht ge-
troffen, was zur Folge hat, dass o(¢)0(t) dort undefiniert ist. Tatséchlich
sind in dieser Theorie Produkte f(¢)d(¢) nur definiert wenn f(¢) unendlich
oft differenzierbar ist.

31In der Standard Distributionentheorie wird §(t) tatséichlich definiert als linearer Operator.
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Andererseits ist
o(H3(—t) = limo(t)ge (1)
e—0

= 1limO
e—0

= 0.

Man darf also i.a. in einem Term §(—t) nicht durch §(¢) ersetzen. In der
Standard Distributionentheorie bedeutet d(¢) nicht nur eine syntaktische
Abkiirzung sondern ein mathmatisches Objekt und es gilt hier §(t) =
5(—t).

Tatséchlich gilt

o(t) = limg.(t) = 0

e—0

/0; Syt = 1.

Solche scheinbaren Widerspriiche traten auch schon frither in der Differential-
rechnung auf. Das Symbol dx wurde auch hier als Abkiirzung fir einen Grenz-
wert verwendet. Zum Beispiel gilt fiir die Ableitung

fz+Az) — f(x) f(z+dx) — f(z)

li =
Aalgo Ax dxr

obwohl

obwohl

de = lim Az = 0.
Az—0
Man darf somit scheinbar durch dz dividieren, obwohl dx = 0 ist. Die Erklarung
ist, dass bei der Verwendung von dx der Grenzwert auf den gesamten Term
angewandt werden muss.

Definition 3.20 (Differential)
Sei T(dx) ein Term, indem dx auftritt und T(Ax) der Term, der aus
T(dzx) ensteht, indem man jedes Auftreten von dx durch Az ersetzt.
Dann ist T'(dx) definiert durch

T(dz) = Alirgo T(Ax).




3 FALTUNG UND DIRAC IMPULS 72

Definition 3.21 (Dirac Impuls)
Sei T'(9) ein Term, in dem ¢ auftritt und T'(g.) der Term, der aus T(J)
entsteht, indem man jedes Auftreten von ¢ durch g. ersetzt. Dann ist
T(6) definiert durch

T(%) = limT(g.)
>0

falls der Grenzwert den selben Wert fiir alle g. hat mit

e g. ist unendlich oft differenzierbar
e g-(t) >0 fiirallet und g.(t) =0 fiirt ¢ [0,¢]

/OO ge(t)dt = 1.

— 00

Diese Definition des Dirac Impulses unterscheidet sich technisch von der, die in
der Distributionentheorie allgemein verwendet wird, ist aber Dank der Analogie
zur Differentialrechnung etwas leichter verstédndlich und fiir unsere Anwendun-
gen vorteilhaft.

Durch Glattung (Faltung mit g.) verlagern wir ein Problem vom Originalbereich
in den geglitteten Bereich, l6sen es dort und transformieren das Ergebnis durch
Grenzwert € — 0 wieder zuriick.

/.

o(t) 1 Originalbereich

* lim 0 - e - - - -
Je e—0

ge(t) 1 geglétteter Bereich

Informell wird der Dirac Impuls oft “definiert” durch

oo fallst=0
i) = { 0  sonst.

Aufgrund des Funktionswerts oo bei ¢ = 0 fihrt das Rechnen mit dem Dirac Im-
puls nach dieser “Definition” zu undefinierten Ergebnissen und Widerspriichen.
So hat z.B. die Fliache unter dem Dirac Impuls Breite Null aber Héhe Unendlich
aber 0co # 1. Weiterhin wiirde aus o.g. “Definition” 6(t) = 20(¢) folgen, was
aber nicht stimmt. Es gilt

/OO 20(t)dt = 2/00 s(t)dt = 2

— 00 — 00

und somit muss 6(¢t) # 26(t) sein.
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3.5 Verallgemeinerte Ableitung

Die Sprungfunktion o(t) ist an der Stelle ¢ = 0 nicht differenzierbar. Was ist die
Ableitung der geglitteten Sprungfunktion? Nach Theorem 3.10 bewirkt Faltung
mit o(t) eine Integration. Folglich gilt

oo = ([ ; gamdf)/

(Ge(t) = Ge(—00))’
= GL(t)
= ga(t)'

Nimmt man den Grenzwert ¢ — 0 auf beiden Seiten erhalt man

lim(o*g.)'(t) = 4(¢),

=0
was vereinfacht geschrieben wird als
at) = ().
Anschaulich macht das auch Sinn: Die Steigung der Sprungfunktion o(t) ist
iiberall Null und an der Sprungstelle selbst unendlich.

Mit o' (¢) ist hier die verallgemeinerte oder distributionelle Ableitung gemeint:
Die Funktion wird erst durch Faltung mit g. geglittet, das Ergebnis abgeleitet
und anschlieend mit Grenzwert € — 0 zuriicktransformiert.

Ableitung
o(t) o'(t) Originalbereich
s o meeoooee
Ableitung
(0% ge)(t) g=(t) gegliitteter Bereich

Definition 3.22 (Verallgemeinerte Ableitung)
Die verallgemeinerte (oder distributionelle) Ableitung f’(t) einer Funk-
tion f(t) ist definiert durch

Ft) = lm(fg.) (1)

e>0

Fiir differenzierbare Funktionen liefert die verallgemeinerte Ableitung das glei-
che Ergebnis wie die normale Ableitung. In diesem Sinne ist die distributionelle
Ableitung tatséchlich nur eine Erweiterung des Ableitungsbegriffs auf nicht dif-
ferenzierbare Funktionen.
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Interessant ist der Fall wenn f einen Knick hat, d.h. linksseitiger und rechts-
seitiger Grenzwert der Ableitung ungleich ist. Der Funktionswert der verallge-
meinerten Ableitung ist dann an dieser Stelle der linksseitige Grenzwert, wie
folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 3.23 Die Funktion f(¢) = |¢| hat einen Knick bei ¢ = 0 und ist
dort nicht differenzierbar. Fiir die einseitigen Grenzwerte der Ableitung
gilt

fo7)y = -1, f(0%) =1
Um Differenzierbarkeit von f * g. zu erreichen, geniigt ein Rechteckimpuls

e fir0<t<e
g:(t) = { 0 sonst.

Damit ist

e = [ g f(t - Ty

1 1>
7/ [t — 7|dT.
€ Jo

o Falls t > ¢ ist im Integrationsbereich 7 <t und |t — 7| =t — 7.

(F * 90 1/:<t—r>dr

3

1
= Z[tr-"r

= 1 (t&‘ _ 52/2)

5
= t—¢/a

o Falls t < 0 ist im Integrationsbereich 7 > ¢ und [t — 7| = 7 — ¢.

R
= L[Pp-wl;
= 2(62/2—755)
= ¢fa—t.

o Falls 0 <t < ¢ muss das Integral aufgespalten werden.

(frg)t) = - (/Ot(t_T)dT‘f'/:(T—t)dT)
[tr — 72/2]2 + [7/2 — t1] :)

2 — /a4 2fa —te — )2+ £7)

N

—_~ o~

/2 —te +1?)
= 5/2 —t+ t2/e.

M=o =o = o
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Damit ist
e/2 —t fallst <0
(fxgo)t) = sfo—t+t/ falls0<t<e
t—¢/2 falls t > ¢
-1 falls t < 0
(fxge)(t) = 142/ falls0<t<e
1 falls t > e.

Die verallgemeinerte Ableitung von f an der Knickstelle t = 0 ist somit
der linksseitige Grenzwert von f’ bei ¢ = 0.

f10) = (fxg2)'(0) = =1 = f'(07)

Der Grund hierfiir ist, dass g-(t) = 0 fiir ¢ < 0 gefordert wird.

f
nicht differenzierbar bei t = 0
t
e
1/5
Flache 1
t
€
f * ge
\ tuberall differenzierbar
5/2
} t
€
(f *ge)
1 I
} t
€
vV —1
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In vielen Situationen kann man die bekannten Ableitungsregeln auch auf die
verallgemeinerte Ableitung anwenden. Es gibt allerdings Ausnahmen, wie fol-
gende Beispiele zeigen.

Beispiel 3.24 Fiir alle ¢ gilt
sin(o(t)) = o(t)sin(1).
Leitet man beide Seiten unter Verwendung der Kettenregel ab, erhélt man
cos(a(t))o(t) = sin(1)d(¢).

Das kann jedoch nicht sein. Ersetzt man 0(¢) wieder durch g.(t) wiirde
hieraus fiir alle t > 0 folgen, dass

ge(t)cos(l) = ge(t)sin(1).

Der Unterschied kommt daher, dass bei der verallgemeinerten Ableitung
von verketteten Funktionen zwei Operationen im Spiel sind, deren Rei-
henfolge nicht vertauscht werden darf: Die Glattung durch Faltung mit g.
und die Komposition.

o Wird zuerst o geglittet und dann die sin-Funktion angewandt, erhélt
man die Funktion

sino(o * gc)
mit der Ableitung

cos(oxg:-)(oxg:) = cos(o*ge)g-

—  cos(0)d.

Dieser Weg wiirde bei der Kettenregel eingeschlagen werden, da man
zur Berechnung der inneren Ableitung die innere Funktion zuerst
glatten muss.

e Wird zuerst sin auf o angewandt und dann geglittet, erhdlt man

(sinoo) * g = (sin(1l)o) * ge
= sin(1)(o * g2)
mit der Ableitung
sin(1)(o * g.)" = sin(1)g.
—  sin(1)d.

Die Kettenregel muss daher eingeschrankt werden auf den Fall, dass die
innere Funktion differenzierbar ist.
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Beispiel 3.25 Fiir alle ¢ gilt

Leitet man die linke Seite mit der Produktregel ab, erhilt man

(a(t)o(t)) = 6(t)a(t) +a(t)d(t)
= 20(t).

Andererseits ist aber

Auch hier kommt das Problem daher, dass im ersten Fall zuerst geglattet
und dann multipliziert wurde wahrend im zweiten Fall zuerst multipliziert
und dann geglattet wurde.

Die Produktregel muss daher eingeschrankt werden auf den Fall, dass min-
destens ein Faktor differenzierbar ist.
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3.6 Ausblendeigenschaft

Nachdem bisher die Faltung einer Funktion f mit einem schmalen Impuls g.
untersucht wurde, geht es nun um die Multiplikation.

Falls f bei t = 0 stetig ist, gilt fiir kleine £ die Ndherung
f@®)ge(t) = [f(0)ge(t) fiir alle t.

o Fiir ¢t € [0,¢] sind beide Seiten der Gleichung Null, da dort g.(t) = 0 ist.

o Fiir t € [0,¢] ist f(t) ~ f(0), da dort ¢t &~ 0 und f bei t = 0 stetig ist.

Der Spezialfall ¢ = 0 lisst sich verallgemeinern. Falls f bei t = £ stetig ist, gilt
fiir kleines € die Ndherung

f)ge(t —1) =~ f(t)g.(t—1) fiir alle t.

e Firt¢g [f, t+ 5] sind beide Seiten der Gleichung Null, da dort g.(t—%) =0
ist.

e Firte [f,f—i— e| ist f(t) ~ f(#), da dort t ~f und f bei t = £ stetig ist.
Im Grenzwert € — 0 sind beide Seiten gleich.
lim f(t)ge(t—1) = lim f(E)ge(t —1)
bzw.
f@st -1 = fHst -1

fiir alle ¢ und # sofern f bei £ stetig ist.

Diese Gleichung ist immer dann nitzlich, wenn man ein Produkt von einer
Funktion f(¢) mit einem um t verschobenen Dirac Impuls hat. In diesem Fall
kann man die Funktion f(t) durch die Konstante f(f) ersetzen.
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ge(0) 4------ _
/\Fléche 1
T t
t
f(t)gs(t - i) ~ f(f)gg(t _ t)
FD)ge(0) 4------ ~
Fliiche f({)

t

Wenn f stetig bei £ ist, folgt hieraus

/mf@ﬁU—ﬂﬁ -

/mf@ﬁu—ﬂﬁ
f@%/wéa—ﬂﬁ
f@).

Theorem 3.26 (Ausblendeigenschaft)
Sei f an der Stelle t stetig. Dann gilt fiir alle t

F&)a(t —1)

/mfuw@—ﬂm

Fho(t—1)
.

Die wichtigsten Rechengesetze fiir den Dirac Impuls sind im Anhang auf Seite

169 zusammengefasst.
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Beispiel 3.27 Sei f(t) = o(t)cos(t). Dann gilt mit der Produktregel der

Ableitung und der Ausblendeigenschaft

f'(t) = §(t)cos

Der Sprung in f(t) fithrte zu einem Impuls in f/(t).

Berechnet man von f/(t) wiederum das unbestimmte Integral, erhélt man
mit partieller Integration

/ (6() — o(t) sin(t))dt = / S(t)dt — / o (t) sin(t)dt

_ U(t)—<a( — cos(t /5 ~ cos(t )
— o(t)+ o(t) cos(t / 5(t) cos(t

Beispiel 3.28 Sei

f() = o(t)sin(t).

Die Funktion hat einen Knick beit ¢ = 0 und ist dort nicht differenzierbar.
Mit der Produktregel und der Ausblendeigenschaft ist dann

f'(t) = §&(t)sin(t) + o(t) cos(t)
in(

B 0 firt <0
a cos(t) firt>0.

Wiirde man f(¢) zuerst durch Faltung mit g. glatten und dann ableiten
erhielte man hingegen

lim (f * g-)'(t)

e—0

_ 0 firt<o0
- cos(t) firt¢>0.

Da sich die beiden Ableitungen jedoch nur in einem Punkt ¢ = 0 unter-
scheiden, sind sie gleich im distributionellen Sinn.
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Beispiel 3.29 Mit der Ausblendeigenschaft und der verallgemeinerten Ab-
leitung lassen sich generell auch Funktionen mit Sprungstellen ableiten.

Sei

_ (t) firt<f
1®) = {Z(t) fiir ¢ > #

= g(t)+o(t—1)(h(t) — g(t)).

Weiter seien g und h an der Stelle £ stetig, nur f hat dort aufgrund der

Fallunterscheidung einen Sprung der Héhe h(#) — . Dann ist
flie) = g@)+ot- A)(h( ) = 9(0) + ot =D (1) —g' (1))
= gB)+t-1)(h 19 9(0) +a(t =D (t) — g'(1))

/ . I
= St — D) (h() — { g () fallst<t

R'(t)  falls t > L.

An der Sprungstelle entsteht somit bei der Ableitung ein Impuls multpli-
ziert mit der Sprunghdéhe.

>
~
~~
=
—
>
—~

~+

e
=
o~
/ =
-t
>
=
=
G
|
QQ\
P
~
=
>t - e - —
{:r‘
—~
~
=
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4 Lineare zeitinvariante Systeme

Die in Kapitel 3.1 genannten Beispiele lassen sich als Systeme interpretieren,
die ein Eingangssignal f in ein Ausgangssignal h transformieren. Ein System S
ist fir uns also eine Funktion von Funktionen.

=[S - =0

Es wére falsch zu schreiben h(t) = S(f(t)), da S als Argument keine Zahl f(t)
sondern eine Funktion f nimmt, und als Funktionswert keine Zahl h(t) sondern
eine Funktion h zurtickgibt. In Ordnung wére auch

h(t) = [S(H)](t) fir alle t.

Die Beispielsysteme in Kapitel 3.1 erfiillen zumindest ndherungsweise zwei wich-
tige Eigenschaften, die Linearitat und die Zeitinvarianz. Wie bereits im letzten
Kapitel bezeichne ein Index ¢ an einer Funktion die Verschiebung der Funktion
um .

Definition 4.1 Lineare zeitivariante Systeme
Ein System S heift linear, wenn fiir alle f, f1, fo € R - R und allea € R
gilt

S(fi+fo) = S(fi)+S(fo)
S(af) = aS(f).

Es heifit zeitinvariant, wenn fiir alle £ € R gilt

S = S

o Linearitat

i, fo + it fo f a af
S S S S
J’_
S(h). S(f2) S(h + fo) W) @ S(af)
S(f1) + 5(f2) aS(f)

e Zeitinvarianz
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f Verschiebung um £ fi

S

Verschiebung um £ \l/
S(f7)

S(f);

S(f)

Die Eigenschaften Linearitdt und Zeitinvarianz sind bereits im letzten Kapitel
im Zusammenhang mit der Faltung aufgetreten und werden mit LTT abgekiirzt
(Linear Time Invariant). In der Tat ist ein System linear und zeitinvariant,
genau dann wenn es durch eine Faltung beschrieben werden kann.

Theorem 4.2
Ein System S ist linear und zeitinvariant genau dann wenn es eine
Funtktion g gibt, so dass

S(f) = [fxg
Die Funktion g ist hierbei die Impulsantwort des Systems, d.h.

g = S(9).

Beweis.

e Sei g eine Funktion und S definiert durch
S(f) = fxg fiir alle f.

Zu zeigen ist, dass S linear und zeitinvariant ist. Mit dem was wir im
letzten Abschnitt iber die Faltung gelernt haben, ist dies einfach:

S(fi+fo) = (fit+f2)=*g
= fixg+faxg
= S(fi) +5(f2)

S(af) = (af)*g
= a(f=*g)
aS(f)

S(f)) = fixg
= (f*9);
S(f)i-

e Sei S ein lineares, zeitinvariantes System. Zu zeigen ist, dass es eine
Funktion g gibt, so dass

S(fy = fxg fiir alle f.
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Zunéchst ist klar, dass g die Impulsantwort des Systems sein muss,
denn

S@) = dxg = g.

Da der Dirac Impuls das neutrale Element der Faltung ist, gilt

/ ()8t —7)dr
/_ e dr
f= | twaar

Hierbei sind f und J, Funktionen, wahrend f(7) eine Zahl ist. An-
schaulich bedeutet diese Gleichung, dass man jede Funktion f in
eine Summe (bzw. Integral) von infinitesimal kleinen Impulsen d,dr
an der Stelle 7 gewichtet mit dem Funktionsert von f an der Stelle

7 zerlegen kann.
S(/ f(T)(STdT>.

Interpretiert man das Integral ndherungsweise als Summe, erhélt man
mit der ersten Linearitdtsbedingung von S

s6) = [ stsarn).

— 00

ft)

Somit gilt

Da f(7) und dr Zahlen sind, folgt aus der zweiten Linearitatsbedin-

gung von S
/ F()S (6

Da S zeitinvariant ist, gilt S(6,) = S(9), und damit

/_ O; F(1)S(6), dr

Hierbei ist S(J) = g die Impulsantwort des Systems. Damit gilt

[:fvmﬂh

/meMAﬂﬁ
[t

= (f=9)(t)
und damit S(f) = f*xg. O

bzw.

™
—
=
=
S~—"
I
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Wir haben damit gezeigt, dass es sich bei der Faltung und bei linearen zeitinva-
rianten Systemen um das selbe Konzept handelt. Dies ist der selbe Zusammen-
hang wie zwischen Matrizen und linearen Funktionen:

o FEine lineare Funktion f € R™ — R™ ist vollstdndig durch die Bilder der
kanonischen Basisvektoren bzw. durch die Matrix

A = (f(€1)7f(€2)”f(€7L))

beschrieben. Es gilt dann
fl@& = A% fiir alle ¥ € R™.

e Fin lineares zeitinvariantes System S ist vollstdndig durch die Impulsant-
wort

g = 509)
beschrieben. Es gilt dann

S(f) = fxg fiir alle f.

Der Dirac Impuls bei LTT Systemen entspricht den kanonischen Basisvektoren
bei linearen Funktionen, die Impulsantwort der Matrix. Man fragt sich natiirlich,
weshalb bei den linearen Funktionen n Funktionswerte f(€1),..., f(€,) zur Be-
schreibung erforderlich sind, bei LTI Systemen aber nur ein Funktionswert S(4).
Dies liegt an der zusétzlichen Forderung der Zeitinvarianz, die wir bei linea-
ren Funktionen ja nicht stellen. Wiirde diese bei LTT Systemen auch entfallen,
briauchte man zur vollstindigen Beschreibung eines solchen Systems nicht nur
den Funktionswert S(d) sondern S(d,) fiir alle 7.

Zeitinvarianz ist in den meisten Anwendungen aber gegeben. In den genannten
Beispielen bedeutet dies z.B. dass die elektonischen Bauteile nicht altern oder
dass sich die akustischen Eigenschaften des Raums nicht &ndern z.B. indem eine
Wand eingezogen wird.
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4.1 Beispiele fiir lineare zeitinvariante Systeme

In der Mathematik sind uns bereits diverse Funktionen von Funktionen begegnet
wie z.B. Ableitung. Die meisten davon sind linear und zeitinvariant und kénnen
daher durch eine Faltung mit einer Impulsantwort beschrieben werden.

Beispiel 4.3 (Identitit.)
Beginnen wir mit dem trivialen System S, das nichts tut, d.h.

S(f) = f, fir alle Funktionen f.

Dieses System ist linear und zeitinvariant, da

S(fi+f) = fitfe

= S(f1) +5(f2)
S(af) = af
= aS(f)
S(f) = [
= SN
Die Impulsantwort S(8) dieses Systems steht sofort da:
S@) = ¢
Da S(f) = f = ¢ folgt
fxo = f

was ja nichts anderes besagt, als das § das neutrale Element der Faltung
ist.
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Beispiel 4.4 (Verzogerung.)

Fast genauso einfach ist ein System, das die Eingabefunktion f nur um
einen bestimmten Betrag  verzogert.

sS(f) = 1

Mit der Zeitinvarianz und dem neutralen Element der Faltung gilt

S(f) = S(f=9)
= (f=0);
= f * (Sg.
Da das System eine Faltung mit J; durchfiihrt, muss es linear und zeit-

invariant sein. Seine Impulsantwort ist ;. Eine Verschiebung kann somit
durch Faltung mit einem verschobenen Dirac Impuls bewirkt werden.
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Beispiel 4.5 (Addition einer Konstanten.)

Ein System, das zur Eingangsfunktion f(¢) eine Konstante u # 0 addiert,
d.h.

ist nicht linear. Es gilt

S(fhi+f)t) = (fit+f2))+u

= flt)+ f2(8) +u
S(f)®) +S(f)t) = filt) +u+ fot) +u
= fi(t) + f2(t) + 2u.

Folglich kann es auch keine Funktion g geben mit f(¢) +u = (f * g)(u).

Das System ist aber zeitinvariant. Fiir alle ¢ gilt

[SUDIE) = filt) +u
fit—1)+u
(SO —1)
[S(HIz (©)-

Folglich ist
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Beispiel 4.6 (Verstarker.)

Ein System, das die Eingangsfunktion f(¢) mit einer Konstanten u multi-
pliziert, d.h.

S(f) = wuf

ist linear und zeitinvariant. Mit den Rechengesetzen der Faltung gilt S(f) =
f * (ud), d.h. das System fiihrt eine Faltung mit ud durch.

Beispiel 4.7

Sei S ein System, das die Eingangsfunktion f(¢) mit einer Funktion u(t)
multipliziert, d.h.

Das System ist immer noch linear:

S(fi+f2) = ulfi+f2)
= ufi +ufs
= S(fi) +S(f2)
S(af) = wulaf)
= a(uf)

aS(f).

Das System ist aber nicht mehr zeitinvariant:

[S(UfII @) = u(t)fi(t)

= u(t)f(t—1)
[S(H @) = [SHE—1)

= u(t—1)f(t—1).

Es gibt also keine Funktion g mit uf = f % g fur alle f.
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Beispiel 4.8 (Stauchung in Zeitrichtung.)

Ein System, das die Eingangsfunktion f(¢) in Zeitrichtung um Faktor u
staucht, d.h.

(SO = flut)

ist linear:

[S(fr+ )] () = (fi+ f2)(ut)
= fi(ut) + fa(ut)
= [S(A)] @)+ 5(f2) ()
= [S(fi)+5(f)] @)
[S(af)]l @) = (af)(ut)
= af(ut)
= a[S(N)] @)
= [aS(N] ().

Es ist aber nicht zeitinvariant: Verschiebt man zuerst und staucht dann,
erhilt man

fi
f1

[SUDIE) = filut)
= flut—1).
Den letzten Schritt erhilt man aus f;(t) = f(t —t) indem man auf beiden

Seiten ¢ durch wut ersetzt. Staucht man zuerst und verschiebt dann, erhalt
man

SAW = S -1
— fult - ).

Den letzten Schritt erhilt man aus [S(f)](t) = f(ut) indem man auf
beiden Seiten ¢ durch ¢ — { ersetzt.
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Beispiel 4.9 (Zeitumkehr.)
Das System, das die Eingangsfunktion zeitlich umdreht, d.h.

mit

ist linear:

[S(fi+ I = (fi+ f2)(=1)

= fi(=t) + f2(=1)
[S(f)I () + [S(f2)] ()
[S(f1) +S(f2)] ()
[Saf)l @) = (af)(=1)

af(—t)

alS(] ()

= [aS(N)] ()

Es ist aber nicht zeitinvariant. Aus

fity = flt—1)

erhélt man
fi(=t) = f(=t—1
und damit
[SUDI(E) = fi(=t) = f(=t—1)
Aus
[S(HI @) = f(-1)
erhélt man
[S(Hl (®) = [S(H](t—1)
= f(=(t—1)
= f(-t+1)
und damit
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Beispiel 4.10 (Differenzierer.)
Das néchste System ist die Ableitung

S(f) f

Die Linearitéat folgt direkt aus der Summenregel und der konstanten Faktor
Regel der Ableitung.

Sfhit+f) = (A+f)
= fitf
= S(f1) +S(f2)
S(af) = (af)
= af/
Das System ist auch zeitinvariant. Sei g(t) = t —  mit ¢’(t) = 1. Dann ist

fitty = flt—1)
= (fog)t)

Damit ist

[SUDI®) = (f)'(t)

= (fog)(¥)
= f(g(t)g'(t)
= flt-1
= [S(H -1

Das héatte man einfacher haben kénnen, wenn man sich klar macht, dass
es egal ist ob man eine Funktion erst ableitet und dann verschiebt oder
erst verschiebt und dann ableitet, d.h. (f'); = (f3)".

Die Impulsantwort S(§) dieses Systems ist
S@) = §.

Da S(f) = f = ¢’ folgt
fr= f=d.

Man kann eine Funktion also dadurch ableiten, dass man sie mit ¢’ faltet.

An dieser Stelle sollte man sich nochmal bewusst machen, dass é nur eine
Abkiirzung fir g. und Grenzwert ¢ — 0 ist. Die Gleichung

fo= fsd

gilt somit nur im geglatteten Bereich, d.h. wenn man auf der linken Seite
mit g. glattet und auf der rechten Seite § durch g. ersetzt. Man erhélt
dann

fl*gs = f*gé>

was sich leicht mit partieller Integration zeigen lasst.
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Beispiel 4.11 (Integrierer.)

Auch das bestimmte Integral kann als System betrachtet werden:

St = / f(r)dr

Damit liefert S(f) die Stammfunktion F von f mit F(—o0) = 0.
Laut Theorem 3.10 auf Seite 61 gilt

(f * o)t / fr

S(f) = [fro

Das System kann also durch eine Faltung mit Impulsantwort o realisiert
werden und ist damit LTI.

d.h.

Die Eigenschaften konnen aber auch direkt gezeigt werden:

[S(f1+ f2)] (t)

/_ (i + fo)(r)dr

| o)+ penar

/f1 dT+/ fa(T

= [S(f1) + S(f2)]
S () = / (af)()dr

_ a/_; F(r)dr

= [aS(M)I(@)

t
= / f(r—t)ydr Substitution v = 7 — ¢
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Beispiel 4.12 (Lineare DGL.)
Erinnern Sie sich noch an die linearen Differentialgleichungen von Kapitel
2.6?7 Nach einer Umbenennung der Variablen (sorry), erhalten wir die DGL
W@ +sObt) = fO), (o) =0

Wie immer interpretieren wir f(¢) als Eingabefunktion des Systems und
h(t) als Ausgabefunktion. Damit gilt S(f) = h genau dann wenn h die
Losungsfunktion des Anfangswertproblems mit rechter Seite f ist.

Dieses System S ist tatséchlich linear — daher der Name lineare DGL.

e Sei
S(f1) = h1 und S(fg) = hg.

Das heifit

Rt) +shi(t) = fi(t), hi(—o0) =

ho(t) + s(t)ha(t) = fa(t), ha(—00)=0.
Addiert man beide Gleichungen erhélt man

W(8) + ho(8) + s(Oha(B) + s(Dha(t) = f1() + f2(t)
(h1+ha)'(t) + s(t) (b + h2)(t) = (f1r+ f2)(1).

Damit ist h; + ho eine Losung der DGL mit rechter Seite fi + fo.
Weiterhin erfiillt h; + hg die die Anfangsbedingung

(hl + hg)(—OO) = hl(—OO) + hg(—OO) = 0.
Folglich gilt
S(fi+f2) = hi+hy = S(f1)+S(f2).

Wire als Anfangswert nicht Null festgelegt worden, wére das System
nicht linear, da hy + ho die Anfangsbedingung nicht erfillen wiirde.

e Sei
S(f) = hundacR.
Das heifit
B'(t) + s(t)h(t) = f(t), h(—o0)=0.
Multipliziert man beide Seiten mit a erhélt man
ahl/(t) + s(t)ah(t) = af(t)
(ah)'(t) + s(t)(ah)(t) (af)(t).

Damit ist ah eine Losung der DGL mit rechter Seite af. Weiterhin
erfillt ah die Anfangsbedingung

(ah)(—o0) = ah(—o0) = 0.
Folglich gilt
S(af) = ah = aS(f).
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¢ Das System ist jedoch nicht zeitinvariant: Das System wird u.a. durch
die Funktion s(t) beschrieben. Somit hdngen nicht nur Ein- und Aus-
gangssignal von der Zeit ab sondern das System selbst. Sei

S(f) = hundicR.

Dann ist

Wenn S zeitinvariant wére, miisste h; = S(f;) sein. Das heifit h;
miisste Losung des Anfangswertproblems mit rechter Seite f; sein,
also

hi(t) +s(hi(t) = fi(t), hy(—00) =0.
Dies ist aber nicht so. Gehen wir von S(f) = h aus, d.h.

B (t) +s(t)h(t) = f(t).

Da dies fiir alle ¢ gilt, kann man auf beiden Seiten ¢t durch ¢t — ¢
ersetzen und erhélt

W(t—1)+st—Dht—1) = ft—17)
Ri(t) + s ()R (t) = filt).

In dieser Gleichung steht aber s;(¢) an Stelle von s(t)!

Damit das System tatséchlich zeitinvariant ist, miisste s = s; sein fiir
alle £ und das klappt nur, wenn s(¢) konstant ist. Daher die wichtige
Klasse der linearen DGL mit konstanten Koeffizienten, die wir im
néchsten Beispiel betrachten.
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Beispiel 4.13 (Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten.) Kommen wir
zu den linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten aus Ka-
pitel 2.9 zuriick. Auch hier benennen wir die Variablen um und erhalten

anh™ () + an 1A () + ...+ agh(t) = f(1).
Damit die Losung h(t) eindeutig ist, fordern wir Anfangsbedingungen
h(—00) = h'(=00) = ... = h("D(—o0) = 0.

Damit erhalten wir wieder ein System S, das jeder rechten Seite f eine
eindeutige Losungsfunktion h zuweist, die die Anfangsbedingungen erfiillt.

e Sei S(fl) = hl und S(fg) = hg, d.h.
Sani?(t) = fi(t), h{P(—o0) =0firi=0,...,n~1
1=0
ST ain (1) = fo(t), hY(—o0) =0 firi=0,...,n~1
=0

Addiert man beide Gleichungen erhélt man

S b6+ Y ah$ ) = fi(0)+ fa0)
i=0 =0

n

Yoah’®) + 1) = AW+ HO)
1=0
S sl + 1)) = (it )0,
=0

Damit ist hy + ho eine Losung der DGL mit rechter Seite fi + fs, die
die Anfangsbedingungen

(h1 4 hg)®(=00) =0 fiir i =0,...,n—1
erfiillt. Folglich ist S(f1 + f2) = h1 + ho = S(f1) + S(f2).
o Sei S(f) =hund u € R, d.h.
> aih(t) = f(t), h(—00)=0firi=0,...,n—1
i=0

Multipliziert man beide Seiten mit u erhélt man

wY ah(t) = uf(t)
1=0

> a0 = uf().
i=0
Damit ist uh eine Losung der DGL mit rechter Seite uf, die die
Anfangsbedingungen
(uh)®(—o00) = 0 fiir i = 0,...,n — 1
erfiillt. Folglich ist S(uf) = uh = uS(f).
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e Die Zeitinvarianz ist jetzt Dank der konstanten Koeffizienten auch
erfiillt. Sei S(f) = h und £ € R, d.h.

> aihP(t) = f(t), hD(0)=0firi=0,...,n—1.
1=0

Da diese Gleichung fir alle ¢ gilt, kann man auf beiden Seiten ¢ durch
t — £ ersetzen und erhalt

Sah—i) = fle—
1=0
doah?(t) = i),

Damit ist h; eine Losung der DGL mit rechter Seite f;, die die An-
fangsbedingungen

@) N0 PO N () VI _
hi'(—00) = W (—oc0 =) = h)(-00) = 0

fir i = 0,...,n — 1 erfiillt. An dieser Stelle wird klar, dass man die
Startwerte bei t = —oo festlegen muss damit das System zeitinvariant
ist. Folglich ist

S(f;) = hy = S(f)s-
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4.2 Abschlusseigenschaften von linearen zeitinvarianten Sy-
stemen

Da ein LTT System nichts anderes tut, als die Eingangsfunktion mit seiner Im-
pulsantwort zu falten, iibertragen sich alle Eigenschaften der Faltung auf LTI
Systeme. LTI Systeme kann man auf vielfaltige Weise zusammenschalten und
das Ergebnis ist wiederum ein LTT System. Diese Abschlusseigenschaften werden
nachfolgend untersucht. Weiterhin wird gezeigt, dass beim Hintereinanderschal-
ten von LTI Systemen die Reihenfolge keine Rolle spielt.

Theorem 4.14 (Abgeschlossenheit unter Addition)
Sind S und Sy zwei LTI Systeme, dann ist auch das System S7 + Sa,
definiert durch

(S1+82)(f) = Si(f) + Sa2(f)

wieder LTI.

Beweis. Da S; und So LTI sind, existieren laut Theorem 4.2 Funktionen g;
und g2 so dass

S(fi) = f*xan
S(f2) = fxge
Damit ist
(S1+82)(f) = Si(f)+S2(f)
= f*xg+[f*ge
= f*(g91+92)
Mit g = g1 + g2 gilt somit
(S1+8)(f) = fxyg
und damit ist S7 + S nach Theorem 4.2 LTI. [J

Theorem 4.15 (Abgeschlossenheit unter skalarer Multiplikation)
Ist S ein LTI System und a € R, dann ist auch das System a.S, definiert
durch

(@S)(f) = aS(f)

wieder LTI.

Beweis. Da S LTT ist, existiert laut Theorem 4.2 eine Funktionen g so dass
S(f) = [fxg
Damit ist
(@S)(f) = aS(f)
a(f *g)
[ (ag).
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Folglich ist a5 nach Theorem 4.2 LTI. O

Theorem 4.16 (Abgeschlossenheit unter Komposition)
Sind Sy und So zwei LTI Systeme, dann ist auch das System Si o S,
definiert durch

(S1082)(f) = S1(S2(f))
wieder LTI.

Beweis. Da S; und S; LTI sind, existieren laut Theorem 4.2 Funktionen ¢y
und go so dass

S(fi) = f*xan
S(f2) = fxge
Damit ist
(S1082)(f) = Si(52(f))
= Si(f*g2)

= (f*92)*q
= f+*(g2*g1) Faltung ist assoziativ.

Mit g = g2 * g1 gilt somit

(S108)(f) = fxg
und damit ist S7 o Sy nach Theorem 4.2 LTI. O

Die Hintereinanderschaltung zweier LTI Systeme ist somit wiederum LTI. Tat-
séchlich spielt aufgrund der Kommutativitdt der Faltung die Reihenfolge der
Hintereinanderschaltung keine Rolle, d.h. die Komposition von LTI Systemen
ist kommutativ. Das ist iiberraschend, da die Komposition von Funktionen ja
nicht kommuitativ ist!

Theorem 4.17 (Komposition von LTI Systemen ist kommutativ.)
Sind Sy und Sy zwei LTI Systeme, dann gilt

S]_OSQ == SQOS]_.

Beweis. Da S7 und So LTI sind, existieren laut Theorem 4.2 Funktionen g;
und g5 so dass
S(fi) = fxqn
S(f2) = fxgo
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Damit ist
(S109)(f) = Si(S2(f))
= (fxg)*an
= fx(g2+¢1) Faltung ist assoziativ
= fx*(g1%¢g2) Faltung ist kommutativ
= (fxg1)+ge Faltung ist assoziativ
= 52(51(f))

= (52051)(f)|:|
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4.3 Anwendungsbeispiel aus der Mechanik

An einem Massestiick m sei eine Feder mit Federkonstanten D angebracht.

Zum Zeitpunkt ¢ befindet sich die Masse an Position h(t), das Ende der Feder
bei f(t). Ziel ist es, h(t) in Abhéngigkeit von f(t) zu berechnen. Der Einfachheit
halber sei angenommen, dass f(t) = h(t) = h'(t) = 0 fiir ¢ < 0 und die Feder
Ruhelédnge Null habe. Damit ist die Kraft, die auf das Massestiick wirkt D(f(¢)—
h(t)) und mit dem Trigheitsgesetz gilt

mh'(t) = D(f(t) - h(t)).

Dies fiihrt zu einer linearen, inhomogenen DGL zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

mh' (t) + Dh(t) = DFf(t).

Nun koénnen wir zwar die homogene DGL l6sen, haben aber keinen Ansatz fir
die inhomogene. Mit etwas physikalischem Grundverstédndnis erkennt man aber,
dass das System linear und zeitinvariant ist, d.h. es gilt

h = fxg

wobei g die Impulsantwort ist.

Feder f Masse h = f*g

Das Problem reduziert sich also darauf, die Impulsantwort zu bestimmen: Wenn
f(t) = 46(t), dann ist h(t) = g(t) die Impulsantwort. Ersetzt man in obiger DGL
f durch § und h durch g, erhélt man

mg"(t)+ Dg(t) = Di(t).

Leider haben wir bislang auch keinen Ansatz wenn die rechte Seite ein Dirac
Impuls ist. Genau fiir solche Zwecke benétigen wir die Laplace Transformation
(siehe Beispiel 7.34 auf Seite 167). Ich verrate Thnen daher einfach, dass

g(t) = wo(t)sin(wt), w = \/P/m.

Im Prinzip ist das nicht iiberraschend: Wenn man die Feder einmal kurz und
weit auslenkt, wird das Massestiick in eine Schwingung mit seiner Eigenfrequenz
w um die Ruhelage versetzt und zwar sinusférmig, da es zum Zeitpunkt ¢ = 0
ja an der Stelle g(0) = 0 sein muss und Spriinge aufgrund seiner Trigheit nicht
moglich sind.
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Uberzeugen wir uns nun aber, dass diese Funktion g(t) tatsichlich o.g. DGL
16st. Hierzu muss man die ersten beiden Ableitungen von g berechnen:

Jt) = wlo/(t)sinwt) + oty cos(wt))
= w(d(t)sin(wt) + o(t)w cos(wt)) .

An dieser Stelle erinnern wir uns wieder an Theorem 3.26. Damit gilt

d(t)sin(wt) = d(t)sin(w0)

Folglich ist

Nochmal ableiten ergibt

g'(t) = w?(o'(t)cos(wt) — o(t)wsin(wt))

= w*(§(¢) cos(wt) — o(t)wsin(wt))

= w?(6(t) cos(w0) — o(t)wsin(wt))
w=o

(t) — w?o(t) sin(wt).

Einsetzen in die DGL ergibt

mg”(t)+ Dg(t) = mw?d(t) — mwio(t)sin(wt) + Dwo(t) sin(wt)
= Di(t) — o(t)(—Dwsin(wt) + Dw sin(wt))
Di(t),

d.h. die Funktion g¢(t) ist tatséchlich Losung der DGL. Die Position h(t) des
Massestiicks kann nun fiir beliebiges f(t) durch Faltung mit der Impulsantwort
g(t) berechnet werden.

ht) = (f*9)®)
/ f(t — Two (1) sin(wr)

/ f(t = 7)sin(wr)dr.
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4.4 Ubertragungsfunktion eines linearen zeitinvarianten
Systems

Lineare zeitinvariante Systeme zeigen ein besonders einfaches Verhalten, wenn
das Eingangssignal f(¢) eine harmonische Schwingung mit Kreisfrequenz w ist.
In diesem Fall ist ndmlich auch das Ausgangssignal h(t) eine harmonische Schwin-
gung mit gleicher Kreisfrequenz w. Wir zeigen dies anhand einer komplexen
Schwingung.

Sei S ein lineares zeitinvariantes System mit Impulsantwort g und
f(t) = et

Dann ist

>
=
~—

|
2
~
=
—~
=

= g(r)f(t —T)dr

g(T)ej“’(t_T)dT

|
—
g 8

oo . .
/ g(T)e?¥te 79T dr
— 00

. 0 .
= ej“’t/ g(T)e 7“7 dr
— 00
G(w)
= G(w)elvt.

Da G(w) eine Konstante, d.h. unabhingig von ¢ ist, ist h(¢) wiederum eine
komplexe Schwingung mit Kreisfrequenz w. Der Faktor G(w) bewirkt lediglich,
dass die Schwingung um Faktor |G(w)| verstarkt und um Phasenwinkel <G(w)
verschoben wird, die Frequenz w bleibt jedoch gleich.

Die so entstandene Funktion G(w) nennt man Ubertragungsfunktion des linea-
ren Systems. Wie oben gezeigt, ldsst sie sich aus der Impulsantwort berechnen
durch

Glw) = /jo (BTt dt.

Dies ist bereits ein Beispiel fiir eine Fourier Transformation, die im Kapitel 6
ausfiihrlich behandelt wird.
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5 Fourier Reihen

In diesem Abschnitt wird eine T-periodische Funktion in eine Uberlagerung
von einfachen harmonischen Schwingungen zerlegt. Die Frequenzen der Schwin-
gungskomponenten sind dabei ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz w =
27/7. Man spricht daher von einer Zerlegung in Grund- und Oberschwingungen.
Dies hat zahlreiche Anwendungen:

e Die Amplitude, mit der bestimmte Oberschwingungen auftreten, sagen
viel iiber die vorliegende Funktion aus. Dies wird z.B. in der Rontgen-
spektroskopie oder der automatischen Spracherkennung verwendet.

e Mathematisch sind harmonische Schwingungen viel einfacher zu behandeln
als allgemeine periodische Funktionen, man denke z.B. an die komplexe
Wechselstromrechnung. Mit Hilfe der Zerlegung kann man jede Schwin-
gungskomponente einer komplizierteren periodischen Funktion separat be-
handeln und die Ergebnisse anschlieBend wieder iiberlagern.

Vorwiegend werden Fourier Reihen zur Analyse von zeitabhdngigen Funktionen
verwendet. Die Funktionsvariable wird daher im Folgenden mit ¢ bezeichnet
anstatt wie bisher mit x.

5.1 Harmonische Schwingungen

Die “Bausteine” aus denen wir eine periodische Funktion zusammensetzen wer-
den sind harmonische Schwingungen. Dies sind einfache Cosinusfunktionen mit
einer bestimmten Frequenz, Amplitude und Phasenverschiebung.

Definition 5.1 (Harmonische Schwingung)
Eine Funktion f € R — R heifit harmonische Schwingung wenn es A,w €
Ry und ¢ € [0,2n] gibt so dass

fit) = Acos(wt+ @)

fiir alle t € R. Hierbei heiBt A Amplitude, w Kreisfrequenz und ¢ Pha-
senwinkel der Schwingung.

Harmonische Schwingungen lassen sich mit komplexen Zahlen wie folgt darstel-
len.

Acos(wt +¢) = re(Ae? @)
= re(Ael?elvt)
(
(ze

e(ze“h) wobei z = Ael?

|
—

Jwt + Ze—jwt)

DN | =

Den Term ze?*? kann man sich in der komplexen Ebene veranschaulichen als
Zeiger z mit Linge A und Winkel ¢, der sich mit Kreisfrequenz w gegen den
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Uhrzeigersinn dreht. Entsprechend ist Ze™/“! der konjugiert komplexe Zeiger,
der sich mit gleicher Kreisfrequenz im Uhrzeigersinn dreht. Da die beiden Zeiger
konjugiert komplex sind, ergeben sie in der Summe natiirlich immer eine reelle
Zahl. Die Zeit fiir eine Umdrehung ist

Eine weitere, reelle Darstellungsmoglichkeit fiir harmonische Schwingungen ist
die sog. phasenwinkelfreie Darstellung. Durch Umformen erhélt man
Acos(wt 4+ @) = Are(e! @)
= Are(el?elt)
= Are((cos(p) + jsin(p))(cos(wt) + j sin(wt)))
A(cos(p) cos(wt) — sin(p) sin(wt))
= Acos(yp) cos(wt) + —Asin(ep) sin(wt)
—— ——

a b
= acos(wt) + bsin(wt).
Die Umrechnung in phasenwinkelfreie Darstellung ist somit
a = Acos(y), b = —Asin(p).
Die Riickrechnung geschieht durch

A = Va?+ b2, ¢ = arctan2(—b,a).

Bis auf das Minuszeichen sind dies die gleichen Formeln wie bei der Umrechnung
zwischen Kartesischen und Polarkoordinaten.

5.2 Aufgabenstellung

Die Aufgabenstellung besteht darin, eine T-periodische Funktion als gewich-
tete Summe von harmonischen Schwingungen darzustellen. Damit das klappt,
miissen diese Schwingungen ebenfalls T-periodisch sein. Thre Kreisfrequenzen
miissen daher ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz w = 27/T sein. Folgen-
des Theorem sagt aus, dass so eine Zerlegung immer moglich ist.

Theorem 5.2
Sei f(t) eine T-periodische Funktion und w = 27/T. Dann gibt es Ampli-
tuden Ay € RY und Phasen oy, € [0,27[ so dass

f@&) = Ao+ Z Ay, cos(kwt + )
k=1

fiir alle t, an denen f(t) stetig ist.

Die Summanden

Ay, cos(kwt + i)



5 FOURIER REIHEN 106

sind harmonische Schwingungen mit k-facher Grundfrequenz und heiflen Ober-
schwingungen. In der Musik bestimmen die Ay die Klangfarbe eines Instruments
wahren die Grundfrequenz w die Tonhohe festlegt. Der Summand Ag wird als
Gleichanteil bezeichnet.

5.3 Berechnung der Fourier Koeffizienten

Das Ziel besteht nun darin, fiir eine gegebene T-periodische Funktion f(t) die
Parameter Ay und ¢ zu berechnen. Hierzu ist die komplexe Darstellung vor-
teilhaft, da fiir komplexe e-Funktionen einfachere Rechengesetze gelten als fiir
reelle Cosinusfunktionen.

ft) = Ao+ Z Ay, cos(kwt + py;)
k=1

= Ao+ Zre(Akej"%ejkm)
k=1

oo
1 S -
= Ao+ S(Apelretet 1 AT ek

k=1
- 1

= ot ) me™ b me I = Ag, 2 = S Agel
k=1

o0 o0
= 20+ g zpe?et 4 g Zz_ge IRt =7
k=1 k=1

o —o0
= z0+ E Zkejkwt + § Zkejkwt
k=1 k=-1

Bei dieser Umformung wurden die komplexen Fourier Koeflizienten z; einge-
fiihrt:

20 ZAO

1 )
Zk:iAkejw Z_k = Zk, k=1,2,....

In einem komplexen Fourier Koeflizienten zj; steckt damit die Amplitude Ag
und die Phase ¢y der k-ten Oberschwingung:

Ak = 2‘2k|
v = <z, k=12,....

Die Fourier Koeffizienten mit negativem Index sind ledigliche konjugiert komple-
xe Kopien und werden nur mitgeschleppt, damit der Imaginérteil verschwindet.
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Im néchsten Schritt miissen nun die z; berechnet werden. Wir haben die Glei-
chung
o0

&) = > me* firallet

k=—o0

aufgestellt. In dieser Gleichung treten unendlich viele Unbekannte zj auf. Das
Ziel ist zunéchst, die Gleichung so umzuformen, dass nur noch eine Unbekannte
2y, fiir ein festes n darin auftritt. Hierzu werden zuerst beide Seiten mit e~7"«*
multipliziert:
o0
f(t)efjnwt _ Z Zkej(kfn)wt.
k=—o0

Auf der rechten Seite wurden e/*«te=inwt 7y ei(k=n)wt susammengefasst. Da
auf beiden Seiten die gleiche Funktion steht, bleibt die Gleichung erhalten wenn
auf beiden Seiten tiber eine Periode integriert wird. Aus einer Gleichung von

Funktionen wird dann eine Gleichung von Zahlen.

T T o
/ f(t)efjnwtdt _ / Z Zkej(kfn)wtdt
0 0

k=—oc0
00 T
= Z zk/ el (h—mwt gy
k=—o0 0

Auf der rechten Seite wurde die Linearitdt des Integrals ausgenutzt. Der ver-
bleibende Integrand ist eine Schwingung mit (k — n)-facher Grundfrequenz w.
Wird diese iiber eine Periode integriert, muss Null herauskommen! Die einzige
Ausnahme ist der Fall k = n. Berechnen wir dies ausfiihrlich.

e Fall 1: k = n.
T T
/ ei(k—n)wtdt _ / Ldt = T.
0 0
o Fall 2: k # n.
T
/ ej(k—n)wtdt _ # |:€j(k—n)wt:|T
0 Jk —n)w 0
1 .
- - jk—n)wT 1
jlk —n)w (c )
1 2mj(k—n)
- = iy n) _1
= Y
= 0
Damit erhélt man
T ) oo T
/ f(t)e*antdt — Z 2k / ej(kfn)wtdt
0 k=—00 0
ﬁ_/
J 0 fallsk#n
VT fallsk=n

= z,T
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Auf der rechten Seite der Gleichung verschwinden alle Summanden aufler dem
n-ten. Fir den Fourier Koeffizient z, gilt somit

1 T
— —jnwt
Zn T /0 f(t)e dt.

Ersetzt man auf beiden Seiten n durch k erhélt eine Formel zur Berechnung von
2kt

1 (7 .
o = T/o f(t)e Iktdt,

Anmerkung. Wenn Sie die Herleitung aufmerksam verfolgt haben, wissen
Sie, dass sich das Integral iiber eine Periode erstrecken muss. Wir haben hier
von 0 bis T ingegriert, hiatten aber genauso gut auch von a bis a + T inte-
grieren konnen fiir beliebiges a. Dies sieht man auch daran, dass der Integrand
f(t)e=7%t eine T-periodische Funktion ist.
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5.4 Vergleich mit Taylor Reihen

Die Zerlegung von f(t) in eine Fourier Reihe hat Ahnlichkeit mit der Zerle-
gung in eine Taylor Reihe zum Entwicklungspunkt £. Wir stellen die Ansétze
gegeniiber:

Taylor Reihe: Fourier Reihe:
oo > ik
0 = Sae-i FO = 3 a(e)
k=0 k=—00
_ Liwg _ LT ket g
ap = Ef (t) * = 5 ; f®)e )

Um die Ahnlichkeit zu verdeutlichen wurde e/%** = (e/“*)¥ umgeformt.
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5.5 Fourier Reihe einer Rechteckschwingung

Sei f(t) die im folgenden Bild dargestellte T-periodische Rechteckschwingung
wobei 0 < a < T/2.

ft)

Die Fourier Koeffizienten berechnen sich wie folgt:

2 L ' te Ikt gy
E = T, ft)e
T/2

- / F(t)eTbtdy

—T/2

%/a efjkwtdt
1 —jkwt] @
= ikl e ]ﬂl falls £ # 0
_ 21 W (e—jkwa - ejkwa)
—27
1 A
= —im(eﬂk““)

wk

1
= — sin(kwa)

wa sin(kwa)

T kwa
2
= Tasi(kwa).
Die hierbei verwendete si-Funktion ist definiert durch
. _ sin(@)/z  falls  # 0
si(e) = { 1 fallsz=0.

Fiir den oben ausgenommenen Spezialfall £ = 0 erhdlt man

1 /7 s
= — —Jw
20 T/o f(®)e dt

1 T
2a
T

2
= ?asi(()wa).
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Die Ausnahmebehandlung fiir & = 0 ist damit nicht nétig und man erhélt fir
alle k € Z die Formel
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5.6 Fourier Reihe des Impulszugs

Zum Schluss noch ein Beispiel fiir eine sehr ungewohnliche periodische Funktion,
die aus einer unendlichen Folge von Dirac Impulsen im Abstand T besteht.

ft)

Diese Funktion spielt eine zentrale Rolle in der digitalen Signalverarbeitung bei
der Abtastung einer zeitkontinuierlichen Funktion. Sei

i o(t —nT)

n=—oo

ein Impulszug mit Periodendauer 7. Anschaulich betrachtet ist f(¢) tiberall
Null aufler an den Stellen ¢, die ein ganzzahliges Vielfaches von T sind. Da der
Impulszug T-periodisch ist, kann man ihn in eine Fourier Reihe entwickeln:

Z zpel*t = 2or/T.

k=—o0

Die Fourier Koeffizienten z; berechnet man wie folgt:

I :
zg = ?/ f(t)e Tktdt

T/2
_ 7/ —jkwtdt
T/2
T/2
_ 7/ 7jkwtdt
T/2
1 T/2
= = )eldt
T T/2
1 T/2
B T T/2
1
T

Die Fourier Koeffizienten zj, des Impulszugs sind also alle gleich 1/7. Damit ist
die Fourier Reihe des Impulszugs

1 o0
- Jkwt
T Z € ’
k=—oc0
Da f(t) aus Dirac Impulsen besteht, gilt diese Gleichung nur im distributionellen
Sinn, siehe Definition 3.14 auf Seite 68. Der Grenzwert der unendlichen Summe
auf der rechten Seite existiert nicht in der Menge der Funktionen von R nach R.
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6 Fourier Transformation

6.1 Ubergang von Fourier Reihen zur Fourier Transfor-
mation

Nicht-periodische Funktionen. Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass
man eine T-periodische Funktion als Summe von harmonischen Oberschwingun-
gen mit Grundfrequenz w = 27/7 darstellen kann:

f&) = Ao+ Ajcos(kwt + or)
k=1

o0
= g zet ket

k=—o0

Interpretiert man die Gleichheit im distributionellen Sinn, ist sie auch an den
Stellen ¢ erfiillt wo f einen Sprung hat. Der k-te Fourier Koeflizient

2 = %Akej“"*’, k=1,2,...
enthélt die Amplitude und die Phase der k-ten Oberschwingung mit Frequenz
kw = wy,.
22

z
Z1 3

T Frequenz w

Legt man oben dargestelltes Bild zugrunde, kann man sagen, dass die Fourier
Koeffizienten auf der Frequenzachse den Abstand
27
Aw = Wk+1 — W = ?

haben.

Die komplexen Fourier Koeffizienten z; kann man durch

e :
2 = f/o f(t)e Irtat

berechnen. Damit gilt

T
2T = /f(t)e_jw’“tdt.
0
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Der Fourier Koeffizent zj enthélt hierbei Amplitude und Phase der Schwingungs-
komponente von f(t) mit Kreisfrequenz wy. Wir definieren nun eine Funktion
F an der Stelle wy, durch

F(wk) = ZkT.

Die Funktion F' ordnet also jeder Frequenz w; ihre zugehorige Amplitude und
Phase (mal T') als komplexen Zeiger zu. Somit gilt

Flwy) = /Of(t)e_j“”“tdt.

Bisher haben wir uns auf periodische Funktionen f(t) beschrankt. Eine nicht-
periodische Funktion kann man ebenfalls als periodische Funktion verkaufen,
wobei im Kleingedruckten steht, dass die Periodendauer eben sehr sehr lang
ist, d.h. T — oo und eine Periode von —oo bis co dauert. Dadurch lauft der
Abstand Aw = 27/7 gegen Null, d.h. die Fourier Koeffizienten riicken auf der
Frequenzachse immer n&her zusammen. Nach dem Grenziibergang kann man
somit fiir jede beliebige Frequenz w (und nicht nur fiir diskrete Frequenzen wy,)
einen “Fourier Koeffizienten”

F(w)= /jo f(t)e 3“tat

berechnen. Diese Funktion F'(w) heifit Fourier Transformierte der Funktion f(t).
Der gleiche Term ist uns auch schon auf Seite 103 als Ubetragungsfunktion eines
LTT Systems begegnet.

Um die Funktion f(¢) durch Riicktransformation aus F(w) zu erhalten, geht
man wieder von der Fourier Reihe aus.

f)y = Z 2 el Wkt

k=—o0
= l i 2 Telwrt
T
k=—o0
Mit
1 A
T = 2—: und 2T = F(wy)
erhalt man
1 = ,
f&) = — F(w)e? t Aw.
2w N————
k=—o0
g(wr)
Kiirzen wir der Ubersicht halber ab
glwr) = F(wp)ed*'

Dann ist
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g(w)

Interpretiert man nun g(wy) als Funktionswerte einer kontinuierlichen Funktion
g(w) an den diskreten Stellen wy, sieht man dass die Summe der Fldcheninhalt
unter g(w) ist, d.h.
1 o0
@) = g(w)dw

21 J o

fiir Aw — 0. Macht man die Ersetzung

gw) = F(w)e™
riickgéngig, erhélt man
f) = S OoF(o.))ej”tal(,u
21 J_ o '

Definition 6.1 (Fourier Transformation)
Die Funktion

Flw) = /_OC F(t)e-itat

heiit Fourier Transformierte von f(t). Umgekehrt heift

0 = 2 Pt

2 J_ o

inverse Fourier Transformierte von F(w).

Man schreibt hierfiir auch

Die Fourier Transformation bildet eine zeitabhéngige Funktion f(¢) auf eine fre-
quenzabhéingige Funktion F'(w) ab. Man spricht daher von einer Transformation
vom Zeitbereich in den Frequenzbereich.
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Aufspaltung in Real- und Imaginirteil. Man kann den Real- und Ima-
gindrteil von F(w) wie folgt separat berechnen:

Flw) /_ T fe-itat

[ f(t)(cos(wt) — jsin(wt))dt

/_00 f(¢) cos(wt)dt — j /_00 f(¢) sin(wt)dt
Aw) +jB(w)

wobei A, B € R — R mit

Alw) = /_OO f(¢) cos(wt)dt

S
£
I

_/:’0 f(¢) sin(wt)dt.

Da cos(wt) eine gerade Funktion ist und sin(wt) ungerade, folgt dass

Der Realteil von F(w) ist somit eine gerade Funktion, der Imaginérteil eine
ungerade. Hieraus folgt

F(-w) = A(-w)+jB(-w)
— A(w) - jBW)
= F(w).
Theorem 6.2
Ist F' die Fourier Transformierte der reellen Funktion f € R — R, dann
gilt

Dies ist nicht tiberraschend, da fir die Fourierkoeffizienten das entsprechende
Gesetz gilt:
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Symmetrien.

o Ist f(t) eine gerade Funktion, d.h. f(t) = f(—t), dann ist
f(#) cos(wt)

gerade und
f(#) sin(wt)
ungerade. Folglich ist B(w) = 0 und damit

o Ist f(t) eine ungerade Funktion, d.h. f(—t) = —f(¢), dann ist

f(t) cos(wt)
ungerade und
f(#) sin(wt)
gerade. Folglich ist A(w) = 0 und damit
F(w) = jB(w).

Theorem 6.3
Die Fourier Transformierte einer reellen geraden Funktion ist reell und
gerade.
Die Fourier Transformierte einer reellen ungeraden Funktion ist rein ima-
ginar und ungerade.

Beispiel 6.4 Sei

1 falls - T <t<T
ft) = { 0 sonst

Die Fourier Transformierte von f ist

/OO f(t)e 3«tat

—00

T
/ e IWt g
-7

= ﬁ [e_j“’t] :fT falls w # 0

F(w)

_ l —gjwT _ _jwT
L (gt _ o)

= =(2jsin(—wT)

[CRSEES

= — si T
- sin(wT)
= 2Tsi(wT)

F0) = L h f(t)dt = 2T = 2Tsi(0T)
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mit

. _ sin()/z  falls  # 0
si(z) = { 1 fallsz =0.
Damit ist

F(w) = 2Tsi(wT) fiir alle w.

Da f(t) gerade ist, ist F'(w) reell und gerade.
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6.2 Eigenschaften der Fourier Transformation

Theorem 6.5 (Linearitét)

Beweis. Aus der Linearitdt der Integration folgt

f@)+g(t) o—e /jo(f(t)Jrg(t))e’j”tdt

_ / T F@e it + /_ " gte ity
- Fw+Gw)

o—e / Ye Iwtqt
= u/ f(t)e I@tat
uF(w)

Theorem 6.6 (Zeitverschiebung)

ft—i) o—e F(w)e !

Beweis. Mit der Substitution 7 =t — # und dr = dt folgt

ft—1) o—e /jo F(t = DTt dt

— / f jw(‘r+t

/ f(T)e_j“”e_j‘”th

,Jwt / f 7]w7'd7_

— ]th

Theorem 6.7 (Frequenzverschiebung)

f(t)e?*t o—e F(w—&)
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Beweis. Durch Ersetzen von w durch w — @ in Definition 6.1 erhilt man

f(t)ejwt oo /‘X’ f(t)ej@te—jwtdt

_ / T pp)eieargy
Flw-o)

Theorem 6.8 (Modulationstheorem)

f(t) cos(t) o—e %(F(w—d))-l—F(w—%-d)))

Beweis. Mit

jot | —jot
(79" + 7791

N | =

cos(wt) =

gilt

f(t) cos(wt) o—e /_OO f(t) cos(t)e ™« dt

L N[ v [ s

— 00

= ;( /_ Z f(t)e I @@t 4 / h f(t)e‘j(w+“)tdt>

—00

(Flw—=@)+ F(w+)).

N =

Theorem 6.9 (Zeitumkehr)

f(=t) o—e F(-w)

Beweis. Mit der Substitution 7 = —t und dt = —dr folgt

f(=t) o—e /OO f(ft)e’j‘*’tdt

= /_°° f(r)e 1Ty
F(-w).

Theorem 6.10 (Zeitdehnung)

f(at) o—e ip<f)

la]” \a

Anschaulich bedeutet dies, dass wenn sich ein Signal “verlangsamt”, die in ihm
auftretenden Schwingungen tiefere Frequenzen annehmen. Wenn eine Saite a
mal langsamer schwingt, entsteht eben ein Ton mit a mal tieferer Frequenz.
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Beweis.

e Falls a > 0 erhédlt man mit der Substitution 7 = at und dt = dr/a

flat) o—e /OO f(at)e™ 7« at

— —jw‘r/aid
/_Oo f(r)e P

L™ pmeitw/ar
= - flre™ dr

a — 00

Ip (%).
a \a
o Falls a < 0 wendet man wieder die Substitution 7 = at und dt = d7/a

an, muss aber beachten, dass sich die Integrationsgrenzen umkehren
da aco = —o0!

flat) o—e /jo flat)e I at
= /OOOO f(T)efj‘”/a%dT

1 [ ,

_Z / f(T)e_j(‘”/“)TdT
a J_ o
1 w

~F(5)

1 1/a fallsa >0
la] | —1/a fallsa <0

Da

folgt in beiden Féllen

flat) o—e i|F (£).

la a

Theorem 6.11 (Differentiation im Zeitbereich)

fM@) o—e (jw)"F(w)

Beweis. Aus der Definition 6.1 der inversen Fourier Transformation

1 [ -
f) = — F(w)e!“'dw
2 J_ o
folgt durch n-fache Ableitung nach t auf beiden Seiten

1 o

o) = (jw)" F(w)e’" duw.

2 J o

Auf der rechten Seite steht die inverse Fourier Transformierte von

(jw)"F(w)
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und damit gilt

F(E) o—e (jw)"F(w).

Theorem 6.12 (Differentiation im Frequenzbereich)

(—jt)"f(t) o—e FM(w)

Beweis. Aus der Definition 6.1 der Fourier Transformation
Flw) = / F(t)e I9tdt

folgt durch n-fache Ableitung nach w auf beiden Seiten

FOW = [ (i me

Auf der rechten Seite steht die Fourier Transformierte von
()" f(t)

und damit gilt

(—jt)"f(t) o—e F™M(w).
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Theorem 6.13 (Faltung im Zeitbereich)

(fxg)t) o—e F(w)G(w)

Beweis.

Fea)t) = /_°° £t~ 7)g(r)dr

o—e /_O:o (/_O; ft— T)g(T)dT> eIt dt

_ /too_oo / io_oo F(t = m)g(r)e Tt drdt

N /OOoo /t“’oo [t —7)g(r)e 7 dtdr
— [ o [T e

F(w)e—iwt

_ /T T P dr

=—00

oo

= P [ e

=—00

= F(w)G(w).

Beim Schritt von der dritten auf die vierte Zeile wurde die Reihenfolge der
Integrale vertauscht. Dies ist aufgrund der Linearitit des Integrals zuléssig
sofern die Integrale existieren (Satz von Fubini).

Von der fiinften auf die sechste Zeile wurde die Verschiebung im Zeitbe-
reich (Theorem 6.6)

fit—71) o—e F(w)e %7

ausgenutzt.



6 FOURIER TRANSFORMATION 124

Theorem 6.14 (Faltung im Frequenzbereich)

fg(t) o—e S (FG)w)

Beweis. Der Beweis ist analog zum Beweis der Faltung im Zeitbereich.

1 1 e
—(F = _ Flw—
27r( * G)(w) o | (w—u)G(u)du
e—O i > i/oo F( — )G( )d jwtd
o )\ /) w—u)G(u)du ) e dw
1 oo oo .
— F _ Jwt
o) ) (w—u)G(u)e?*" dudw
= # L F(w —u)G(u)e’ dwdu
= o[ G [ R wetav
= o) u) 5= s w—w)e’* dw du
Fper
-1 h G(u) f(t)e! " du
27 uU=—00
1 > jut
=  fit)— G(u)e’" du
27 U=—00

= f®)g®).
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Theorem 6.15 (Satz von Plancherel)

o0 - 1 [e'e) -
/_Oof(t)g(t)dt = 5 _OOF(w)G(w)dw.
Beweis. Aus
f)y = % O;F(w) ot g,
und
| swesa — [ e
= /00 g(t)e—wtdt
= Gw)
folgt

[ s - / (f 1F(w)€j%) g0

= // ej“’tdwdt
= —/ / e]“’tdtdw

= 277 wF(w)G(w)dw.

Theorem 6.16 (Parsevalsche Gleichung)

/Z| (t)]2dt = 7/ w)|2dw

Beweis. Die Aussage folgt aus dem Satz von Plancherel fiir g(t) =

[ swpa = [ 5w

_ % _O:C F(w)F@)dw

1 o0
= 5 700\F(w)|2dw.

f(t).
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In Kapitel 3.4 haben wir Funktionen durch Faltung mit g. gegléittet. Aus den
Eigenschaften von g. und der Parsevalschen Gleichung folgt, dass

/Zﬁmﬁ

endlich ist. Aus der Parsevalschen Gleichung folgt damit, dass auch

1 o0

2 ) o

|G (w)|?dw

endlich ist. Damit muss

S Ge) =0
sein. Die Faltung mit g.(¢) im Zeitbereich bedeutet Multiplikation mit G.(w) im
Frequenzbereich. Die Glattung bewirkt folglich, dass hohe Frequenzen mit einem
kleinen Faktor multipliziert werden, was einem Tiefpassverhalten entspricht.
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6.3 Fourier Transformierte spezieller Funktionen

Theorem 6.17 (Dirac Impuls)

o(t) o—e 1.

Beweis. Die Ausblendeigenschaft besagt §(t) f(t) = §(t) £(0). Mit f(t) = e~ I«
folgt

5(t) o—e /_OO S(t)e Itdt

= /Oo 5(t)eldt

— 00

= 1

Damit kann der Einheitsimpuls als inverse Fourier Transformierte der konstan-
ten 1-Funktion beschrieben werden.

Theorem 6.18 (Spektralzerlegung des Dirac Impulses)

1 [~
o) = o _Ooe]“’tdw.

Diese Gleichheit gilt nur im distributionellen Sinn, d.h. nach Faltung mit g..
Ohne diese Glattung wiirde das uneigentliche Integral auf der rechten Seite
nicht existieren.
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Theorem 6.19 (Konstante Funktion)

1 o—e 27i(w)

Beweis.
2m6(w) e—o0 i/ 216 (w)e?“ dw

21 J_
= / §(w)e?tduw

/ §(w)eldw
1

Anschalich ist das auch ziemlich einleuchtend: Eine Konstante Funktion hat
iiberhaupt keine Schwingungskomponenten, aufler der “Schwingung” mit Kreis-
frequenz Null.
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Theorem 6.20 (Signumsfunktion)

. 2/jw  fallsw #0
sign(t) { 0 falls w =0

Beweis. Die Signumsfunktion ist wie folgt definiert:

-1 fallst<0
sign(t) = 0 fallst=0
1 fallst>0

Gesucht ist die Fourier Transformierte Sign(w) von sign(¢). Es gilt
sign’(t) = 24(t).

Fourier Transformation auf beiden Seiten unter Verwendung der Ablei-
tungsregel im Zeitbereich ergibt

jwSign(w) = 2.
Fir w # 0 gilt somit
2
Sign(w) = o
Die Berechnung von Sign(w) im Spezialfall w = 0 ist wie folgt. Aus
sign(t) +sign(—t) = 0
folgt
Sign(w) + Sign(—w) = 0.
Im Spezialfall w = 0 erhdlt man
Sign(0) + Sign(0) = 0
und damit Sign(0) = 0, d.h.

. 2/jw  falls w#£ 0
sign(t) o—s { 0 fallsw =0.
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Theorem 6.21 (Einheitssprung)

1
o(t) o—e j—w+7r5(w)

Beweis. Man kann die ¢ Funktion durch die sign-Funktion ausdriicken:

1 1
o(t) = isign(t)—ki

Mit dem vorigen Theorem und 1 o—e 27§(w) gilt

1
o(t) o—e j—w+7r5(w).

Man sollte hierbei préazisieren, dass der erste Summand 1/jw Null sein soll
im Spezialfall w = 0.

Ohne Verwendung der Fourier Transformierten von sign(¢) kann man den
Beweis wie folgt fithren. Sei

o(t) o—e S(w).

Mit

und der Ableitung im Zeitbereich folgt durch Fourier Transformation auf
beiden Seiten

jwS@) = 1,
d.h.
1.
Sw) = — firw#0.
w
Aus
1 furt#0
ot)+ol=t) = {2 fﬁrtio
folgt

S(w)+ S(—w) = 27d(w)

da der Ausreifier an der Stelle ¢ = 0 im Fourier Integral keine Rolle spielt.
Fiir w = 0 erhilt man

S(0)+S(0) = 276(w)
S(0) = 7wé(w).
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| fwdn = @i

eine Stammfunktion von f(¢) ist und die Fourier Transformierte von o(t) nun
bekannt ist, ldsst sich mit dem Faltungssatz eine Korrespondenz fiir die Inte-
gration im Zeitbereich beweisen.

Theorem 6.22 (Integration im Zeitbereich)

t fw)du o—e (1 4 m6(w)) F(w).
/. (5 7o)

Jw

Beweis.
/_ fwdu = (0% f)(t)

o e (Ji + Wé(w)) Flw).
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6.4 Fourier Transformierte von periodischen Funktionen

Zunéchst berechnen wir die Fourier Transformierte von e?%t. Laut Theorem 6.19

gilt

1 o—e 27i(w).

Verschiebung um & im Frequenzbereich fiihrt laut Theorem 6.7 zu einem Faktor

e7%t im Zeitbereich und man erhélt

%t o—e 2m6(w — D).

Nun kann man leicht die Fourier Transformierte der sin- und cos-Funktion be-

rechnen:
1, .. L
cos(wt) = 5 (7" + 779
1
o—e 5 (2mé(w — @) + 2mo(w + @))
= 1(0(w—&)+0(w+a))
N Lo —j&
sin(wt) = % (798 — 779t
1
o—e 2—j(27r5(w—o§) =210 (w + ))

= —jr(d(w - ©) — 8w+ &)

Theorem 6.23 (Fourier Transformierte periodischer Funktionen)

et o—e 2rd(w— D)
COS((:Jt) o—e 71'((5((4) _C(A.)) +(5(w+d}))
sin(0t) o—e —jr(f(w — @) —d(w+ X))
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Aufgrund der Linearitdt der Fourier Transformation kann man nun die Fourier
Transformierte von Fourier Reihen berechnen:

Theorem 6.24 (Fourier Transformierte von Fourier Reihen)
Ist f(t) eine T = 27/e-periodische Funktion mit Fourier Reihe

f(t)z i Zkejkwt

k=—o00

dann gilt

ft) o—e 21 > zd(w — k)

k=—o

Die Fourier Transformierte einer periodischen Funktion mit Grundfre-
quenz @ besteht somit aus Dirac Impulsen der Intensitét 2wz, an den
Stellen k.

F(w)
A
2mz_q 2121

2mz_2 U 2Ty
0

e
&
|
S
& 1
[\
E)
w
&>
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6.5 Dualitatsprinzip der Fourier Transformation

Es ist eine reine Konvention, die Funktionsvariable im Zeit- bzw. Frequenzbe-
reich mit ¢ bzw. w zu bezeichnen. Dies ist zwar oft niitzlich, kann aber auch
falschlicherweise den Eindruck erwecken, dass manche Eigenschaften von Funk-
tionen nur gelten, wenn die Funktionsvariable als Zeit bzw. als Frequenz inter-

pretiert wird. Wir verwenden deshalb jetzt die “neutrale” Variable x statt ¢ oder
w.

e Die Fourier Transformierte der Funktion f ist

/_Z f(t)e 9“tdt.

Wird die Integrationsvariabele ¢ in 4 umbenannt, erhédlt man

/_ Z F(u)e=i“" du.

Dies ist eine Funktion von w. Soll die Funktionsvariable der Fourier Trans-
formierten x heiflen, muss man w durch x ersetzen und erhélt

[ O; F(w)e I du.

o Bisher wurden Funktionen im Bildbereich mit Gro3buchstaben bezeichnet.
Auch das ist reine Notation, auf die wir nun verzichten. Die inverse Fourier
Transformierte einer Funktion f (bisher F') ist

i/OO f(w)ed“tdw.

2m J_

Die Integrationsvariable w wird wieder in © umbenannt und man erhalt
L /DO fu)ed* du.
2 J_ o

Dies ist eine Funktion von ¢. Soll die Funktionsveriable der inversen Fourier

Transformierten nun wieder x heiflen, muss man ¢ in £ umbenennen und
erhalt

1 oo .
Jjru
o [m flw)e?™du.

Insgesamt erhalt man damit

fo) o= [ Zf(u)e‘”“du

F(x)
f(z) e—o %/700 fu)e?™ du .
S —

F(-z)
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Wenn also
f(z) o—e F(x)
dann ist
fl#) e—o 5 F(-a)
or in einer Zeile
S F(-x) o—s [(x) o—s F(x)

Die Fourier Transformierte und die inverse Fourier Transformierte einer Funkti-
on f sind also identisch bis auf einen Faktor 27 und Spiegelung. Deshalb gelten
alle Eigenschaften der Fourier Transformation mit kleinen Anderungen auch fiir
die inverse Fourier Transformation. Diese Beobachtung heifit Dualitdtsprinzip.

Definiert man F'~(z) = F(—x), kann man die Funktionsvariable = ganz weglas-
sen und erhalt

i F~ o—e f o—e F.

27
Tatséchlich ist das die korrekte Schreibweise, da die Fourier Transformation ja
eine Operation auf Funktionen f bzw. F' ist und nicht auf Funktionswerten f(x)
bzw. F(z). Man kann dieses Ergebnis auch so lesen, dass wenn man eine Funk-
tion zwei Mal Fourier transformiert, die Funktion lediglich mit 27 multipliziert
und gespiegelt wird.

Benennt man jetzt die Funktionsvariable wieder mit ¢ bzw. w um zu verdeutli-
chen, dass Zeit bzw. Frequenz gemeint ist, erhédlt man folgendes Theorem.

Theorem 6.25 (Dualitatsprinzip)
Wenn

dann

1
Jw) e—o —F(-1)
™
In der unteren Formel wurde f fiir die Funktion im Frequenzbereich und
I im Zeitbereich verwendet, was gegen die Konvention verstoft, aber
natiirlich reine Notation ist.

Das Dualitétsprinzip kann nun angewandt werden, um weitere Fourier Trans-
formierte von Standardfunktionen zu berechnen.

Theorem 6.26

1 o
T o —jmsign(w)
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Beweis.
In Theorem 6.20 auf Seite 129 wurde

i 2
sign(t) o—e —
Jw
hergeleitet. Mit dem Dualitdtsprinzip folgt
. 1 2 1
sign(w) &0 — — = ——
2 —jt gt

Multipliziert man beide Seiten mit dem konstanten Faktor —jm, erhalt
man

1 .
T o —jmsign(w).
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6.6 Abtastung, Aliasing und Signalrekonstruktion

Dieses Kapitel gibt einen Ausblick auf eine wichtige, praktische Anwendung der
Fourier Transformation in der digitalen Signalverarbeitung.

Abtastung. Um cine zeitkontinuierliche Funktion f(¢) in einem digitalen Rech-
ner verarbeiten zu kénnen, muss sie zunéchst abgetastet werden. Man betrachet
also nur noch Funktionswerte zu Zeitpunkten nTs wobei T das Abtastinterval
ist. Der Index s steht hierbei fiir “sampling”, das Englische Wort fiir Abtastung.
Um die mithsam erarbeitete Theorie dieses Kapitels ausnutzen zu koénnen, be-
werkstelligen wir die Abtastung, indem wir f(¢) mit einem Impulszug

p(t)= Y o(t—nTy)

n—=—oo

multiplizieren. Der Impulszug ist eine Ts-periodische Funktion und wurde in
Kapitel 5.6 auf Seite 112 als Fourier Reihe beschrieben. Die Fourier Koeffizienten
von p(t) sind alle gleich 1/Ts und man erhélt

I = pos 2m
p(t):ik; e’ ; ws:i~

Multipliziert man das zeitkontinuierliche Signal f(¢) nun mit dem Impulszug,
erhdlt man ein neues (immer noch kontinuierliches) Signal f,(t), das ebenfalls
aus einer Folge von Impulsen besteht.

fo(t) = f(t)p(t)
= f(t) > 6(t—nTy)

n=—oo

= ) [t —nTy)

= ) f(nTy)é(t —nT)

Wie erwartet spielen also nur noch die die Funktionswerte von f zu den Abtast-
zeitpunkten t = nTy eine Rolle. Diese Abtastwerte konnen nun in Form einer
Folge

fn = f(’/ng)

verarbeitet werden.
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Aliasing. Wie spiegelt sich die Abtastung von f(t) im Frequenzbereich wider?
Verwendet man die Fourier Reihe des Impulszugs, erhalt man

B0 = FEp)
= g Y e

S k=—o00
= LS pggernet
T, &

Die Fourier Transformierte Fj,(w) von f,(¢) erhdlt man mit dem Frequenzver-
schiebungstheorem 6.7 auf Seite 119:

ft)e’t o—e F(w—).

Mit & = kw,s und der Linearitdt der Fourier Transformation erhélt man

folt) o—e Ti > Flw—kw,) = Fp(w).
S k=—00

Wie lasst sich dieses Ergebnis interpretieren? Nun,
F(w — kws)

ist die Fourier Transformierte F'(w) der urspriinglichen Funktion f(t) um kws
verschoben. Die Summe -
Z F(w — kws)

k=—oc0

bedeutet, dass unendlich viele Kopien von F(w) jeweils um w, verschoben ne-
beneinander gesetzt werden. Wenn sich die Kopien iiberlappen, wird im Uber-
lappungsbereich aufsummiert. Man kann dann F(w) nicht mehr einfach durch
Ausschneiden entnehmen. Dieses Phédnomen heifit Aliasing. Je grofier die Abtast-
frequenz wy ist, d.h. je mehr Abtastwerte pro Sekunde man betrachtet, umso
weiter liegen die Kopien von F(w) auseinander und umso unwahrscheinlicher
tritt Uberlappung ein. Halten wir also fest:

Abtastung mit Ty, o—e Periodische Fortsetzung mit wy

Es gibt tibrigens noch eine zweite Moglichkeit, die Fourier Transformierte F),(w)
von fp(t) zu berechnen. Ausgehend von

fo(t) = Z f(nT5)é(t — nTy)
kann man das Zeitverschiebungstheorem 6.6 auf Seite 119 anwenden und erhalt
5(t —nT,) o—e e Jonls
Mit der Linearitat der Fourier Transformation gilt dann

fot) o—e Y f(nT)e T = Fy(w).

n=—oo
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Man kann also Fj,(w) entweder direkt aus den Abtastwerten f(nT) berechnen
oder aus F(w):

Fplw) = i F(w — kwy)
k=—c0
= i f(nT)e 7erts

Aus beiden Darstellungen sieht man sofort, dass F,(w) periodisch mit Perioden-
dauer w; ist, d.h.
Fp(w+ ws) = Fp(w) fiir alle w.

Bandbegrenzte Signale Eine Funktion f € R — R heifit bandbegrenzt mit
Grenzfrequenz @ wenn

F(w) = 0 fur alle w mit |w| > @.

Anschaulich bedeutet dies, dass f(t) keine Schwingungskomponenten enthilt,
deren Frequenz oberhalb von @ ist.

Aliasing, d.h. eine Uberlappung der Kopien von F(w) im Frequenzbereich nach
Abtastung wird also vermieden, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

o Das Signal f(¢) ist bandbegrenzt mit einer Grenzfrequenz @.

o Fir die Abtastfrequenz w; gilt

ws > 2.

Diese Aussage wird auch als Abtasttheorem bezeichnet.

Signalrekonstruktion Nachdem die Abtastwerte im Rechner digital verar-
beitet wurden, soll nun aus den Abtastwerten eine zeitkontinuierliche Funktion
rekonstruiert werden. Diesen Schritt nennt man auch digital-analog Wandlung.
Wie oben gezeigt besteht die Fourier Transformierte von f,(t) aus einer un-
endlichen Wiederholung von Kopien von F(w). Wenn Aliasing vermieden wur-
de, geniigt es eine dieser Kopien auszuschneiden und mit der inversen Fourier
Transformation in den Zeitbereich zuriick zu transformieren. Hierzu verwendet
man einen sog. idealen Tiefpass, der im Frequenzbereich folgende Darstellung
hat T, falls |w] /2
s falls |w| < ws
H(w) = { 0 sonst.

Im Frequenzbereich ergibt die Multiplikation von H(w) und F,(w) die Fourier
Transformierte F'(w) der urspriinglichen Zeitfunktion f(w):

oo

Hw)Fy(w) = Hw)= Y Flw-kw,)

k=—o00
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t f . w
& o

fp(t) Fp(‘*’)
i H ‘ { | ’ Lt | | | | -
‘ - —Wg W W W
T, -2 5

() Fp(w)
. { ’rm S 1 w
— W, Ws | Ws ws

: T, 5|7

Abbildung 6.1: Oben: Banbegrenztes Signal f(¢) mit Grenzfrequenz @ und Fou-
rier Transformierte F'(w). Mitte: Abgetastetes Signal f,(t) = f(¢)p(¢). Die Ab-
tastfrequenz wy; = 27 /T ist groBer als 2@, daher kein Aliasing. Die Kopien von
F(w) tberlappen sich nicht. Unten: Abtastfrequenz wy ist kleiner als 20, daher
tritt Aliasing ein. Die Kopien von F'(w) tiberlappen sich.
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Beim letzten Schritt war essentiell, dass F'(w) bandbegrenzt mit Grenzfrequenz
ws/2 ist. Da im Rechner lediglich die Folge der Abtastwerte bzw. die Funkti-
on fp,(t) vorliegt, muss die Multiplikation mit H(w) im Zeitbereich ausgefithrt
werden. Mit dem Faltungstheorem 6.13 auf Seite 123 gilt

(fpxh)(t) o—e F(w)H(w).

Die inverse Fourier Transformierte h(t) von H(w) berechnet man wie folgt:

1 & .
h(t) = o) H(w)el* dw

TS wS/Q .

= — e/t dw
27T —L/Js/2
T. : ws/2

— S ]wt s
27T'jt [6 ]—wS/Z

_ % 2i (ejwst/2 4 efjwst/2>
wt 2j

— glm (ejwst/2)
Tt

wobei

si(z) =

sin(z)/z  falls x £ 0
1 falls x = 0

Damit kann man aus den Abtastwerten f(nTy) die zeitkontinuierliche Funktion
f(t) wie folgt rekonstruieren:

16 = (fprh)®)
( > f<nTs>6<t—nTs>> “h(t)

n=—oo

> F(nTy) (A(t) = 6(t — nTy))

= Z Ff(nTs)h(t — nTy)
O (7t —nT})
= n;mf(nTS)SI (Ts) .

Um also die analoge Funktion f an einer Stelle ¢ aus den Abtastwerten f(nTy)
zu rekonstruieren, miisste man alle Abtastwerte gewichtet mit der si-Funktion
aufsummieren. Dies ist praktisch natiirlich nicht moéglich. Da die si-Funktion
jedoch fiir betragsgrofie Argumente sehr klein wird, kann man die Summe auf
die Werte von n einschranken, fir die nT in der Ndhe von ¢ liegt.
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6.7 Fourier Transformierte der Gauf3ischen Glockenkurve

Abschlielend noch ein Beispiel fiir die Berechnung einer interessanten Fourier
Transformierten. Die Gauflsche Glockenkurve spielt eine wichtige Rolle in vielen
Anwendungen, insbesondere in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Sie ist definiert
durch

1 1 2 2
) = e~ z2(t—n)/o%
0 = Zoe

Hierbei sind p und o2 Parameter. Eine wichtige Eigenschaft dieser Funktion ist

/ O;f(t)dt _—

d.h. die Flache unter f(¢) ist immer gleich 1.

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall 4 = 0 und erhalten

2 2

f) = =gt

Die Berechnung der Fourier Transformierten von f(¢) ist durch direktes Losen
des Fourier Integrals nicht moglich. Stattdessen geht man wie folgt vor:

e Zunéchst wird f(t) abgeleitet.

F) = —tfote 3/
—t/o? f(t).

¢ Fourier Transformation auf beiden Seiten. Mit der Differentiation im Zeit-
bereich (Theorem 6.11 Seite 121) erhédlt man

) o—e juF(w).

Mit der Differentiation im Frequenbereich (Theorem 6.12 Seite 122) gilt
jtf(t) o—e Fl(w).

Dividiert man auf beiden Seiten durch jo? erhilt man

1
2 1
Damit erhélt man im Bildbereich die Gleichung
b)) = —5Fw)

bzw.
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o Dies ist eine separierbare DGL mit unbekannter Funktion F'(w). Mit dem
in Kapitel 2.5 vorgestellten Verfahren erhalt man

dF
@ = —O'QLUF
1
FdF = —o’wdw
1
In|F| = —iozwz—i—C
IF| = Ke27% KeR*
Flw) = Ke3¥, KeR

Da

AL
- 1_Oo
folgt K =1 und damit
Flw) = gm0 W,

Die somit hergeleitete Korrespondenz

1 6_%t2/a2

V2ro?

lisst sich so interpretieren, dass einer “engen” Glockenkurve (o2 klein) eine
“weite” Glockenkurve im Bildbereich entspricht und umgekehrt. Mit der Ver-
schiebung im Zeitbereich (Theorem 6.6 Seite 119) erhélt man

1.2 2
1o ° e—§UUJ

_ L et e pdeng—to?w?

2mo2
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7 Laplace Transformation

Ein Problem der Fourier Transformation besteht darin, dass viele Funktionen
keine Fourier Transformierte haben, da das uneigentliche Integral nicht kon-
vergiert. Tatséchlich konnen nur Funktionen f(t) transformiert werden, die fiir
t — +oo “schnell genug” gegen Null gehen.

Bei der Laplace Transformation wird dies dadurch behoben, dass man die Funk-
tionen vor der Transformation mit einem Faktor e~ kiinstlich dampft. Fiir
positive a geht e~ exponentiell schnell gegen Null fiir ¢ — oo.

Andererseits wichst dieser Faktor fiir ¢ — —oo exponentiell, weshalb bei der
Laplace Transformation meistens nur Funktionen f(t) betrachtet werden, fiir
die

F)=0 firt<o
vorausgesetzt wird. Dies kann durch eine Multiplikation mit o(¢) immer erreicht
werden.

7.1 Von der Fourier- zur Laplace Transformation

Sei f € R — R. Die Fourier Transformierte der gedimpften Funktion f(t)e™ !
ist

f(t)e—at oo /oo f(t)e—ate—jwtdt

- / F(t)e (@i gy

/:)o f(t)e stdt
FL(S)

wobei $ = a + jw. Die Funktion F7, heifit Laplace Transformierte von f(t).

In dem wichtigen Spezialfall, dass f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 ist, gilt
Fu(s) = / F(t)e—tdt.
0

Damit dieses uneigentliche Integral existiert, muss f(t)e~ ! fiir ¢ — oo hinrei-
chend schnell gegen Null gehen. Dies ist der Fall wenn f(¢) hochstens expo-
nentiell wichst und « hinreichend grof} ist. Da in den Ingenieurswissenschaften
praktisch keine Funktionen auftreten, die schneller als exponentiell wachsen, ist
diese Voraussetzung unkritisch.

Im Spezialfall = 0 ist f(t)e™* = f(¢) und s = jw. Damit gilt

f(t) o—e F(w) = FL(jw),
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d.h. die Fourier Transformierte von f(t) an der Stelle w ist gleich der Laplace
Transformierten von f(t) an der Stelle jw.

Die inverse Fourier Transformation von Fr,(s) = Fr(a + jw) liefert
—at 1 * . jwt
flte = — Fr(a+ jw)e’ dw.
2r J_
Multiplikation mit e®* auf beiden Seiten liefert
1 at > . jwt
f) = 7€ Fr(a+ jw)e’* dw
u — 00

1 [ .
= %/ Fr(a+ jw)el@ti«)ltdy,

— 00

Mit der Substitution

erhalt man

1 a+joo
f(t) = Fr(s)ds.

27T'j s=a—joo

Im Folgenden wird die Laplace Transformierte von f(¢) mit F'(s) und nicht wie
in der Herleitung mit F7,(s) bezeichnet. Das ist zunédchst etwas verwirrend, da F'
ja auch fur die Fourier Transformierte verwendet wird. Auch das von der Fourier
Transformation bekannte Symbol o—e wird nun fiir die Laplace Transformation
benutzt. Es sollte dabei immer aus dem Kontext hervorgehen, ob die Fourier
oder die Laplace Transformation gemeint ist.

Definition 7.1 (Laplace Transformation)
Sei f € R — R Die Funktion

F(s) = /_OO f(t)e stdt

heifit Laplace Transformierte von f(t). Umgekehrt heifit
1 a-+jo0
f@) = F(s)e®'ds

27Tj s=aq—jo0

inverse Laplace Transformierte von F(s).

Im Folgenden werden wir immer voraussetzen, dass

f(t)=0 firt<D0.

4Die Fourier Transformierte wird hiufig nicht mit F(w) sondern mit F(jw) bezeichnet.
Damit kann die Fourier Transformation als Spezialfall der Laplace Transformation fiir « = 0
betrachtet werden.
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In diesem Fall ist
F(s) = / F(t)e="dt.
0

Bevor wir uns ein paar Beispiele anschauen, sollten wir iiberlegen, fiir welche
Werte von s die Laplace Transformierte F'(s) tiberhaupt definiert ist. Es geht
also um die Fragen, ob das Integral

/OOO f(t)e stat

oder genauer gesagt, der Grenzwert

T
lim / f(t)e stdt
0

T—o0

existiert. Es gibt hier drei Falle:

o F(s) ist fur kein s € C definiert. Dies ist z.B. dann der Fall wenn f(¢)
schneller als exponentiell wichst und der Dadmpfungsfaktor e=** folglich
nichts hilft. Ein Beispiel ist die Funktion f(t) = e In der Praxis kom-
men solche Funktionen kaum vor.

o F(s) ist fiir jedes s € C definiert. Dies ist z.B. dann der Fall wenn f(t)
einen endlichen Trager hat, d.h. wenn es ein Interval [a,b] gibt, so dass
f() =0 fur alle t ¢ [a, b].

o Es gibt eine Konstante a € R so dass F'(s) genau dann definiert ist, wenn
re(s) > a.

Die Funktion F'(s) ist damit fiir alle s € C in einer Halbebene der komple-
xen Zahlenebene definiert, die durch eine zur imaginiren Achse parallele
Gerade begrenzt ist.

im(s) =w

F(s) existiert nicht F(s) existiert

re(s)

I
Q
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7.2 Laplace Transformation spezieller Funktionen

Theorem 7.2 (Einheitssprungfunktion)

Beweis.

o(t) o—e / e Stdt
0

T
= lim |—=e™%
T—o0 S 0

_ (1= 1l —sT
s )
1 ,

=  —(1— lim e *Te9vT),
S T—o0
Falls a > 0 gilt
lim e T =0.
T—o0

Damit gilt

o(t) o—e ! falls re(s) > 0.
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Theorem 7.3 (Rechteckimpuls)
Die Rechteckfunktion der Dauer T ist

r(t) = 1 falls0<t<T
1 0 sonst.

Damit gilt

Beweis.

1. a7
= —g[e t]o
_ l_efsT
o S

Es ist ganz nett zu sehen, dass man hieraus auch die Laplace Transformierte
von o(t) herleiten kann. Fiir T' — oo gilt

r(t) — o(t).
Fithrt man den Grenziibergang im Bildbereich durch, erhdlt man

1— €_ST

, falls re(s) > 0.

Daraus folgt
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Theorem 7.4 (Dirac Impuls)

o(t) o—e 1.

Beweis. Die Ausblendeigenschaft liefert

/_Za(t)estdt = /OO 5(t)e *Vdt

— 00

- /_ o; 5(t)dt

= 1.

Fiir den Dirac Impuls sind somit Fourier- und Laplace Transformierte gleich.
Dies ist auch nicht iiberraschend, da

(e = §(t).

Theorem 7.5

Beweis.

o0
o(t)e™ o—e / eeStdt
0

= / ela=s)t gy
0

1 00
_ |:e(afs)t:|
a—S 0

1
= fall
T, ol re(s) > re(a)

Zwei Spezialfélle dieser Korrespondenz sind ganz interessant:

e Fiir den Speziallfall a = 0 erhélt man

1
t) o—e —.
o(t) :
o Fiir den Spezialfall ¢ = jw erhélt man
. 1
o(t)e?t o—e —
s — jw

Damit lassen sich wie folgt die Laplace Transformierten der trigonometri-
schen Funktionen bestimmen.
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Theorem 7.6 (Trigonometrische Funktionen)

w

t)sin(wt) o—e ——

o(t) sin(wt) T
s

t t) o—e ————

o(t) cos(wt) o

Beweis.
. 1 jwt —Jwt
o(t)sin(wt) = — (/" —e )
2j
1 1 1
o—e — -
2] \s—jw s+ jw
1 . .
= W(Hw—sﬂw)
B 2jw
o 2j(s* +w?)
_ w
2w
1 .
o(t)cos(wt) = 3 (e79F 4 77t
1 1 1
o—e = — 4+ .
2\s—jw s+ jw
1 . .
= m(s—&—jw—i—s—]w)
B s
24w

Theorem 7.7

Beweis. Mit partieller Integration erhélt man

o(t)t o—e / te”Stdt
0

1 <1
= [—te“] + f/ e tdt
s o sJto

1
2 falls re(s) > 0
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Theorem 7.8
Fiir alle n € Ny gilt

n!

o(t)t" pres

Beweis.
o(t)t" o—e / t"eStdt
0
1 *° °
= |:_tn65t:| _'_E / t’ﬂ*lefstdt
S 0 S Jo
=0 falls re(s)>0 =L{o(t)t"~1}
= Iz {o@)t" '} falls re(s) > 0
s
Fiir n = 0 gilt
0 1
ot)t" =1 o—e -
s

Damit lassen sich nach o.g. Formel die folgenden Laplace Transformierten
iterativ fir n = 1,2,... berechnen:

1 11 1

1 1 o _ 4+ _ 1

o(t)t! o—e Sﬁ{o(t)t } 3 =
2 21

)2 o—e “Lioc)t'} = == = =

o(t) s {0< ) } 5 82 s3
3 3 2

> o—e “Lioct)t?) = S5 = —

o(t) s {U( ) } s 83 st

bzw. allgemein
n!
O'(t) tn S’ﬂﬁ n e N, re(s) > O

Aufgrund der Linearitét der Laplace Transformation, kann man damit eine For-
mel fiir die Laplace Transformierte von Polynomen angeben:

n n .
p 7!
o(t) g a;tt o—e E sy re(s) > 0.
=0 =0
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7.3 Eigenschaften der Laplace Transformation

Theorem 7.9 (Linearitét)

Beweis. Aus der Linearitdt der Integration folgt

7t +g(t) H/

- I

H/

Stdt

f(t) “dt—&—/ g(t)e stdt
s) + G(s)
—efdt

= u[ f(t)e stdt

Theorem 7.10 (Ahnlichkeitssatz)
Fiir jedes a > 0 gilt

Beweis. Mit der Substitution 7 = at und dt = dr/a erhélt man

flat) o—e

/_OO flat)etdt
/0:0 f(T)efsT/a%dT
clt/_o:o f(T)e_(S/“)TdT
)
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Theorem 7.11 (Verschiebungssatz)
Fiir jedes t gilt A
fit—1) o—e e F(s).

Beweis. Mit der Substitution 7 =t — f und dr = dt gilt
fe—t) o—e [ p-betar
—o0
= / f(T)eiS(THA)dT

= /_Z f(r)e *dr

= e *F(s)

Bei der Anwendung des Verschiebungssatzes entstehen leicht Fehler, die daher
kommen, dass man i.a. implizit voraussetzt, dass f(¢) = 0 fiir ¢ < 0, den hierfiir
erforderlichen Faktor o(t) aber oft weglasst:

Beispiel 7.12 Sei f(t) = t. Mit dem Verschiebungssatz fiir £ = 1 erhilt
man

t—1 o—e e_si.
52

Anwendung der Linearitdt wiirde aber ergeben

1 1
t—1 o—e — ——.
S S

Der Widerspruch entsteht dadurch, dass

1
t o—e ?
genau genommen falsch ist. Richtig ist

Mit dem Verschiebungssatz folgt dann

o(t—1)(t—1) o—e e-SSiQ.

Mit Linearitdt erhdlt man hingegen

o(t)(t—1) o—e Sifé

Dies ist nun kein Widerspruch mehr, da ja

o(t—1)(t—1) # o(t)(t—1).
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Schreibt man den Faktor o(t) explizit dazu, liest sich der Verschiebungssatz wie
folgt:

Theorem 7.13 (Verschiebungssatz)
Sei

o(t)f(t) o—e F(s).
Dann gilt fiir jedes t

o(t—D)ft—1) o—e e SF(s).

Am Beweis dndert sich dadurch nichts.

Theorem 7.14 (Dampfungssatz)

e f(t) o—e F(s+a)

Beweis.

e f(t) o—e /OO e f(t)e tdt

- / " e trrar
F(s+a).

Verschiebungssatz und Dampfungssatz sind dual zueinander: Der Verschiebungs-
satz sagt, dass eine Verschiebung um t im Zeitbereich einer Multiplikation mit
e~*! im Bildbereich entspricht, der Dampfungssatz sagt, dass eine Verschiebung
um a im Bildbereich einer Multiplikation mit e~% im Zeitbereich entspricht.
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Theorem 7.15 (Differentiation im Zeitbereich)
Sei

f(t) o—e F(s).

Dann gilt

Beweis. Durch partielle Integration erhilt man

(1) o—e / £ (et

- [f(t)e_St]iooo + s/ f(t)e stdt
= sF(s).
Im letzten Schritt wurde vorausgesetzt, dass

lim f(t)e™*" = 0.

t—+oo

Dies muss gelten, da sonst bereits

F(s) = /jo F(t)e—tdt

nicht existieren wirde.
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Die meisten Funktionen, deren Laplace Transformierte wir berechnet haben,
haben die Form o (t)f(t), z.B.

a(t)t, o(t)e™, o(t)cos(t), ....

Fiir diese Funktionen gibt es eine entsprechende Variante des o.g. Theorems.

Theorem 7.16 (Differentiation im Zeitbereich)
Sei

o(t)f(t) o—e F(s)
und f(t) stetig bei t = 0. Dann gilt

o(t)f'(t) o—e sF(s)— f(0).

Beweis. Sei f(t) eine beliebige Funktion und

Weiterhin gilt

(@®f®) = o) f(t)+at)f(t)

5()f(0) +o(t)f'(t)
Im letzten Schritt wurde vorausgesetzt, dass f(t) stetig bei ¢ = 0 ist.
Damit ist
o®)f't) = (a(t)f(t) —a(t)f(0)

o—e sF(s) — f(0).

Anwendung findet dieses Theorem v.a. bei der Lésung von DGL. Die hierbei
auftretenden Funktionen f(¢) erfiillen die Voraussetzung f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 aber
i.a. nicht und haben daher oft gar keine Laplace Transformierte. Der Ausweg
besteht dann darin, dass man die gesamte DGL zuerst mit o(¢) multipliziert
und somit auf Terme o (t) f(¢), o(t) f'(t) usw. kommt.
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Vor allem bei der Untersuchung von Einschaltvorgéngen kann es vorkommen,
dass f(t) einen Sprung bei ¢t = 0 von f(07) auf f(0T) macht. Dies fithrt in der
Ableitung f'(t) zu einem Impuls der Stirke f(0%) — f(07) bei t = 0, d.h. einem
Summanden

3(t)(f(07) = £(07)).

Die Funktion o(t)f’(t) sieht dann schematisch wie folgt aus:

0firt<0 f'(¢) firt >0

ot

Der Differentiationssatz kann nun auf diese Situationen verallgemeinert werden.

Theorem 7.17 (Differentiation im Zeitbereich)
Sei

o(t)f(t) o—e F(s).

Dann gilt

Beweis. Da f’(t) einen Impuls bei ¢t = 0 hat, gilt

07 @) o= [ orea

0+

_ [6(t)(f(0+)—f(0*))e*5tdt+ T petar

= J07) = F07) + [F®e ] ~ / ) (—s)e
——— o+
—f(o%)

— A0~ F(07) — F(0F) + s / e ar
- 7f(07)+s/oo o(t)f(t)e " dt

— 00

= sF(s)— f(07).




7 LAPLACE TRANSFORMATION 158

Wenn f(t) keinen Sprung bei ¢t = 0 hat, ist
f(07) = f(0F) = f(0)
und man erhélt wie in Theorem 7.16
o(t)f'(t) o—e sF(s)— f(0).

Analog erhélt man
ot)f(t) o—e F(s)
o(O)f/(t) o—e sF(s)— f(0)
a(t)f"(t) o—e s°F(s)—sf(0) = f'(07)

n—1
a(t)f"(t) o—e s"F(s)—» " Tf(07)
i=0
Beispiel 7.18 Sei
_ cos(t) fallst <0
) = { ce®  fallst > 0.
Dann ist
fo7) =1
f07) = ¢

d.h. die Funktion macht an der Stelle ¢ = 0 einen Sprung der Hohe ¢ — 1.
Folglich ist

—sin(t falls t < 0
f)y = (e=1a) + { Caea(t) falls t > 0
0 falls t < 0
at)f(t) = 1 fallst =0
ce®  fallst >0
c
= F
o—e P (s)
0 falls t < 0
a®)f'(t) = (e—1)8(t)+ { cae™  falls t > 0
ca
o—e +c—1
s—a
—1)(s —
_ ca_ . (c=1)(s—a)
s—a s—a

ca+cs—s—ca+a

s—a

cs—S+a
s—1

cs s—a

e
= sF(s)— f(07).0
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Beispiel 7.19 Sei

[ = o)
F(s) = %
fiey = 6

o—e 1
= SsF(s)

Da f(0~) =0, gilt
f'(t) o—e sF(s)— f(07).
Da jedoch f(t) bei t = 0 einen Sprung hat, kann die einfache Formel
f'(t) o—e sF(s)— f(0)
nicht angewandt werden und wére hier falsch, da f(0) = 1. O
Beispiel 7.20 Sei
fity = o(t)sin(t)

Da f(07) =0, gilt
fi(t) o—e sF(s)— f(07).
Da f(t) bei t = 0 keinen Sprung hat, ist f(07) = f(0) und
f'(t) o—e sF(s) - f(0)
ist hier ebenfalls korrekt. O

Beispiel 7.21 Sei

f&)y = o(t)cos(t)
F(s) = 1
f'(t) = 6(t)cos(t) — o(t)sin(t)
5(t) — o(t) sin(¥)
1
o—e g
s24+1 1

s2+1 8241

52

s24+1
= sF(s).0
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Da f(07) =0, gilt

Da jedoch f(t) bei t = 0 einen Sprung hat, kann die einfache Formel

f'(t) o—e sF(s) = f(0)

nicht angewandt werden und wére hier falsch, da f(0) = 1. O

Beispiel 7.22 Sei

O = oe
1
s5—a
&) = 6@t +o(t)e™
= 5(t)+o(t)e
1
5—a
s—1 1
s—1 * s—1
s
s—1
= sF(s).0

o—e 1+

Da f(07) =0, gilt

Da jedoch f(t) bei ¢t = 0 einen Sprung hat, kann die einfache Formel

f'(t) o—e sF(s) = f(0)

nicht angewandt werden und wiére hier falsch, da f(0) = 1. O

Beispiel 7.23 Sei

[y = ot)(t*+1)

2,1

s3 52

ffty = s +t)+at)(2t+1)
= ot)(2t+1)

Beispiel 7.24 Sei



7 LAPLACE TRANSFORMATION

161

Da f(t) keinen Sprung bei ¢ = 0 hat, ist f(07) = f(0).

Beispiel 7.25

Beispiel 7.26

a(t)f(t)
o(t)f'()

Sei f(t) = 1. Auch hier ist f(07) = f(0).

Sei f(t) = e*. Auch hier ist f(07) = £(0).

o—e

s
s2+1
—o(t) sin(t)
1
241
2 —(s2+1)
s2+1
52 241
$2+1 s2+1
s
552—1—1
sF(s)— f(0).0

o(t)

1

I _F

- = F)
0

0

0

1
s——1

s

1
o = F0)
aeat
o(t)ae
a
s—a
s s—a

sF(s)— f(0).0
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Theorem 7.27 (Differentiation im Bildbereich)

Sei
f(t) o—e F(s).
Dann gilt
L) o—e —F(s)
Beweis.
—%F(s) = —% /_O:O ft)e stdt
> d

= - gt

o0

- / (—t)f (t)e*tdt

= /OO tf(t)e tdt

——o {f(t).O
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Theorem 7.28 (Integration im Zeitbereich)

F(s)

S

/Ot flw)du o—e

Beweis. Sei .
- du.
o(t) / £ (u)du

Dann ist ¢'(¢t) = f(t). Mit der Differentiation im Zeitbereich gilt somit

fQ) = 4
o—e sG(s)
= F(s)

Damit gilt
F(s)

S

sG(s) = F(s) bzw. G(s) = .0

Der Beweis wére genauso giiltig gewesen, wenn man statt der Untergrenze Null
eine beliebige andere Untergrenze ¢ genommen hétte, d.h. es gilt auch

Fls)

/ct fu)du o—e

Dies ist scheinbar ein Widerspruch, da die Zeitfunktionen sich um eine Kon-
stante unterscheiden, die Bildfunktionen jedoch gleich sind. Die Lésung besteht
darin, dass implizit vorausgesetzt wurde, dass die Laplace Transformierte iiber-
haupt existiert, was nicht notwendigerweise der Fall ist:

Beispiel 7.29 Sei

J0) = o), FGs) = 1.
Dann ist
/0 flwdu = /0 o(u)du = a(t)/o ldu = o(t)t
o e L _ F(s

Andererseits erhédlt man z.B. mit Untergrenze ¢ = 1

/ltf(u)du = /lt o(u)du = /Ota(u)du—/olo(u)du = o(t)t—1

und diese Funktion hat keine Laplace Transformierte.
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Theorem 7.30 (Faltungssatz)

(f*g)(t) o—e F(s)G(s).

Beweis.

Feg)t) = /jo F(t —7)g(r)dr

o /Z (/Z ft— T)g(T)dT> e~otdt
= [T et
= [ [T st
- /To_ooo 9(m) /:ooo ft—7)e " dt dr

F(s)e—sT

= /Too g(T)F(s)e™Tdr

=—0C

- r) [ T e

=—00

= F(s)G(s)

Der Faltungssatz hat eine groffle Bedeutung fiir LTI Systeme. Laut Theorem 4.2
auf Seite 83 kann jedes LTI System S durch seine Impulsantwort beschrieben
werden. Ist g = S(§) die Impulsantwort von S, dann ist

S(f) = fxg

fiir alle f. Durch den Faltungssatz lasst sich S(f) im Bildbereich viel einfacher
berechnen durch Multiplikation mit G(s).

Wie im Fall der Fourier Transformation wird auch die Laplace Transformierte
der Impulsantwort eines LTI Systems als dessen Ubertragungsfunktion bezeich-
net.

Definition 7.31 (Ubertragungsfunktion)
Sei S ein LTI System mit Impulsantwort g(t). Die Laplace Transformierte
G(s) von g(t) heiBt Ubertragungsfunktion von S.
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7.4 Losen von DGL mit Laplace Transformation

Durch die Laplace Transformation wird aus einer Ableitung im Zeitbereich eine
Multiplikation mit s im Bildbereich. Fiihrt man auf beiden Seiten einer DGL ei-
ne Laplace Transformierten durch, entsteht eine “normale” Gleichung, d.h. eine
Gleichung ohne Ableitungen. Diese ist viel einfacher 16sbar als die urspringli-
che DGL. Problematisch ist lediglich die Riicktransformation der Lésung vom
Bildbereich in den Zeitbereich. Hier helfen oft Tabellen oder die im vorigen
Abschnitt behandelten Eigenschaften der Laplace Transformation.

Beispiel 7.32 Gegeben sei das Anfangswertproblem
fO)+ft)=0 f0)=5.

Es ist bekannt, dass die Losungsfunktionen die Form CeM haben. Diese
Funktionen haben jedoch keine Laplace Transformierte. Wir haben uns
immer auf Funktionen f(t¢) beschrankt mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0. Folglich
multipliziert man zuerst beide Seiten der DGL mit o(t) und erhélt

o(t)f'(t) + o(t)f(t) = 0.
Sei nun
o(t)f(t) o—e F(s).
Mit der Ableitung im Zeitbereich erhilt man
o(t)f'(t) o—e sF(s)=f(07).

Laplace Transformation der DGL auf beiden Seiten liefert somit®

sF(s)— f(07)+ F(s) = 0.
Auflésen nach F(s) liefert die Losung im Bildbereich
_ 1
F(s) = f(07)

S

+1
Die Riicktransformation von F'(s) liefert o(t) f(t).
a()f(t) = ot)f(07)e".

Im Bereich t > 0 ist die gesuchte Losungsfunktion damit

fy = f07)e ™

Mit dem Startwert f(0) = 5 kann man die Losung des Anfangswertpro-
blems berechnen. Setzt man ¢ = 0 in die allgemeine Losung ein, erhélt
man

f0) = f(07)e?
= f(07).
Aus der Startbedingung f(0) = 5 folgt damit f(0~) =5 so dass
f(t) = Belfirt>0.0

5Da bekannt ist, dass die Losungsfuntion f(t) eine e-Funktion und daher keinen Sprung
bei t = 0 hat, hdtte man auch f(0) statt f(0~) nehmen kénnen.
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Beispiel 7.33
Gegeben

In der Regel macht man grofiere Schritte bei der Losung.
ist das Anfangswertproblem

f”(t) + f(t) =t, f(O) =1, f/(O) =-2.

Dies ist eine lineare DGL mit konstanten Koeffizienten und folglich muss

f(t) und

Laplace
man folg

f'(t) stetig sein. Daher ist f(07) = f(0) und f'(07) = f/(0).

Transformation. Durch Differentiation im Zeitbereich erhalt
ende Transformierte:

o(t)f(t) o—e F(s)
c(Of(t) o—s sF(s)—1
a(t)f"(t) o—e s°F(s)—sf(0)— f'(0)
= st(s)—s+2
1

S

Damit wird aus der DGL im Zeitbereich die algebraische Gleichung im

Bildbereich 1
$2F(s) —s+2+ F(s) = -

s

Losen im Bildbereich. Umformen ergibt
1
F(s)(s*+1) = 8—24—3—2
1 2
F(s) = -

82(52—|—1)+82+1_82—|—1

Den ersten Summanden kann man mit Partialbruchzerlegung umformen

m

Damit gi

1 1 1

32(82+1):?_$2+1
It
1 s 3

F = -
(5) 82+82+1 s2+1

Riicktransformation in den Zeitbereich. Mit Theorem 7.6 auf Seite

150 gilt

Mit w =

?—’_824—1_524—1

w

t) si t) o—e ——

o(t) sin(wt) T
s

t S(wt) o—e  ———.

o (t) cos(wt) o

1 erhilt man damit

1 s 3 oo o(t)(t+ cos(t) — 3sin(t)).

Die Losung der DGL fir t > 0 ist folglich

f(t) = t+cos(t)—3sin(t). O
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Beispiel 7.34 Wir kehren zuriick zum Beispiel aus Kapitel 4.3 Seite 101.
Dort wurde die DGL

mh” (t) + Dh(t) = Df(t)

mit den Annahmen f(t) = h(t) = 0 fiir ¢ < 0. Ziel war h(¢) in Abhéngigkeit
von f(t) zu berechnen. Laplace Transformation liefert

f(t) o—e F(s)
h(t) o—e H(s)
h'(t) o—e sH(s)
B'(t) o—e s*H(s)

Damit wird aus der DGL die algebraische Gleichung im Bildbereich

ms?H(s)+ DH(s) = DF(s)
H(s)(ms?>+ D) = DF\(s)
HO) = L p

Die Ubertragungsfunktion des Systems ist somit

D
ms? + D
D/m
s24+ D/m
w
waTr

G(s) =

Riicktransformation liefert die Impulsantwort
g(t) = wo(t)sin(wt).
Mit dem Faltungssatz gilt somit
h(t) = (g f)()
oo
| atnste-nar

— 00

= a(t)w/o sin(wT) f(t — 7)dr.00



7 LAPLACE TRANSFORMATION 168

Beispiel 7.35 Abschlielend noch ein warnendes Beispiel, bei dem f(t) an
der Stelle ¢ = 0 einen Sprung hat und folglich f(07) # f(0). In diesem
Fall muss man genauer rechnen! Sei

f'O)+f@) = 6@),  f(0)=5.

Da wiederum nur die Loésung fiir ¢ > 0 interessiert, diirfen beide Seiten
mit o(t) multipliziert werden und man erhélt die DGL

o) f'(t) +o)f(t) = &)
Beachten Sie, dass o(t)d(t) = d(t), sieche Beispiel 3.19 auf Seite 70. Mit
o(t)f(t) o—e F(s)
o(t)f'(t) o—e sF(s)—f(07)
erhélt man durch Laplace Transformation auf beiden Seiten
sF(s) = f(07)+ F(s) = 1
1

F(s) = (1+ f(o_))Hir

Riicktransformation liefert
o()f(t) = o)A+ f(07)e".
Damit gilt fiir die Losungsfunktion
fit) = Q4+ fO )e tfirt>0.
Fir ¢t = 0 erhalt man
f0) = 14 f(07).
Aus dem Startwert f(0) =5 folgt somit
FO07) = 4
Die Loésungsfunktion ist damit
f(t) = Belfirt>0.

Da f(07) # f(0) muss die Funktion f(¢) an der Stelle ¢ = 0 einen Sprung
von 4 auf 5 machen. Tatséchlich hat die DGL eine Lésung auf ganz R,
ndmlich

fER=R, ft) = (4+o(t))e .
Dies wird wie folgt verifiziert. Ableiten ergibt

ity = 6t)e™" —(d+a(t)e’
5(t) — (4+ a(t))e".

FEinsetzen in die DGL ergibt
§(t)—(d+o)e ' +@+olt)et = §(t).0
f/(t) f(#)
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A Anhang

A.1 Rechengesetze fiir Faltung und Dirac Impuls
« Kommutativgesetz
frg = gxf
e Assoziativgesetz
(fxg)xh = [fx(gxh)
o Linearitdt (inkl. Distributivgesetz)

(fi+fa)xg = fixg+faxg
(af)xg = a(f*g)

e Zeitinvarianz
fixg = (fx9); = [*g;

e Vertauschbarkeit von Faltung und Ableitung
fleg = (fxg9) = f*d

e Integration durch Faltung mit Sprungfunktion
t
(Fra) = [ far

e Neutrales Element

fxé = f
[0 = [

e Verallgemeinerte Ableitung

o Ausblendeigenschaft (falls f stetig bei t = a)

fOS(t—a) = F(a)b(t—a)
[ fst—a) = fla)
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A.2 Die wichtigsten Fourier Transformationspaare

o(t) o—e 1
1 o—e 27i(w)
et o—e 2mh(w — D)
1
Jjw—a
cos(wt) o—e 7(d(w—&@)+d(w+k))

falls a < 0

sin(0t) o—e —jm(d(w — @) — d(w +&))
sign(t) o—e 2
g o
% o—e —jmsign(w)
o(t) o—e % + mo(w)

i o(t) o—e 20(w)
e oo 2
w?+1
1
o—e qe vl
t2+1
t o—e —jmsign(w)e” !
t2+1
1
o—e 2Tsi(wT)
=T T
1 ]%(1 —e Ty fallsw #0
T falls w =0
T
o 1
—si(ot) o—e
77
-0 W
T, > dt-nT) = Y et o—e 2m 3 dw—hw), wo= o
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A.3 Rechengesetze fiir die Fourier Transformation

Symmetrie

f(t) reell o—e F(—w)=F(w)
f(t) reell, gerade o—e F(w) reell, gerade
)

f(t) reell, ungerade o—e F(w) imaginir, ungerade

Linearitat

F) +9(t) o—e F(w)+Gw)
af(t) o—e aF(w)

Zeitverschiebung
flt—1) o—e e IIF(w)

Frequenzverschiebung

Modulation
() cos(t) o—e %(F(w )+ Flw+)
Zeitumkehr
f(=t) o—e F(-w)
Zeitdehnung

Ableitung im Zeitbereich

Integration im Zeitbereich

/;ﬂmw o—e (o + i)

Jw

Ableitung im Frequenzbereich

(=it f(t) o—e F'(w)
(=gt f(t) o—e F'(w)
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Faltung im Zeitbereich
(fxg)(t) o—e F(w)G(w)
Faltung im Frequenzbereich

Fg(t) o—e S-(FG)w)

Abtastung

oo

f@&) D 6t—nTy) = > fadlt—nT,) o—e Ti > F(w—kw,)

n=-—00 n=-—o0o k=—o0

Abtastung periodische Fortsetzung

Theorem von Parseval

/Oo FOP = 2 [ PPl

—00 2m —00
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A.4 Die wichtigsten Laplace Transformationspaare

t"e o (t)
sin(wt) o(t)
cos(wt) o(t)

1

-T T
5(t—1)

[t] o(t)

p(t) = Z5(t —nT)
n=0

neN

S—a
(S _ a)n-l—l
52 + w?

52 + w?
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A.5 Rechengesetze fiir die Laplace Transformation

o Falls
f{t) o—e F(s)
Linearitat
ft)+g(t) o—e F(s)+G(s)
af(t) o—e aF(s)
Verschiebung
flt—1) o—e eF(s)
Ahnlichkeit
flat) o—e 2F(Z), a>0
Dampfung

e “f(t) o—e F(s+a)
Ableitung im Zeitbereich
f'(t) o—e sF(s)
Ableitung im Frequenzbereich
tf(t) o—e —F'(s)

Integration im Zeitbereich

/_toof(u)du o—e %F(s)

Faltung
(fxg)(t) o—e F(s)G(s)
o Falls
o(t)f(t) o—e F(s)
Verschiebung

o(t—1)f(t—i) o—e e *'F(s)
Ableitung im Zeitbereich

a(t)f'(t) o—e sF(s)—f(07)
a(t)f"(t) o—e s°F(s)—sf(07)— f'(07)
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Aliasing, 138
allgemeine Losung, 15
Ausblendeigenschaft, 79

bandbegrenztes Signal, 139

Déampfungssatz, 154

Differentiation im Bildbereich, 162
Differentiation im Frequenzbereich, 122
Differentiation im Zeitbereich, 121, 155

Dirac Impuls, 69, 72

diskrete Faltung, 46
distributionelle Ableitung, 73
distributionelle Gleichheit, 68
Dualitéatsprinzip, 134, 135

erzwungene Schwingung, 42
Eulerscher Polygonzug, 32
explizite Form, 15

Faltung, 55

Faltung im Frequenzbereich, 124
Faltung im Zeitbereich, 123
Faltungssatz, 164

Fourier Koeffizienten, 106
Fourier Transformation, 115
Frequenzverschiebung, 119

geddmpfte Schwingung, 41
gewohnliche DGL, 15
Glattung, 62

harmonische Schwingung, 104

Impulszug, 112, 137
Integration im Zeitbereich, 163

kausale Funktion, 56
konstante Koeffizienten, 35

Laplace Transformation, 145
linear time invariant, 83

Lineare DGL n-ter Ordnung, 35
Lineare DGL erster Ordnung, 28
lineares System, 44

lineares zeitinvariantes System, 82

LTI, 83
Modulation, 120
Oberschwingung, 106

Parsevalsche Gleichung, 125
partikuldre Losung, 15

Resonanz, 40

Satz von Plancherel, 125
separierbare DGL, 18
Signalrekonstruktion, 139
Sprungfunktion, 61

Trennung der Variablen, 19
Ubertragungsfunktion, 103, 164

Variation der Konstanten, 28
verallgemeinerte Ableitung, 73
Verschiebungssatz, 119, 153, 154

Zeitdehnung, 120
zeitinvariantes System, 44
Zeitumkehr, 120
Zeitverscheibung, 153, 154
Zeitverschiebung, 119
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