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1 Lineare Algebra

1.1 Matrizen

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass die Matrix Multiplikation distributiv iiber der
Matrix Addition ist, d.h.

A(B+C)=AB + AC.
Sie diirfen hierbei verwenden, dass
A(b+ &) = Ab+ AZ.

Hinweis: Zerlegen Sie die Matrizen B und C' in ihre Spalten und fiihren
Sie die Matrix Multiplikationen spaltenweise durch. Beginnen Sie also mit

B+C = (b1+& by+& ... by+&)
und
AB+C) = Ab1+& by+3 ... by+¢é)
= (A1 +&) Alba+3) ... Abn+3é)
= AB+ AC

Losung von Aufgabe 1.

AB+C) = Ab1+& ba+c ... by+én)
((1+01 A2 +) ... A(5n+5n))
= (Ab + A& Aby+ AG ... Ab, + AG,)
= (Aby Aby ... Ab,)+ (A AG ... AZ)

= AB+ AC
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1.2 Lineare Unabhangigkeit

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass die Vektoren

1 —1 1
1|, o], [ 1
0 1 1

linear unabhéngig sind.

Losung von Aufgabe 2. Man zeigt, dass der Nullvektor nur auf triviale Wei-
se als Linearkombination der Vektoren dargestellt werden kann, d.h. das

Gleichungssystem
1 -1 1 0
I 1 —+ T2 0 + I3 1 = O
0 1 1 0

nur die Losung 1 = x5 = x3 = 0 hat.

1 -1 110
1 0 1|0
0 1 110
1 -1 110
1 010

1 110

1 -1 110
1 00

110

Durch Riickwértseinsetzen erhdlt man xq, = z9 = x3 = 0.
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Aufgabe 3. Zeigen Sie, dass fiir beliebige Vektoren @, beR™ gilt

-,

L@ a+b) = L(ba—b).

Losung von Aufgabe 3. Es sind zwei Teilmengenbeweise zu fithren.

e 7u zeigen
Sei
Zu zeigen:

Aus der Annahme folgt, dass es x1,zo gibt so dass

-,

¢ = mad+a(@+b)
= (= +x2)&'+x25
= 2ob+4 (214 22)(@ — b) + (z1 + 22)b
= (214 222)b+ (21 + 22)(d@ — b).

Damit ist & Linearkombination von b und @ — b und somit

- -

¢e L(b,a—b).

o Zu zeigen
Sei
Zu zeigen:

Aus der Annahme folgt, dass es x1, 2 gibt so dass

¢ = fﬂﬂ?ﬁ*.’ﬂg(&*g)

—

Z9d + (21 — 22) (@ + b) — (1 — 22)a

= (=1 +232)d@ + (11 — 22) (G + D).

Tod + ($1 - acg)l;
)

Damit ist ¢ Linearkombination von @ und @ + b und somit

7e L(@a+b).
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Aufgabe 4. Sei M ein Spannraum und u, v € M. Zeigen Sie, dass dann auch

U+ v € M ist.
Losung von Aufgabe 4. Da M ein Spannraum ist, existieren

@i,...,dn € R™

so dass
M ={zidr1+ ...+ zpdy | 21,...,2, € R}

Da u,v € M sind, miissen 4 und ¢ Linearkombinationen von ay,. ..
sein, d.h. es gibt Koeffizienten x1,...,x, und y1,...,y, so dass
= x161++xn&’n

ST

Zu zeigen ist, dass © + v € M. Umformen ergibt

U+7 = zdi+...+Tp8n + 1181+ ...+ Ynin
= (r1+y)ar+ ...+ (Tn + Yn)dn.

Folglich ist @+ eine Linearkombination von 7, . . . , @, und damit Element

des Spannraums M.
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1.3 Lineare Funktionen

Aufgabe 5. Sei f € R? — R? definiert durch

s ";j :<2x—3y+z>.

—x+z
z
Berechnen Sie die Matrix Darstellung von f.

Losung von Aufgabe 5.

1
2
(1) - (0)
0 -1
0
-3
(1) - )
0 0
0
1
(3) - ()
1 1

Die Matrix Darstellung von f ist somit

2 -3 1
A‘(—1 0 1)
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Aufgabe 6. Eine lineare Funktion f hat die Matrix Darstellung

1 -1 2
2 0 4
A= 0 10
0 00
Berechnen Sie einen Funktionsterm fir f.
Losung von Aufgabe 6. f € R? — R* mit
. 1 -1 2
f = | 2 + 0 +z 1
S I I 0
0 0 0
r—y+2z
_ 2z 4+ 4z
Y

0
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Aufgabe 7. Berechnen Sie einen Funktionsterm fiir die lineare Funktion f(Z),
fur die gilt

0
1 2
f( )— 1 undf( )— 1
1 3 1 5

Losung von Aufgabe 7. Da f € R? — R? eine lineare Funktion ist, muss es
eine Matrix A € R3*2 geben mit

f(@) = Az
Aus den gegebenen Funktionswerten folgt damit
air a2 0 air a2 1
1 2
any a9 = 1 und ag1 a9 = 1
1 1
asy as2 3 as; as2 5

Fiir jede Komponente ergibt sich somit ein LGS:

a1 +aiz = 0
2a11 + a2 =

az1 +ap = 1
2091 + a0 = 1

az; +azx =
2a31 + az2 =

Schneller geht’s aber, wenn man die Spalten @; und ds von A zusammen
lasst. Aus den gegebenen Funktionswerten folgt

0 1
a, +ds = 1 und 2d; +ds = 1
3 5
Subtrahiert man die erste Gleichung von der zweiten, erhilt man
1
a = 0
2
Einsetzen in die erste Gleichung liefert
0 1 -1
s = 1 — 0 = 1
3 2 1

Damit ist
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Aufgabe 8. Seien f,g € R™ — R™ lineare Funktionen und h € R* — R™

definiert durch

W) = f(Z) + 9(Z).

Zeigen Sie, dass auch h linear ist.

Losung von Aufgabe 8.

h(Z + )

f@+79)+9(@+7)

@+ f@) +9(@) + 9(9) da f, g linear
F(@) +9(@) + f(H) + 9()

h(Z) + h(¥)

f(u) + g(ud)

wf (%) + ug(d) da f, g linear

u(f(Z) + 9(Z))
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2 Differentialgleichungen

2.1 Separierbare DGL

Aufgabe 9. In dieser Aufgabe soll die Geschwindigkeit v(¢) eines fallenden Ge-
genstands mit Masse m berechnet werden. Auf den Gegenstand wirkt die
Gravitationskraft mg sowie die Luftreibungskraft 7v(t)?, wobei r eine Kon-
stante ist. Beachten Sie, dass die Reibungskraft proportional zum Quadrat
der Geschwindigkeit ist.

« Stellen Sie eine Differentialgleichung zur Berechnung von v(t) auf.

o Sei v(0) = 0. Weshalb kann die Geschwindigkeit v(t) nie grofer als

werden?

o Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL. Hinweis: Sie benotigen
Partialbruchzerlegung. Die Terme werden einfacher, wenn Sie aufler
a auch die Konstante

g = JE T4
(0%

verwenden.

o Berechnen Sie die partikuldre Losung mit v(0) = 0.
Losung von Aufgabe 9.
o Mit

Fy, = myg
F, = —mu(t)?

gilt nach dem Tragheitsgesetz und a(t) = v'(¢)

F.+F, = ma(t)
—ro(t)>+mg = malt)
mv'(t) +rv(t)? = mg
V() + et = g
V) = g- vt

e Beginnend aus der Ruhelage nimmt die Geschwindigkeit zu. Wenn
Beginnend aus der Ruhelage nimmt die Geschwindigkeit zu. Wenn



2 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 12

ist, dann folgt aus der DGL

! r 2
V) = g- ()
. r /mg
A
= g—4g
= 0

Die Geschwindigkeit bleibt dann konstant und nimmt nicht weiter
zu.

e Die DGL ist separierbar. Mit der iiblichen Notation y(x) fiir die ge-
suchte Funktion erhilt man

r
y = g——y°
m
1
———dy = dx
9=y’
m 1
- 73;2— Mdy = dx
.
1 T
Faktorisierung des Nennerpolynoms.
y'—a? = (y—a)y+a).
Partialbruchzerlegung
1 1 C2
2 2 = +
Y° — o y—oa Yyt
1 = aly+a)+ely-o)
Spezialfille y = a und y = —a.
1 = 2«
1
g = —
! 2a
1 = —2c«a
1
g = ——
2 2a
Damit ist
111 1
y2—a?  2a\y—a y+a
1 1
/mdy = ﬂ(ln\y—od —Injy+a|).
Da0<y<aist
ly—al = a-y

ly+al = a+y
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Rechte Seite nach x integrieren ergibt

e =

m

rr

m

Gleichheit der Stammfunktionen bis auf eine Konstante C' ist somit

1
2

(In(e = y) — Ina +y))

oo (Ina+ ) ~ Infa — y))

In(a +y) — In(a — y)

i

y(GQﬁI-‘rC + 1)

o Fir x = 0 erhalt man

und damit

= fE+C
- Zic
m
2
_ arm+0
m
= 20z+4+C
a+y> — 2Br+C
o=y
a+y _ e2,8;c+C’
a—y
aty = (0-y)eHe
= (e 1)
62,817+C_1
y = a62ﬁm+0+1
= atanh(28z + C).
¢ -1
- aec+1
=1
= 0
_ e2fr 1
- aewm—i-l

atanh (Sz) .
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Aufgabe 10. Ein Kondensator mit Kapazitdt C' entlddt sich iiber einen zeit-
abhéangigen Widerstand mit

R(t) = 14t Ohm.

Der Widerstand wird also mit der Zeit immer grofler, folglich muss sich
der Kondensator langsamer entladen als mit der bekannten e-Funktion
fiir konstanten Widerstand. Entladt sich der Kondensator dann {iberhaupt
noch vollstandig? Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist die Spannung am Kondensator
ug. Berechen Sie die Spannung des Kondensators uc (t) zu jedem Zeitpunkt
t>0.

Losung von Aufgabe 10. Sei ¢(t) die Ladung des Kondensators zum Zeit-
punkt t. Der Entladestrom ist dann

ity = d@)
Mit der Maschenregel gilt
uc(t) +ur(t) = q(t)/C+ R(t)i(t)
= q(t)/C+R(t)d (t)
0.

Man erhélt damit die DGL in expliziter Form

L -
q
= casn®

Integration auf beiden Seiten ergibt fiir ¢ > 0

1
—E+H+4
—ln(1+t)/C’ A

In(lg])

lgl =

_ <1n(1+t)) -1/

= (1+t)7Y°K, KeR"
= £(1+t) VK
K1+t)~Y¢  KeR.

Damit ist

q(t)/C
K _
1+t ve,

UC (t)
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Aus u.(0) = uyg folgt

K
By
C

= uo

K = UOC .
Damit erhdlt man die Losung, die der Anfangsbedingung geniigt

uc(t) = ug(1+t)~Y¢
g

J1+¢

Obwohl der Widerstand also mit der Zeit gegen unendlich geht, geht die
Kondensatorspannung gegen Null, allerdings sehr langsam.
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Aufgabe 11.

e Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

;o Y —Ay+3
Y 20(y —2)

o Hat die DGL konstante Losungsfunktionen?
e Hat die DGL eine Loésungsfunktion y mit y(0) = 07

L6sung von Aufgabe 11. Umformen und Trennung der Variablen ergibt

-4, 1
2 —4y+3’ T %
% — 4 1
Fodyr3 T

Zum Integrieren nach y auf der linken Seite wird eine Partialbruchzerle-
gung durchgefithrt. Nullstellen des Nenners:

v —4y+3 = 0
4416 —12
Y2 = ———(F
2
— 241
v —dy+3 = (y—1)(y-3).

Ansatz Partialbruchzerlegung:

2y — 4 _ c1 n Co
(=1 —3) y—1 y-3
2u—4 = c1(y—3)+ca(y—1).
Spezialfall y = 1
-2 = 01(—2)
c1T = 1
Spezialfall y = 3
2 = 202
Cy = 1
Damit ist
2y — 4 1 1
B _an13 a3t o7
Yyt —4y+3 y—3 y—1
/ﬁd = Injy—3|+Inly—1]
oy i3 = Il y— 1.

Integrieren nach x auf der rechten Seite:

1
/fdx = In|z|.
x
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Damit erhdlt man die Gleichung

Injy —3|+n|y—1
oI [y=3]+1n |y—1]

ly =3[y =1

[(y =3)(y = 1)
(y=3)y—1)
(y=3)(y—1)

y? — 4y +3

y? — 4y + (3 — Kx)

Y1,2

4+ ./16 — 4(3 — Kx)

2
2+V1+ Kz

Fir K = 0 erhélt man zwei konstante Losungsfunktionen y = 3 und y = 1.
Da y(0) = 2+ 1 hat die DGL keine Lésungsfunktion mit y(0) = 0.
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2.2 Lineare DGL

Aufgabe 12. Ein Kondensator mit Kapazitét C(t) wird iiber einen Widerstand
R(t) von einer Spannungsquelle U (t) geladen. Beachten Sie, dass alle Kom-
ponenten zeitvariabel sind. Stellen Sie eine DGL fiir die Ladung ¢(t) des
Kondensators auf.

e Ist die DGL linear, separierbar oder keines von beidem?

e Sei nun konkret

Ct) = et
R(t) = te
U(t) = sin(¢).

Berechnen Sie die allgemeine Losung fiir ¢(t) fir ¢ > 0.

e Die Losungsfunktion ist recht kompliziert. Priifen Sie Ihr Ergebnis
daher durch Einsetzen nach!

e Zum Zeitpunkt ¢t = 0 ist der Widerstand Null und auch die Span-
nungsquelle Null. Wére der Kondensator zu diesem Zeitpunkt also
nicht entladen, gédbe es einen Kurzschluss. Berechnen Sie die parti-
kulire Losung mit der Anfangsbedingung ¢(0) = 0. Hinweis: Uber-
legen Sie sich, welche Funktion der allgemeinen Losung ¢(¢) einen
Grenzwert bei ¢ = 0 hat.

Losung von Aufgabe 12. Sei ¢(t) die Ladung des Kondensators zur Zeit ¢.
Die Spannung am Kondensator ist damit

1

uelt) = gl

Der Strom, der durch Widerstand und Kondensator fliefit, ist ¢’(¢). Damit
ist die Spannung am Widerstand

Aufgrund der Maschenregel gilt

U(t) = ug(t)+uc(t)
= RO+ al).
Umformen ergibt
/ 1 Q)
q(t)+ WQU) = Ro)

Es handelt sich um eine lineare DGL, die mit Variation der Konstanten
gelost werden kann. Mit den gegebenen Werten ist dieDGL

d0)+ q) = 220
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Die homogene DGL ist

Trennung der Variablen liefert

1 1
—dqg = —-dt
q t
Inlgf = —Injt|+C
lgf = Ke ™l KeRF
_ 1
- eln [t]
_ 1
2|
1
q = *TK—
]
1
= —, KeR
2|

FEinsetzen in die inhomogene DGL.

b pre (L)1 K s
k(t)t+k:(t) e +t T T
—
q q
E'(t)  sin(t)
t tet
K'(t) = sin(t)e?
= im(ejt)e_t

Integrieren ergibt

. —-1—3 gt _—t
= im (26 e )
_ —%e_tim ((1+ 7)(cos(t) + jsin(t)))

- 7%e*t(sin(t) + cos(t))
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Damit ist die Losung

¢ = KO+0);

S

1
—ie_t(sin(t) + cos(t)) %
_sin(t) +cos(t) | C
2tet t
_sin(t) + cos(t) +2C¢*
2tet ’

_|_

Fiir t — 0 geht der Nenner dieser Funktion gegen Null. Damit sie an der
Stelle ¢t = 0 einen Grenzwert hat, muss somit auch der Zahler gegen Null
gehen, d.h.

lim sin(t) + cos(t) + 2Ce' = 1+2C
t—0
= 0.

Hieraus folgt

Die gesuchte Losungsfunktion ist damit

2tet

elosin(t) —cos(t) g1 ¢ >
i falls ¢ = 0.

qt) =
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Aufgabe 13. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL
s (y 4 y(sin(x) + zcos(z))) = a

Losung von Aufgabe 13. Umformen ergibt

y +y(sin(z) + zcos(z)) = r

Es handelt sich um eine lineare, inhomogene DGL.
e Losen der homogenen DGL.
y' + y(sin(z) + zcos(z)) = 0
y = —y(sin(z) + x cos(x))

%dy = —(sin(z) + z cos(z))dx

Stammfunktion auf der rechten Seite.
/xcos(m)dw = xsin(z) — /sin(x)dx
= xsin(x) + cos(x)

—cos(z) + xsin(x) + cos(x)

/(sin(m) + x cos(x))dx

= zsin(z).
Integration auf beiden Seiten.
Inly] = —zsin(z)+C
y| = e wsin@+C
= Ke @sin(@) K >0
y = Ke @sin@) K eR.
e Variation der Konstanten. Ansatz
y = k(z)e"Sn@
Yy = K (2)e @) 4 k(z)(—sin(z) — z cos(x))e @),

Einsetzen in inhomogene DGL.

K (2)e @) 4 k() (- sin(x) — z cos(z))e 5@ 4

—x sin(x : L
k(x)e @) (sin(z) + = cos(z)) = prres)
/ —zsin(z) _ T
k (ZL’)@ - ez sin(x)
K(z) = =«
.’EQ
ko) = T +C

Losung

2
y = (m +C> e—xsin(a:)-
2
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2.3 Lineare DGL hoherer Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten

Aufgabe 14. Die DGL
y'+y = tan(z)

hat keine geschlossen darstellbare Losung. Berechnen Sie eine Funktion
y(x), die die DGL zumindest ndherungsweise in der Umgebung von & = 0
erfillt. Nutzen Sie Thr Wissen um eine moglichst genaue Losung mit ca.
15 Minuten Aufwand zu finden.

Losung von Aufgabe 14. Die DGL ist schwierig, da es keinen Ansatz fiir die
Storfunktion tan(x) gibt. Da nur eine Nidherung in der Umgebung von
Z = 0 gesucht ist, kann man die tan-Funktion durch ein Taylorpolynom
zum Entwicklungspunkt & = 0 approximieren.

tan’(z) = 1+ tan®(z)
tan”(z) = 2tan(x)(1 4+ tan®(z))
tan”(r) = 6tan?(z) + Stan®(x) + 2.

Auswerten im Arbeitspunkt ergibt

tan(0) = 0
tan’(0) = 1
tan”(0) = 0
tan”’(z) = 2.

Das Taylorpolynom der Ordnung n = 3 ist somit

1
m—l—ixg = x+§x3.

Mit dieser Ndaherung der rechten Seite erhélt man

1
y'+y = x—i—gac?’.
Ansatz.
yp(z) = ao+ a1z + axz’® + aza®
yp(z) = a1+ 2asx + 3agz®
yp(r) = 2ag + 6azz.
Einsetzen.
2 3 L 5
2as 4 6asx + ag + a1x + asx” + azxr® = x—l—gx
2 3 L 5
ap + 2as + (a1 + 6az)x + asx” + agz® = x+§x .
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Koeffizientenvergleich.
ag + 2@2 0
a1 +6ag = 1
Ay = 0
as 1/3
Losung.
apg = 0
a; = -1
as = 0
as = 1/3.

Damit ist eine partikuldre Losung der DGL
L 3

yp = —xr+ T

3
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Aufgabe 15. Bestimmen Sie eine partikulidre Losung der DGL
y" + 4y + 5y = e > cos(x)

Losung von Aufgabe 15. Losung der homogenen DGL
y" +4y' + 5y = 0.
Charakteristisches Polynom
N +4X+5=0.

Nullstellen
AM=—-244 d=-2-—7
Komplexe Losungsfunktion

y(xr) = e(—2+i)z
= e ?*(cos(x) + jsin(x)).
Relle Losungsfunktionen
y1(r) = e **cos(x)
yo(xr) = e *Tsin(x).

Allgemeine homogene Losung
yr = e 2%(C cos(x) + Cysin(x)).
Partikuldre Losung der inhomogenen DGL. Fiir die rechte Seite gilt

1 . .
e—2;c COS(.T) — —23c5 (ejac 4 e—]x)

(672wejx + 672w67‘jx)

(6<72+j>z n e@zfj)x) .

N =N = ®

o Partikuldre Losung fiir
y//+4y/+5y — e(—2+j)x'

Da —2 + j eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, liegt
Resonanz vor. Ansatz

y = cxe(_z"l‘j)x
y = ce72HT(1 - 22 + jx))
y// — 66(72+j)z(74 +2j + 3z — 4]1’)
Einsetzen und Kiirzen mit e(=2+9)
(=4 +2j + 3z — 4jz) + 4c(1 — 2z + jx) + Sex = 1
2% = 1
¢ = -1
2
Losung

yp = —zxel "2,

I
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o Partikuldre Losung fiir
y// _|_4y/ _|_5y — 6(727]')1'

Da —2 — j eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, liegt
Resonanz vor. Ansatz

y = cxe(=279)®
y = ce(727)7(1 - 22 — jx))
y' = ce(727T(—4 — 25 + 32 + 4jx)

Einsetzen und Kiirzen mit e(=2-7)*

o(—4 — 2§+ 3z +4jx) + 4c(l — 22 — jz) + bex =
—2cj =

NS, /=

C =
Losung

J o (c2mjye
y2:§xe( 2 =g

Partikulire Losung fiir rechte Seite e 2% cos(z)

1
yp = §(y1+y2)

1 _
= §(y1 +71)
= re(y1)

= re (—;xe(_z"'jﬂ)

= ze *re (—‘;xej”>
1

= ge (2 sin(ac))

re ™2 sin(x)

2

Allgemeine Losung der inhomogenen DGL

—2x o
y = xefsm(:c) +e72%(Cy cos(x) + Cosin(z))

= e (a: s1121(x) + C cos(x) + Co sin(x))
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3 Lineare Systeme

3.1 Dirac Impuls

Aufgabe 16. Berechnen Sie

/mcwu%at—mﬁ.

— 00

Losung von Aufgabe 16. Mit der Ausblendeigenschaft gilt

/maﬂﬁﬁ@—mﬁ _ /mcwwwu—mﬁ

= cos(9)/ o(t — 3)dt

—0o0

= cos(9).

Aufgabe 17. Berechnen Sie die Ableitung von

ft) = o(t* —1)sin(t).
Beachten Sie, dass Ausdriicke wie 6(#?) oder §(t? — 1) nicht definiert sind.
Lésung von Aufgabe 17. Die Funktion o(¢?> — 1) springt an der Stelle ¢t = —1

von 1 auf 0 und an der Stelle ¢ = 1 von 0 auf 1. Da der Funktionswert an
den Stellen ¢ = £1 unwichtig ist, kann man wie folgt umformen:

e = ] G
1—(o(t+1)—0o(t—1))
l—o(t+1)+o(t—1).

Damit ist
fit) = (A—-o(t+1)+o(t—1))sin(t)
i) = (=6@t+1)+6(t—1))sin(t) + (1 —o(t+1)+o(t—1))cos(t)

= —6(t+1)sin(t) + 6(t — 1) sin(t) + o (t* — 1) cos(t)

= —6(t+1)sin(—1) + (t — 1) sin(1) + o (t* — 1) cos(t)

= §(t+1)sin(1) + §(t — 1) sin(1) 4+ o (t* — 1) cos(t)
(5(t+1) +0(t — 1)) sin(1) + o(t* — 1) cos(t).
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3.2 Faltung

Aufgabe 18. Sei
1
10 = olt-1);
Berechnen Sie f x f. Hinweis: Partialbruchzerlegung.

Losung von Aufgabe 18.

FH) = /wf Ft —)dr
= /OO (r—1)= (tflfT)tdeT

:/1 o(t—1-— )77'(151—7')(17

Im Integral lauft 7 zwischen 1 und oo. Daher ist
ot—1—7) = 0

falls 7 > ¢t — 1 oder falls t < 2. Man kann den Integrationsbereich damit
auf 1 bis t — 1 einschrénken. Durch einen Faktor o(t — 2) stellt man sicher,
dass die Funktion 0 ist fiir ¢ < 2. Damit gilt

(F)t) = o(t—2)/1_ T(tl_T)dT.

Partialruchzerlegung.

1 . a Co
rt—7) 1 t—7
1 = C1 (t — T) + CaT
Spezialfall 7 = 0.
1 = Clt
1
C1 = E
Spezialfall 7 = t.
1 = Cgt
1
Cy = -
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Damit ist
t—1 1
t—2 —d
o( )/1 T(th)T
t—1
11 1 1
= o(t—2 = “d
o )/1 <Tt+t—7't) ’
1 [t/ 1
= t—2 — d
o ) /1 <T+t—7’) T

t—1
= o(t—2) 1

|

ln|r| —In|t — 7]

= ot—2)-(Injt—1]—-In(1) —Injt — (t = 1)| + In|t — 1|)

In(t —1) +In(t —1)
t

In(t—1)

—

1
t
1
t

= o(t—2)

= 20(t—2)
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Aufgabe 19. Die Heizung eines Hauses produziert zum Zeitpunkt ¢ die Lei-
stung f(t). Aufgrund von Leitungen braucht die von der Heizung erzeugte
Energie mindestens eine Sekunde um ins Haus zu gelangen. Der Anteil der
Heizenergie, der in weniger als ¢ Sekunden ins Haus transportiert wird, sei
(t — 1)/t fur ¢ > 1. Fiir sehr grofie Werte von t ist somit die gesamte
Heizenergie im Haus angekommen, d.h. es geht nichts verloren.

¢ Berechenen Sie die Leistung, die dem Haus zum Zeitpunkt ¢ zugefiihrt
wird in Abhéngigkeit von f(¢).

e Sei nun speziell f(t) = o(t), d.h. zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird die
Heizung von 0 auf 1 eingeschaltet. Berechnen Sie fiir diesen Fall die
dem Haus zugefiihrte Leistung zum Zeitpunkt ¢.

Das Haus gibt seinerseits auch wieder Energie an die Umwelt ab. Die
Energie braucht mindestens 2 Sekunden um das Haus zu verlassen. Der
Anteil Energie, der weniger als ¢ Sekunden im Haus bleibt, sei (¢ — 2)/t
fir t > 2.

e Berechnen Sie die Leistung, die das Haus zum Zeitpunkt ¢ abstrahlt
in Abhéngigkeit von f(t).

e Berechnen Sie die Nettoleistung, die dem Haus zugefiihrt wird in
Abhéngigkeit von f(t).

o Berechnen Sie eine Funktion g(t) so dass die dem Haus netto zu-
gefiihrte Leistung gleich (f * g)(¢) ist. Hierzu miissen Sie ein Fal-
tungsintegral 16sen, was wiederum Partialbruchzerlegung erfordert.
Sie werden also eine Weile beschéftigt sein.

Losung von Aufgabe 19. Zusammenhang mit der Faltung.

Sei G(7) der Anteil der erzeugten Energie, der weniger als 7 Sekunden von
der Heizung ins Haus unterwegs ist. Dann ist

G(r+ At) — G(1)

der Anteil Energie, der zwischen 7 und 7 + A7 Sekunden braucht. Nun
wir die Zeitachse in Punkte

T, = AT

diskretisiert. Fiir kleine Werte von A7 ist die Leistung, die zum Zeitpunkt
t im Haus ankommt, somit

h(t) = Zf(t — 1) (G(r; + A1) — G(13)).

Von der Leistung, die zur Zeit t—7; erzeugt wurde, nimmt man den Anteil,
der zwischen 7; und 7; + A7 Sekunden unterwegs ist und summiert dies
iber alle positiven Laufzeiten 7;. Beim Grenziibergang A7 — 0 geht die
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Summe in ein Integral und A7 in ein Differential dr iiber:

ne) = Y f -y TN A
=0

Q

Dt —m)g(r)AT
=0

~ [ e-nrar
= [ s

= (f*9)(7).

Beim letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass G(r) = 0 fiir 7 < 0 und
folglich ¢g(7) = 0 fiir 7 < 0.

o Der Anteil Energie, der weniger als ¢ Sekunden von der Heizung zum
Haus braucht, ist

Gi(t) = a(t—l)%.
Damit ist
ga(t) = Gi(t)
- 6(t—1)%+0(t—1)t_(572_1)
=0
— a(t—1)ti2.

Die Leistung, die zur Zeit ¢ dem Haus zugefiihrt wird, ist damit
hi(t) = (f*g1)().
o Sei f(t) = o(t). Dann ist

hi(t) = /:’0 o(t)o(t—1— T)ﬁd’r

o 1
= /0 olt—1-— T)mdr

Falls 7 > t — 1 ist, ist o(t — 1 — 7) = 0, d.h. die Obergrenze des
Integrals kann auf ¢ — 1 gesetzt werden. Weiterhin ist im Integral
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7 > 0 und somit der Integrand Null falls ¢ < 1 ist. Somit gilt

e 1
/0 o(t—1 —T)de

a(t—1)/07 (r—1)"2dr

ot —1) [~(r =)~

ol

_ (t—ltzl
L] Mit
Golt) = dpz)?
gilt
92(t) = Ga(t)
= 6(t—2)¥+0(t—2)t_(;72_2)
=0
= U<t_2)t%

Die Leistung, die zur Zeit t das Haus verlésst, ist somit

ha(t)

(f % g1 % g2)(t).

¢ Die dem Haus netto zugefiihrte Leistung ist

hi — ho

o Fir

f*g1— frxg1%g2
[*g1%(0—g2).

91*(5*92)
g1 — g1 * g2

ist f*g die dem Haus netto zugefiihrte Leistung. Zunéchst wird g1 *go

berechnet.

(91 % 92)(t)

I
/.

1
o(t — l)ﬁo(t -2-

2/1000<t_2_7-)72(1517)2

91(7)ga(t — T)dr
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Da o(t—2—7) =0 fur 7 >t — 2 kann die Obergrenze des Integrals
auf t — 2 gesetzt werden. Da im Integral 7 > 1 ist, ist o(t—2—7) =0
falls t < 3. Damit lésst sich das Integral vereinfachen zu

t—2 1
20(t — ——dT.
o 3)/1 T2(t —7)2 T

Partialbruchzerlegung des Integranden.

1 N C1 Co C3 Cq
2(t—-71)2 7'+7'2+t—7'+(t—7)2
1 = clr(t—7)2+02(t—7)2—|—037'2(t—7') + cq72.

Spezialfall 7 =0

1 = cot? _ !
= CQt 5 Cy = ?
Spezialfall T =t
1
1 = C4t27 Cq4 = ?
Damit lassen sich zwei Summanden berechnen:
2 — 21 + 72 + 72
et —7)+ar? = 2
2
T —tT1
= 142 2

Bringt man dies in obiger Gleichung auf die linke Seite, erhélt man

T2 —tr
—2 2 = car(t—1)+cm(t—7)
21 —t) = at*(t—7)* +c3t’7(t —7)
2 = t*(t—7) +cst’r

Spezialfall 7 =0

2 = Clt37 C1

Spezialfall T =t

2 = C3t3, C3

Der Integrand wird damit

21 11 2 1 1 1
tr 272 Bt—7 2(t—71)

21 n 1 n 1 /1 n 1
ToB\r t—1 2 \12 (t—71)2
Eine Stammfunktion ist

2 1 1 1
3(1n|7|1n|t7|)+t?<+ >

t T t—7T
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Einsetzen der Grenzen von 1 bis ¢t — 2 ergibt
2
t—3(1n|t—2|—1n|t—(t—2)|—1n(1)+1n\t—1\)+
R (R T
2 t—2 t—(t—2) t—1
= —(Injt—2|—-In2)+Wnt-1])+
1 1 _~_1+1 1
2 t—2 2 t—1

2 (t—2)(t—-1) 3t — 13t + 12
- ln( 2 )+2t2(t2)(t1)

Damit ist

(91 % g2)(1)

B 2 (t—2)(t—1) 3t2 — 13t + 12
= 20(t-3) (tSln< 2 >+2t2(t—2)(t—1))

~ o(t—3) (;‘;m<(t—2)(t—1))+ 3t2—13t+12>

2 20t —2)(t — 1)
und
g(t)
= g1(t) — (g1 % g2)(?)
= o(t— l)t% -

o(t—23) (;‘; In ((t - 2)2@ - 1)) N tf;t; - ;z)azttllz»
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Aufgabe 20.
o Sei
f) = o(t)e™
g(t) = o(t)e”
Berechnen Sie
(f *9)(®)

und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich. Beriicksichti-
gen Sie auch den Spezialfall a = b.

e Berechnen Sie hiermit die Faltung von

() =
g(t) =

Losung von Aufgabe 20.

Q

o(t) cos(t).

(t)sin(t) und

« Faltung von f(t) = o(t)e? und g(t) = o(t)e’.

(f*g))

= [ st -ryar

— 00

= / o(m)eo(t — T)eb(t*T)dT

— 00

t
= a(t)/ et gy
0
t
= U(t)ebt/ e dr
0

t
= cr(t)ebt/ ele=07qr
0

= o(t)eh—

a—
_ Hebt
o(t)e .

= o(t) !

Falls a # b erhélt man

(f *g)(t)

[e(a—b)'r]é7

— (eat 7ebt)

1
b(e(a—b)t _ 1)

falls a # b
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o Faltung von f(t) = o(t)sin(¢) und g(t) = o(t) cos(t).

(f *9)(t)
Looge gt Lot it
= U(t)2—j (e’' —e J)*O(t)§(€J +e77Y)
1 jt o Gt a—t g a—t g gt —dt =t jt
= U(t)z et xelt —e T xe T et eI —eT I k!
J =0
1 . 4 ,
= O’(t)z (7t v el —e It xe It
J
1 . .
= O'(t)z (te‘jt - tei‘jt)
J
1

= O’(t>§t sin(t).
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3.3 Lineare zeitinvariant Systeme

Aufgabe 21. Ausgehend von der linearen DGL erster Ordnung

Y +g@)y = r(x)

erhilt man duch Umbenennung der Funktionssymbole

i) +9@®)ft) = h(t).

Sei nun S das System mit

[SHI@) = f ) +9@)f(1)
wobei ¢(t) eine beliebige Funktion ist.

o Ist S linear und zeitinvariant?

o Gibt es zu jeder rechten Seite h genau eine Funktion f so dass S(f) =
h?

Losung von Aufgabe 21. S ist linear.

[S(fi+f)I() = (fi+ f2) )+ 9@)(f1 + f2)(t)
= filt) + fo(t) + g(O) (fr(t) + fa(t))
= fi@t) +9@) f1(t) + f2(t) + g(t) f2(t)
= [S(f)] () +[S(f2)] (¥)
= )

(Sl (t) = (uf)(t)+g(t)(uf)(t)
= uf'(t) +g(t)uf(t)
= u(f'(t) +g(t)f(t)
u[S(f)] ()
S ist nicht zeitinvariant.
[S(fl (@) fi(@) +g(t) f;(2)
= -+ gt -
[S(H @) = [SHIE=1)
fle—)+gt—t)f(t—1

Die DGL kann mit Variation der Konstanten gelost werden. Im allgemei-
nen gibt es unendlich viele Losungen, d.h. es gibt unendlich viele Funktio-
nen f mit S(f) = h. Das System S ist also nicht injektiv.
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Aufgabe 22. Sei

[SHI@) = FOF @)

Ist S linear? Ist S zeitinvariant? Geben Sie eine Begriindung.

Losung von Aufgabe 22. S ist nicht linear. So gilt

S(uf) = (uf)(uf)

u2ff/

u?S(f)

uS(f)

(f+9)(f+g)

= (f+9f +9)
ff'+99 +fd +gf
= S(f)+S(9)+ fg +ygf
# S(f)+S(9)

[ Nl

S(f+g9)

S ist zeitinvariant.

[S(UI(t) = fi(t) fi(t)
= ft=D)f'(t—-1)
= [S(H -1
= [S(H] ()
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Aufgabe 23. Sei S definiert durch

[S(HIE) =

Ist S linear und zeitinvariant?

L6sung von Aufgabe 23. S ist linear.

S+ B = /

|

t+1

(fr + f2)(7)dT

-1

t+1

t+1

(f1(7) + fa(7))dr

t+1

fi(r)dr + fa(r)dr

t—1

= [SUI®) +[S(f)] (#)
(uf)(r)dr

S(uf)](t) = /

- I

t+1

-1

t+1

t+1

t—1

wf(T)dr

f(r)dr

t—1

= u[S(HI®)
= [S(NHI@)

S ist zeitinvariant.
[S(f)l () =

Substitution

Damit ist

t+1
‘/tfl

(r)dr
t+1 .
/t flr —=t)dr.

fi

-1

t—1)—1%
(t—)+1

/ f(u)du
(t—%)—1
(t—H)+1
[ s
(t—t)—1
[S(HI(t—1)
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4 Fourier Reihen

Aufgabe 24. Sei f € R — R eine T-periodische Funktion, deren Fourier Koef-
fizienten z; gegeben sind. Berechnen Sie hiermit die Fourier Koeflizienten
z;, der Funktion

g(t) = fQA-1).
Losung von Aufgabe 24.
1T ket
/ —JRkw
z, = ?/0 f1 —t)e 78t

Substitution

u = 1-—t

dt = —du.
Damit ist

1-T
S = l / f(u)e—jkw(l—u)(_du)

1 T _ _

= - / Fu)eTkeedhndy

1
1 1

= e kv f(u)ejk”“du
T Ji_p

_ *jkwi T —jkwu
= e T flw)e=dkwedy
0

= e kg
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Aufgabe 25. Sei f(t) eine T-periodische Funktion mit gegebenen Fourier Ko-
effizienten zj,.

o Zeigen Sie, dass dann f(t) cos(wt) mit w = 27 /T ebenfalls T-periodisch
ist.

o Zeigen Sie, dass fiir die Fourier Koeffizienten Zzj, von f(t) cos(wt) gilt
1
Z = i(zk—l + 2k+1)-

o Berechnen Sie die Fourier Koeffizienten von f(t) cos(nwt) fiir ganz-
zahliges n.

Losung von Aufgabe 25.
« Eine Funktion g(t) heifit T-periodisch, wenn
gt+T) = 9()
fiir alle ¢. Sei f(t) eine T-periodische Funktion und
g(t) = f(t)cos(wt)

Dann gilt

Il
- =

o Seien z;, die Fourier Koeffizienten von f(¢), d.h.
e jkwt
= = t)e Ihtdt.
2k T/o f(t)e
Die Fourier Koeffizienten Z;, von f(t) cos(wt) berechnen sich wie folgt:
17 .
Zy = —/ f(t) cos(wt)eIFtqt
T Jo
= 1 /T f(t)l(ej“’t + e Iwt) eIkt gt
1 T _ _ T _ _
- / f(t)edwte=ikwtgy +/ f(t)e iwtemiket gt

I ; 1T :
T/ f(t)e_J(k_l)“’tdt—i—T/ f(t)e I et gy
0 0

1
2
1
i(zk—l + Zk41)-
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Die Fourier Koeffizienten von f(t) cos(nwt) berechnen sich analog.

—/ f(t) cos(nwt)e Ikt dt

i/ f e]nwt +e jnwt)e—jkwtdt

T
- / f(t>€jnwte—jkwtdt+/ f(t)e—jnute—jkwtdt
2T 0 0
I (k—n)wt |
— t)e I\t g+ — —J M@t dt
T/o f(t)e —l—T/O e

7(Zk—n + Zk:-‘rn)-

N = N =
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Aufgabe 26. Seien f und g zwei T-periodische Funktionen mit Fourier Koef-

()
k

fizienten z;’’ und z,(cg ). Sei weiterhin

h(t) = %/0 f(r)g(t —)dr.

e Zeigen Sie, dass h eine T-periodische Funktion ist.

e Zeigen Sie, dass

L otoeg, _ [T fallsk=(
0 0 fallsk#¢

wobei w = 27 /T.
e Zeigen Sie, dass fiir die Fourier Koeffizienten z,ih) gilt

(h)

z, = zlif)z,gg).

Hinweis: Ersetzen Sie in der Definition von h die Funktionen f und g
durch ihre Fourier Reihen. Verwenden Sie fiir die Fourier Reihe von f den
Summationsindex k und fiir die Fourier Reihe von g den Summationsindex
{. Fir das Produkt von Summen gilt

(o) (5 = e

Vertauschen Sie dann die Reihenfolge der Summen und des Integrals indem
Sie die Summenregel nutzen. Bringen Sie das Ergebnis in die Form einer
Fourier Reihe. Die Fourier Koeffizienten kénnen Sie dann einfach ablesen.

Losung von Aufgabe 26.
e Zu zeigen ist, dass h(t +T) = h(t).

T
h(t+T) = %/0 f(r)gt+T —7)dr

T
= 7| =
h(t).

o Fir k =/ gilt

T T

/ IOty = / 1dt
0 0
T.
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Fir k # ¢ gilt

T
/ pIh—Owt gy 1 [ej(k—e)wtr
0 JR =

o Fourier Koeffizienten von h.

Mt = / F()g(t —r)d
_ T/ (Zziﬂeﬂw) (Zzlgmejew(t_ﬂ) ir
0 k ¢
1 (7T . )
— T/O ZZZé.f)zég)ejkw'reﬂw(tfr)dT
_ Tzzzm (g)/ pitet gi(k—bwr g
_ Zzz(f) Jmt/ e (k=0wr g
0

T
/ ej(kfl)“TdT _ { T falls k = ¢
0 0 fallsk#¢
sind alle Summanden in der ¢-Summe gleich Null aufler dem Sum-
manden fir ¢ = k. Damit ist

1 () (9) ik
h(t) = Tzk:zk 2P eIt
_ Zzlif)zlig)ejkwt
k
— Zzéh)ejkwt.
k

Dies ist die Fourier Reihe von h mit Fourier Koeffizienten

NORNORO)
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Aufgabe 27. Sei f(t) eine unbekannte T-periodische Funktion und

ot) = / f(u)du.

Die Fourierkoeffizienten z;, von f(t) seien gegeben, wobei zy = 0.

o Zeigen Sie, dass g(t) eine T-periodische Funktion ist.

o Berechnen Sie die Fourier Koeffizienten Z;, von g(t). Achten Sie ins-
besondere auf den Spezialfall k£ = 0. Hinweis: Beginnen Sie mit

/Ot fw)du

t
/ g 27ROt dy
0 %

—_——
fw)

g(t)

und bringen Sie diesen Term auf die Form

E L edkwt

k

Losung von Aufgabe 27. ¢(t) ist T-periodisch:

/Ot+T f(u)du

t t+T
d d
[ ftwau+ / f(u)du

gt+1T)

= g(t)
= g(t) + 20T
= g(t).

Fourier Koeffizienten von g(t).

T
—l—/ flu)du f(t) ist T-periodisch
0

t
o) = [ s
t .
= /sze]kw“du
U
t .
= sz/ eIkt dy, da zg =0
0

k0

Zk ikwul?
- ZJkTU 7],
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Mit

gilt somit
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5 Fourier Transformation

Aufgabe 28. Sei S ein LTI System, das alle Schwingungskomponenten eines
Signals f(t), deren Frequenz kleiner als & ist, um # verschiebt und die ande-
ren Schwingungskomponenten unveréndert iibertrdgt. Eine Verschiebung
um ¢ im Zeitbereich bedeutet eine Multiplikation mit e~7** im Frequenz-
bereich. Damit gilt im Frequenzbereich

[S(N)(E) o—e F(w)G(w)

wobei

G(w)

e=i%t falls |w| < &
1 sonst

Die Funktion G(w) ist somit die Ubertragungsfunktion von S.

e S soll im Zeitbereich durch eine Faltung realisiert werden. Berechnen
Sie hierzu die Impulsantwort von S. Vereinfachen Sie Ihre Ergebnisse
mit der si-Funktion.

« Berechnen Sie die Impulsantwort des inversen Systems S~!.

Losung von Aufgabe 28. Um die Berechnung zu vereinfachen sei

Hw) = Gw)—-1
_ e 9t 1 falls |w| < @
N 0 sonst.
Riicktransformation von H(w).
1 [ -
h(t) = %/_OOH(w)ewtdw
= S : (e‘jw{ — 1)ed*tdw
2w —&
1 © ot @
= — / eIl t)dw—/ eltdw | .
2 \J-w -&
Nebenrechnung.
/“ gty — L [eﬂ‘w“*f‘)]@
—& Jjt—1) —&
- 1 (ejw(t—f) _e—jw(t—f))
it —1)

S 2?sin(aj(t —1))

= 20si(W(t — 1))

Dies gilt auch im Spezialfall & = 0. Fiir den Spezialfall £ = 0 erhilt man
damit

/ dUw = 20si(t).

-
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Damit ist

h(t) = %(2@51(@(15—5))—2@@(@75))

A~

= %(si(d}(t — 1)) —si(ot))

Die Impulsantwort von .S erhdlt man durch inverse Fourier Transformation
von G(w):

Gw) = Hw)+1

A~

o %(si(d)(t — 1) —si(@t)) + 6(¢)
= g(t).

Die Impulsantwort des inversen Systems kann man durch inverse Fouri-
er Transformation von G(w)~! berechnen. Leichter geht es jedoch, wenn
man sich tiberlegt, dass das inverse System die Verschiebung riickgidngig
macht, d.h. um —¢ verschiebt. Folglich muss man in der Impulsantwort
g(t) lediglich # durch —t ersetzen und erhélt firr die Impulsantwort des
inversen Systems

SRS

(si(@(t + ) — si(@t)) + 8(t).
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Aufgabe 29. Sei

1 falls —a<w<a
Fo(w) = { 0 sonst.

o Berechnen Sie die inverse Fourier Transformierte f,(t) von Fy(w).

e Berechnen Sie hiermit die Faltung
si(at) * si(bt)
wobei a, b € R beliebig sind und

. - sin(z)/x  falls x #0
si(z) = { 1 falls ¢ =0

Losung von Aufgabe 29. Inverse Fourier Transformierte von Fy(w).

1 [o.¢]

fat) = Dy Fa(w)ej“tdw
— 00
1 [* .
= 5 7t dw
Tr —a
11, . .1a
= 37 [e”ﬂf falls t # 0
) a
1 . i
- 27rjt(ej e t)
11 ja —ja
= EQ—j(eJ b emiaty
1.
= —im(e*)
Tt

1
frd —gi t
— sin(at)

_asin(at)
7T at
a
= —si(at).
7Tsl(a)
Fiir ¢ = 0 erhélt man
1 [ 0
fa(o) = 27 a(w)e dw
™ — 00
1,
oo “
- @
I
= gsi(aO).

Somit gilt fiir alle t € R
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Berechnung der Faltung. Mit
a .
—si(at) o—e F,(w)
m
si(at) o—e EFa(w)
und dem Faltungssatz folgt

si(at) xsi(bt) o—e L F,(w)~ Fy(w)

a b
2
— %Fa(w)Fb(w).

Da F,(w) und Fj(w) Rechteckimpulse sind, ist das Produkt
Fo(w)Fy(w) = Fe(w)

wieder ein Rechteckimpuls mit ¢ = min(a, b). Folglich ist

2

si(at) x si(bt) o—e %Fc(w)
a
e .
o E;SI(Ct)
= 7LCsi(ct).

ab
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Aufgabe 30. Berechnen Sie die Fourier Transformierte der Funktion
cos(2t) sin(3t)

auf folgende 3 Arten:

e Unter Verwendung von komplexen e-Funktionen fiir die Cosinus- und
Sinusfunktion.

e Unter Verwendung des Modulationssatzes

f(t)cos(@)t o—e —(Flw—o)+ Flw+)).

DN =

e Unter Verwendung des Faltungssatzes im Frequenzbereich
1
F#)g(t) o—s o (FG)w).
Losung von Aufgabe 30.

Verwendung von komplexen e-Funktionen.

1,5, ) 1 , .
cos(2t)sin(3t) = 3 (et 4 e %) 4 T (€39t — e=37t)
J
= i (€5jt — eIt L it e—sjt)
J
2m

4—j<5(w—5)—6(w+1)—|—6(w—1)—6(w+5))

- %(6(w+5) — 6w —5) + 8w+ 1) — 5w — 1))
Verwendung des Modulationssatzes. Aus der Tabelle entnimmt man
sin(3t) o—e —jm(d(w—3) —d(w+3)).
Mit dem Modulationssatz folgt dann
cos(2¢) sin(3t) o—e —% (Blw=2-3)—0(w—2+3)+6w+2—3) —d(w+2+3))

- %(5(&1—}-5)—6(w—5)+5(w—|—1)—5(w—1))

Verwendung des Faltungssatzes im Frequenzbereich. Sei

flt) = cos(2t)
g(t) = sin(3t).

Aus der Tabelle entnimmt man

cos(2t) o—e m(d(w—2)+d(w+2))
sin(3t) o—e —jm(d(w—3) —(w+3)).
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Damit ist
ft)g(t)
o—e L (FxG))
_ % [ PG - u)du
1, [
= oo(im )/_Oo (5(u— 2) +5(u+2)>(5(w —u—3) - d(w —u+3))du
_ —%” h (50— 2)6(w —u— 8) — 6(u— 25w —u +3)

— 0o

1O+ 2)8(w —u—3) — 8(u+2)8(w —u+ 3))du

Fir die Teilintegrale erhdlt man
/ d(u—2)0(w—5)d

/ 0(u—2)0(w —u— 3)du
= —5)
/ d(u—2)0(w—u+3)du = / d(u—2)5(w+1)d

= d(w+1)
/ S(u+2)5(w —u—3du = / 5(u+2)0(w — 1)d
= dw-1)
/mé(u+2)5(w—u+3)d _ /Zé(u+2)5(w+5)
= d(w+5H)

Damit ist

Ft)g(t) o—e —L (6w~ 5) — 8w+ 1) + 3w — 1) ~ 6(w +5))

2

— %(5(w+5)*5(w—5)+5(w+1)—5(w71)).
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Aufgabe 31. Fir die Fourier Transformierten F(w) und G(w) zweier Funktio-
nen f(¢) und g(¢) gilt der Zusammenhang

(24 ju)F(w—3) = G2w)e!@Hd,

Leiten Sie daraus einen entsprechenden Zusammenhang im Zeitbereich
her.

Losung von Aufgabe 31. Sei

Dann gilt

Flw—3) e f(t)e!
jwF(w—3) e—o (f(t)e¥")
= [0 +35f(t)e¥!
24 jw)Flw—-3) = 2F(w—3)+jwF(w-—23)
o0 2f(t)e¥t + f(t)ed "t + 35 f(t)e>!
= (2+35)e¥ f(t) + ¥ (1)
2G(2w) e—o g(t/2)
Glaw) oo Lg(t/2)
Guw)ed @t = MelvG(2w)

o %g((t +1)/2).

Damit erhdlt man im Zeitbereich die Gleichung

et
(2+37)e f(t) + e f(t) = - 9((t+1)/2).
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6 Laplace Transformation

Aufgabe 32. Sei

_ t+1 fallst>0
O { 3 falls t < 0.

o Berechnen Sie die Laplace Transformierte von o(t) f(t).

o Berechnen Sie (o(t)f(t))’ und o(¢)f’(t) sowie die Laplace Transfor-
mierte von beiden Funktionen. Hinweis: Zeichnen Sie zuerst die Funk-

tionen f(t), o(t)f'(t) und o (t) f(¢).

e Zeigen Sie an diesem Beispiel, dass wenn
a(t)f(t) o—e F(s)
gilt
o(t)f'(t) o—e sF(s)— f(07).

Losung von Aufgabe 32.

ot)fit) = ot)t+o(t)
—e L1
52 s
_ t+1 fallst>0
oW = { 0 fallst <0
1 falls t > 0
(e(t)f(t) = 5(t) fallst=0
0 falls t < 0
o—e 1 +1
1 fallst >0
a®)f'(t) = —26(t) fallst=0
0 falls t <0
o—e 1 -2
s
Mit
1 1
r - - 4=
(s) 52 + s
und
f07) =3
ist
_ 1
sF(s)—f(07) = ;4—1—3
1
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Aufgabe 33. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von

sin(t) .

7 ==

Hierzu gibt es zwei Losungswege — Sie kénnen Thr Ergebnis also verifizie-
ren:

o Entwickeln Sie f(t) zunichst in eine Taylor Reihe. Transformieren
Sie dann jeden Summanden separat. Da es sich um Potenzen von ¢
handelt, ist das kein Problem. Hinweis: Fiir die Taylor Entwicklung
von arctan(z) zum Entwicklungspunkt & = 0 gilt

arctan(x):w—x——&—x——%—i—... falls |x| < 1.

tf(t) = sin(t)
ist mit der Differentiation im Frequenzbereich
tf(t) o—e —F'(s)

die Berechnung von F'(s) durch Integration moglich. Zur Bestimmung
der Integrationskonstanten hilft Thnen

F(0) = /Ooos'int(t)e—“dt

_ / sin(t) it
0 t

™

5

Von der arctan Funktion sind folgende Gleichungen hilfreich:

1
tan(z) = ———
arctan(z) P
arctan (1/z) = g — arctan(z).
Losung von Aufgabe 33. Mit
n!

tn

sn+1
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gilt

)= s

_ L, e
Tt 31 5 7

= Lf$ﬁ+gﬁ@f%ﬁ+“.
1 120 14 16!
s 31s3 T Blsd TS T
O e

3 5 7

ud o’ W’
— u_?-yg—?—i—...fﬁru:s_l

= arctan(u)
= arctan(1/s) falls |1/s| <1 bzw. |s| > 1

falls re(s) > 0

Mit

muss F'(s) eine Stammfunktion von
1
s2+1

sein, d.h.
F(s) = —arctan(s) 4+ C fiir ein C € R.

Da F'(0) = /2 und arctan(0) = 0 folgt C' = 7/2 und

F(s) = =/2— arctan(s)
= arctan(1/s).
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Aufgabe 34. Berechnen Sie die Laplace Transformierte F'(s) von
f(t) = tcos(wt).

Geben Sie auch an, fiir welche s € C die Funktion F'(s) definiert ist.

/ f(t)e stdt :/ t cos(wt)e *'dt.
0 0

Jjwt —jwt
(e 4 e77)

L6sung von Aufgabe 34.

Mit

cos(wt) =

| =

gilt

2

1 [ : 1 [ :
= — [ telmstitgy f/ tel=s=Iwt gt
2/0 e + 2/, e

Fiir beliebiges a erhélt man mit Produktintegration

o0 1 <1
/ te®dt = [te“t} S / et dt
0 a 0 a

[1teat _ 126at:| -
a a 0

1 0 . .
F(s) = = / t (ej“’t + e_J“’t) e st
0

a2
falls re(a) < 0.

e Fiir a = —s 4+ jw gilt damit

/Oo tel—stiwt g — 1 _ 1
0 (—s+jw)? (5 —jw)?

falls re(s) > 0.
o Fira=—s— jw gilt

% , 1 1
/ te(=s—itqy = ‘ =
0 (—s — jw)? (5 + jw)?

falls re(s) > 0.

Damit ist

F(s) =

1
(o5 * v o)
s+ jw)? + (s — jw)?
( (s = jw)?(s + jw)? )
252 — 2w?
(=57

(5 +w2)

N~ N~ N~
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Die Funktion F(s) ist definiert falls re(s) > 0.

Einfacher wére es natiirlich mit der Ableitung im Frequenzbereich gegan-
gen:

L) o—e —F'(s).

Da
s

cos(wt) o—e ———
(wt) R

gilt

tcos(wt) o—e (s)/

52 +w2
52+ w? — 5(2s)
(32 + w?)?
s? — w?
(52 + w?)2’
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Aufgabe 35. Sei

Berechnen Sie (f * ¢g)(t) auf zwei Weisen:

¢ Ohne Verwendung der Laplace Transformation durch Losen des Fal-
tungsintegrals.

e Mit dem Faltungssatz der Laplace Transformation.

L6sung von Aufgabe 35. Ohne Laplace Transformation.

(Feo)t) = /°° ot — )t - T)o(r)eTdr

—0oQ

o(t) /Ot(t —Pemdr,

Nebenrechnung.
t t
/ teTdr = t/ eTdr
0 0
= tle"y
= tle'—1)
t t
/ Te'dr = [767]6 - / e’dr
0 0
= tet — [eT}g
= tel —e' +1
Damit ist
(fx9)t) = ot)(tle’ —1) —te' +¢' — 1)
= o(t)(e" —t—1)
Mit Laplace Transformation.
1
f(t) o—e 2
t o—e
g(t) Py
1
t o—e
(f*g)() 82(871)
Partialbruchzerlegung.
1 o C1 Co C3
s2(s—1) s +52 +571

1 = cs(s—1)+co(s — 1)+ c3s%
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Spezialfall s =0

Spezialfall s =1

Spezialfall s = 2

Ricktransformation.
1 1
s s2

201

1 = —C2
Cy = — 1.
C3 = 1

2c1 + co +4cs
= 2¢1—14+4
-2
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