Heilbronn, den 25.9.2025 Prof. Dr. V. Stahl WS 25/26

Ubungen zu Mathematik 3
mit Musterlosungen

Blatt 1
Aufgabe 1. Berechnen Sie
_ 2twt 4 5e?
lim —————
t—o00 Te2t
Losung von Aufgabe 1.
2Am’ 4 5e? 2ten (") N 5
et S Te 7
1
_ ?(2t61n(ﬂ')te—2t + 5)
_ ;(Qtean(w)fmt +5).
Da In(m) — 2 < 0, gilt
lim 2teM=2t — ¢,
t—o0

Damit ist

1
lim ?(215@(1“(“)*2” +5) = 5

t—o0

Aufgabe 2. Nennen Sie vier dquivalente Bedingungen dafiir, dass die Vektoren
di,...,0a, linear unabhéngig sind.

Losung von Aufgabe 2.

o Keiner der Vektoren ist Linearkombination der anderen.
o Fiir alle £ gilt

L(dy,...,de,...,0n) # L(@1, ..., &ey...,0n)

e Der Nullvektor kann nur auf triviale Weise als Linearkombination

von di,...,a, dargestellt werden.
« Jeder Vektor b € L(dy,...,d,) kann auf genau eine Weise als Line-
arkombination von dq, ..., d, dargestellt werden.

Aufgabe 3. Sei f € R? — R? definiert durch

T
22—y
fly |= ( . ) .
z
Finden Sie eine Matrix A so dass

F(@) = A%

fiir alle ¥ € R3.



Losung von Aufgabe 3. Die Spalten von A sind f(€1), f(é), f(&5), d.h.

0 -1 2
A_<1 0 o)

Aufgabe 4. Berechnen Sie fiir beliebige Konstanten a, w

a
/ eIWt .
—a

Hinweis: Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich. Sie brauchen
hierfiir die Gesetze der komplexen Zahlen, insbesondere

z—Z = 2jim(z)
im(e/?) = sin(p).

Beriicksichtigen Sie auch den Spezialfall w = 0. Verwenden Sie die si-
Funktion, die definiert ist durch

. 1 falls z =0
si(z) = Sn@)  falls ¢ # 0.

Das Ergebnis ist dann 2asi(wa).

Losung von Aufgabe 4. Der Spezialfall w = 0 wird separat betrachtet, da im
folgenden Rechenweg durch w dividiert wird.

¢ jwt 1 jwt]®
/ej d = —|e ]7a

—a Jw
_ i (ejwa _ e—jwa) .
Jw
Da e/~ und e~7*® konjugiert komplex sind, ist
ejwa _ 67jwa — zjim(ejwa)

= 2jsin(wa).

Damit ist

e 1
/ eI“tdt = —2jsin(wa)
Jw

2 .
= ;sm(wa)

sin(wa)

= 2a
wa

= 2asi(wa).

a . a

/ et = / 1dt
—a —a
= 2a

= 2asi(wa).

Fir w = 0 gilt



Damit ist

/ dUtdt = 2asi(wa)

—a

fur alle a, w.

Aufgabe 5. Berechnen Sie die Partialbruchzerlegung von

22% — 1
(x —1)(22+2x—2)

fz) =

Losung von Aufgabe 5. Nullstellen des Nenners:
(22 +z—1)=(r—1)(z+2).

Faktorisierung des Nenners:

222 — 1
0= e Py
Partialbruchzerlegung
222 — 1 c c c
ey = ittt
(x —1)%(x+2) x—1 (x—1) x4+ 2
202 —1 = c¢i(x—1)(x+2) + colx +2) + c3(x — 1)?

e Spezialfall x = —2.
7:9(}3, C3 :7/9

e Spezialfall x = 1.
1:302, 62:1/3.

e Spezialfall z = 0.

-1 = —2c¢1+2cy+c3
= —2¢1+2/34+7/9
= —2¢1+13/9

—22/9 = —-2¢

. = 11/9.

Damit gilt

119 13 7/9
J) = x—1 * (x —1)2 +x+2'

Aufgabe 6. Aufler den in der Vorlesung vorgestellten Ansétzen fir Storfunk-
tionen bei linearen DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten gibt
es auch einen Ansatz fiir rechte Seiten der Form

r(z) = plx)e’”



wobei p(z) ein Polynom ist. Der Ansatz ist dann

y(x) = qlx)e”

wobei ¢(z) ein Polynom vom gleichen Grad ist wie p(z). Ist u eine s-fache

Nullstelle des charakteristischen Polynoms, dann ist der Ansatz
y(z) = a°q(z)e”.
Berechnen Sie hiermit die allgemeine Losung der DGL
Y +y = (24 1)
Losung von Aufgabe 6. Allgemeine homogene Losung. Ansatz
y+y = 0
fihrt zum charakteristischen Polynom

A+1 = 0
A= -1

Allgemeine homogene Losung ist
ya(z) = Ce™™.

Ansatz fiir die inhomogene DGL.

y = (ax®+bx+c)e”
v = (2ax +b)e” + (ax? + bx + c)e”.
Einsetzen in DGL
(2az + b)e” + (az® + br + c)e” + (az® + b +c)e” = (2% +1)e”
2022 + (20 + 2b)x +2c+b = 2?1,
Koeffizientenvergleich.
20 =1
2a+2b = 0
2¢c+b = 1.
Losung
_ !
“ T3
1
b= =
2
L8
= 7

Die partikulédre Losung ist damit

1 1 3

Die allgemeien Losung ist

y(z) = Ce ™+ <x - er) e®.



Aufgabe 7. Gegeben sei folgender Schwingkreis, der aus einem ohmschen Wi-

derstand R, einer Spule L und einem Kondensator C' besteht:

uo(t) \L ©

)

il
1
1
T

Fiir die Spannungen an den Bauteilen gilt

ur(t) = Ri(t)
uc(t) = q(t)/C
ur(t) = Li'(t).

wobei ¢(t) die Ladung des Kondensators ist. Weiterhin gilt 4(t)

Die Eingangsspannung sei

ug(t) = cos(wt).

uc(t)

ur(t)

ur(t)

q'(t)-

Berechnen Sie eine partikulidre Losung fiir ¢(¢) in Abhéngigkeit von w.

Warum tritt bei diesem System nie Resonanz auf?

Losung von Aufgabe 7. Mit der Maschenregel gilt

q/C+ Rq + Lg" = cos(wt).

Reeller Ansatz

= Acos(wt) + Bsin(wt)

¢ = —Awsin(wt)+ Bw cos(wt)

¢ = —Aw?cos(wt) — Bw?sin(wt)

Einsetzen in DGL.

1
5(A cos(wt) + Bsin(wt))
+ R(—Awsin(wt) + Bw cos(wt))
+  L(—Aw? cos(wt) — Bw?sin(wt))
= cos(wt)
Koeffizientenvergleich

cos(wt)(A/C + BwR — Aw?L) + sin(wt)(B/C — AwR — Bw?L)
A/C + BwR — Aw’L
B/C — AwR — Bw?L

cos(wt)



Losen

A(1/C - W?L) + BuR =
B(1/C —w?L) — AwR = 0

Aus der zweiten Gleichung folgt
A = B(1/C —w?L)/(wR).

Einsetzen in erste Gleichung gibt

B((1/C —w?L)?/(wR) +wR) = 1
B((1/C — w?L)* 4+ (wR)?) = wR
B _ wR
(1/C — w2L)? + (wR)?
4 = 1/C —w?L

(1/C —w?L)? + (wR)?’

Alternativ hiatte man die Aufgabe auch mit dem komplexen Ansatz
1 . .
cos(wt) = 3 (e7F + eI

16sen konnen. Fir die rechte Seite

r(t) = ¥t
ist der Ansatz
¢ = ae’
G = ajueh
¢/ = —aw?elt.
Einsetzen:
1/Caej“’t + Rajwe’™t — Law?e’¥t = eIt
a(1/C + jwR —w?’L) = 1
1
a =

1/C + jwR — w?L
1/C — w?L — jwR
(1/C —w?L)? + (wR)?’

Losung fiir rechte Seite ry(t) ist somit

¢ = aelvl
Fiir die rechte Seite
ro(t) = eIt
erhilt man analog die Losung
2 = q



Damit ist die Gesamtlosung

1
q = 5(611 +q2)

= re(q1)

— re l/C—WQL—ij cos(w —_

- ((1/C—w2L)2+(wR)2( (wt) + j sin( t))
l/C—w2L WR

= W0t 1 @RE YN T e r Wi

sin(wt)

Damit Resonanz auftritt, muss jw Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms

LN+ R\ +1/C

sein. Die Nullstellen sind

\ ~R+\/R2—4LJC
1,2 = .
2L

)

Da R # 0 haben diese einen Realteil. Da w reell ist, ist jw rein imaginar
und damit kann jw keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms sein.

Aufgabe 8. Berechnen Sie eine partikulire Losung der DGL

y'+y = sin(z+1).
Losung von Aufgabe 8.
sin(z+1) = im(e@HD)
im(efed®).

Partikulire Losung mit rechter Seite e/. Da j Nullstelle des charakteri-
stischen Polynoms ist, liegt Resonanz vor. Ansatz daher

y = cxel”
y = ced® +cxjel”
y' = cje’® +cjel” — cxed®

c2je’” — cxel”.

Einsetzen.

2je’® — cxel® + cxe?® = eI

2je’® = €I

2j = 1

1

© Ty
_ i

2



Partikulare Losung ist damit
Yy = —%xej .
Partikulire Losung fiir rechte Seite e/e/® ist somit
y = —iej rel®,
Partikulire Losung fiir rechte Seite im(e/e/®) ist somit
y = im(—%ejxejx)

= —%xim(jej("”l))

= —%xim(j(cos(x + 1)+ jsin(z + 1))

= —%az cos(z + 1).

Aufgabe 9. Sei

f(t) — 36575—2_'_ 5(tt_1)

g(t) m(8(t +3) — 20(t — 1)).

Berechnen Sie (f * g)(t).

Losung von Aufgabe 9. Mit der Ausblendeigenschaft der Faltung gilt

ot—1 1
( ) = dt—-1)- = §@¢t-1).
t t
Mit der Linearitét, Zeitinvarianz und dem neutralen Element der Faltung
folgt
(f +g)(t)

= Ese“ 245(t—1)) *m(5(t+3) —25(t — 1))

(3™ 2% 6(t+3) —6e™ 2% 0(t — 1)+ 6(t — 1) x6(t +3) —25(t — 1) * 6(t — 1))
- w(365 H)=2 _ 6eS(172 4 (44 2) — 26(t — ))

= m(3eM? — 6”7 +5(t +2) — 26(t — 2)).

3

Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass die Faltung kommutativ ist, d.h. fiir alle Funk-
tionen f und g, fiir die f * g existiert, gilt

(fxg)®) = (g% )(®).

L6sung von Aufgabe 10.



Mit der Substitution 4 =t — 7 und dr = —du gilt

f(r)g(t = 7)dr

/oo
T=—00

/ Tt we(pdp

=00

= [ sse-

= [ smie-nar
= G+ DO

Aufgabe 11. Fiir a > 0 bezeichne der Index a die Stauchung einer Funktion

um Faktor a, d.h.

fa(t)

Zeigen Sie, dass
Ja * 9a
L6sung von Aufgabe 11.

(fa * ga)(t) =

Substitution.

du
dr

Damit ist

flar)g(at — ar)dr

L.

Dies gilt fur alle ¢, folglich ist

fa * Ga

ar, =

= flat).

= ~(f* g

fa(T)ga(t — T)dr
flat)g(a(t —7))dr

f(ar)g(at — at)dr.

HIETN

Aufgabe 12. Gegeben sei folgende Schaltung:



l Ua(t)

Zeigen Sie, dass die Ausgangsspannung u,(t) aus der Eingangsspannung
U (t) durch eine Faltung berechnet werden kann, d.h. bestimmen Sie eine
Funktion g(t) so dass

Ua(t) = (ue * g)(1)-

Gehen Sie hierzu wie folgt vor:

e Leiten Sie zunédchst aus den Gesetzen der Elektrotechnik die Diffe-

rentialgleichung
1 ue(t)
() + 5 =4q(t) = .
¢ (1) + palt) = 25

fiir die Ladung ¢(¢) des Kondensators her. Benutzen Sie hierfiir

i(t) =q'(t)

und die Maschenregel
Ri(t) + uq(t) = ue(t).

e Die DGL ist linear mit konstanten Koeffizienten und inhomogen. Da
ue(t) eine beliebige Funktion sein kann, miissen Sie die DGL mit
Variation der Konstanten k(t) losen.

/t t K (r)dr

eine Stammfunktion von k’(t) ist fiir beliebiges to. Zeigen Sie, dass
hiermit fiir die allgemeine Losung der DGL gilt

e Zeigen Sie, dass

t
qt) = / Uelr) —~-ri/rC g

to

e Um zu einer eindeutigen Losung fiir ¢(t) zu kommen, sei nun ange-
nommen, dass der Kondensator zum Zeitpunkt ¢ = —oo entladen ist.
Zeigen Sie, dass damit gilt

1/t
ua(t) = %/ Ue()e” =T/ EC 4,

Leiten Sie hieraus die o.g. Funktion g(t) ab so dass

Ug = Ue * (.

10



e Sei nun

| cos(wt) fallst>0
ue(t) = { 0 fallst<0.
Berechnen Sie u,(t) durch Faltung. Stellen Sie dabei die Cosinus
Funktion als Realteil einer komplexen e-Funktion dar. Das Integral
kann vereinfacht werden, wenn man ausnutzt, dass

/re(f(r))dr _ re(/f(T)aH').

Uberlegen Sie sich, wie die Funktion vereinfacht werden kann, wenn
t groB ist, d.h. wenn der Einschwingvorgang abgeklungen ist. Ver-
gleichen Sie Thr Ergebnis, mit dem was Sie erhalten wiirden, wenn
Sie das Problem mit komplexer Wechselstromrechnung gel6st hétten.
Erklaren Sie, weshalb die Schaltung als Tiefpass bezeichnet wird.

L6sung von Aufgabe 12.

e Aus (0
q

alt) = —=~

ualt) = 22

und den gegebenen Gleichungen folgt

1
R(0) + 5alt) = u(t) baw
1 ue(t)
/ —_— =
J0)+ palt) =
e Loésen der homogenen DGL
O+ ——q(t) = 0
q ch = .
Ansatz q(t) = e ergibt
MM M = g
RC
At = 0
RC
1
AN = ——
RC

und damit
q(t) = ke t/BC
flir beliebiges k. Variation der Konstanten ergibt
at) = k(e /"

1
qt) = K@t)e R — —k(t)e /RO,

RC

11



Einsetzen in die inhomogene DGL ergibt

_ 1 _ 1 _ Ue(t)
/ t/RC t/RC t/RC e
K (e Sk k() =
_ t)
k' (t t/RC ’I,L@(
(t)e i
K() = “j,g) et/RC,

Zu zeigen ist, dass

(/: k:’(T)dT)/ =K (t)

fiir beliebiges to. Sei k() eine Stammfunktion von &'(t). Dann ist

/tk'(T)dT = k(t) — k(to).

Folglich ist

Damit ist

t
q(t) = / Le(T) e™/BC 47 ¢~ t/RC
to R

t
_ /Ue(T)e_(t—T)/Rch.
to R

Da g(—o0) = 0, folgt

/ ue](%T) e~ (=7)/RC g _

to
und damit
t
qt) = / —u@}(g)e*“”)/mm.
Da
q(t)
alt) = —~
ualt) = 44
folgt
1 t
ug(t) = ﬁ/ U (T)ei(tiT)/RCdT.

12



Damit auch die Obergrenze co gesetzt werden kann, muss sicherge-
stellt werden, dass der Integrand Null wird, sobald 7 > t ist. Dies
erreicht man durch einen Faktor o(¢ — 7) und erhalt

1 oo
w() = o /_ . Ue(T)o(t — 7)e” T/ EC 47
Damit ist

ualt) = / T we()g(t — )dr

wobei
glt—7) = %a(t — 7)e(t=T)/RC
bzw.
_ b —t/RC
g(t) = Rco(t)e .
Sei

| cos(wt) fallst>0
ue(t) = { 0 fallst<0.
Dann ist
ua(t) = (ue*g)(t)
e 1
= /_OO Ue(T)@J(t — T)e*(t*T)/Rch

1 t
= %/0 cos(wr)e” =T/ EC qr

1 b
= wo'e (/0 ej“Te_(t_T)/Rch)

1 t
— Ere (e—t/RC/O e(jw-‘rl/RC)TdT)

= Lre (e—t/RC . 1 [e(jw-q—l/RC)T}é)

13



Fiir grofle Werte von ¢ ist

e—t/RC

und damit ist ndherungsweise

ug(t) = m (cos(wt) + RCwsin(wt)) .

Dieses Ergebnis hatte man auch mit komplexer Wechselstromrech-
nung erhalten, da hier das System bereits im eingeschwungenen Zu-
stand betrachtet wird:

ue(t) = eIt
1
Re = Tl
ue(t)
R+ Re
uq(t) = Rei(t)
Rc

= t)—
vt Z R
ejwt
1+ jRCw
1

= m(cos(wt) + jsin(wt))(1 — jRCw)

Der Realteil hiervon ist
1

ug(t) = m(cos(wt) + RCwsin(wt))

Fiir tiefe Frequenzen, d.h. w sehr klein gilt RCw = 0 und damit
ua(t) = cos(wt)
= w(t).
Fiir hohe Frequenzen, d.h w grof} gilt
uq(t) = 0.

Aufgabe 13. LTI Systeme verhalten sich besonders einfach, wenn das Ein-
gangssignal eine harmonische Schwingung ist. In diesem Fall ist auch das
Ausgangssignal eine harmonische Schwingung mit gleicher Kreisfrequenz.
In dieser Aufgabe soll dies anhand einer einfachen, komplexen Schwingung
gezeigt werden: Sei

fty = &
und S ein LTI System. Zeigen Sie, dass dann
S(f) = zaf

wobei z eine Konstante ist, d.h. nicht von ¢ abhéngt.

14



Die komplexe Schwingung f(t) = /“! wird durch das System S also nur
um |z| verstarkt und um <z phasenverschoben. Berechnen Sie z anhand
der Impulsantwort g des Systems S.

Da z von w abhéngt, ist z eine Funktion von w. Diese Funktion G(w)
heit Ubertragungsfunktion des LTI Systems. Spéter werden wir zeigen,
dass G(w) die Fourier Transformierte der Impulsantwort g(t) ist.

Losung von Aufgabe 13.
[S(HIE) = (f*9)(®)

= f(t=7)g(r)dr
= / ej‘“(t_T)g(T)dT
= / eIte™I9T g(1)dr

Mit

gilt somit

Aufgabe 14. Sei S ein LTI System. Zeigen Sie, dass dann

S(f) = 1SN

Die Ableitung des Eingangssignals eines LT1 Systems bewirkt daher immer
die Ableitung des Ausgangssignals. Sie diirfen hierbei voraussetzen, dass
f und S(f) differenzierbar sind.

Losen Sie die Aufgabe auf zwei Weisen:

e Indem Sie die Rechengesetze der Faltung nutzen.

e Auf dem anderen Weg brauchen Sie die Definition der Ableitung:

P SR {C)

Mit der Abkiirzung

gilt somit

) = 710*&(2; IO iy alle ¢

15



bzw. kirzer

r_ f—dt_f
o= dt

In dieser Darstellung kénnen Sie die Linearitat und Zeitinvarianz von
S anwenden.

Losung von Aufgabe 14. Sei g die Impulsantwort von S, d.h.

S(f) = fxg firalle f.

o Mit den Rechengesetzen der Faltung gilt

S(f) = f'xg
= (fxg)
S(f).

e Da § LTT ist, gilt

st = s(Fut)

S(f-at) — S(f)
dt
S(f)—ar — S(f)
dt

=[S

Aufgabe 15. Sei f eine T-periodische Funktion mit gegebenen Fourier Koeffi-
zienten zj. Berechnen Sie hiermit die Fourier Koeflizienten Zj, der Funktion

i

Der Index # bedeutet Verschiebung einer Funktion um £, d.h.

fity = flt—1).

Losung von Aufgabe 15.
I k
5 —jkwt
Z = T/C; ff(t)e J dt

17 o
— T/ f(t — e Tktqt,
0

Substitution
u=t-—t, %:1, dt = du.
Damit ist das Integral
1 T—% ) . 1 T—% _
T » f(u)eijk‘*’(uﬂ)du = efjk“’tf /4 f(u)efjk“’"du.

16



Da der Integrand T-periodisch ist, ist dies gleich
o1 T . -
e‘”k‘“tf /0 f(u)e_Jk“’“du = e Thwiy .

Damit ist

Zr = eijkwtzk.

Aufgabe 16. Die 2-periodische Funktion f(t) ist definiert durch

fit) = 1+¢

falls 0 <t < 2und f(t+2) = f(¢) fur alle ¢.

Berechnen Sie die komplexen Fourier Koeffizienten z, von f(t) und ver-
einfachen Sie das Ergebnis so weit wie méoglich.

Losung von Aufgabe 16. Mit T'= 2 und w = 7 gilt
e "
= = t)e IFtdt
2k T/o f(t)e
1 /2

= 5/ (1+eh)e IFmtqt

0

12 1 /2 .
= = kTt 4 = te=Ikmtqy,
2/0 e + 2/0 ee

Berechnung der Teilintegrale. Fiir k& # 0 gilt

2 k 1 krmt]2
—J wtdt _ —jknt
| e

1 —27jk
= _— 7T —1
iﬂm(e )
= 0

2 2
/ ete—jkﬂ'tdt — / e(l—jkﬂ)tdt
0 0

1 A
_ (1—jkm)t12
1— jkn e I
1 .
- - (2—2jkm) _ 1
i © )
1 2
= -1
e

Damit ist
1

2
“k 2—2jk7r(e ), k#0

17



Fir k£ = 0 gilt

1 T
1 2

= 5/0 (1+e)dt

1 2
= 3 [t+e],

= %(2+6271)

1+ e?
-

Aufgabe 17. Die 2-periodische Funktion f(¢) ist definiert durch
f@)=6t—-1) fir0<t<2

und
fE+2)=f@) fiir alle ¢.

Skizzieren Sie die Funktion f(¢) und berechnen Sie die komplexen Fou-
rierkoeffizienten zj von f(t).

Losung von Aufgabe 17. Die Funktion f(¢) ist ein Impulszug mit Impulsen
bei ungeraden, ganzzahligen ¢t. Mit

gilt
1 [T ,
- T/o F(t)e TRty

1 (2 ,

= 7/ 5(t —1)e Fmtdt
2 0
1 /2 ,

= 7/ 5(t — e Fmqt
2 0
1 . 2

- 76—%”/ S(t—1)dt
2 0
1 7jk7'r.

= —e

2

Aufgabe 18. Gegeben seien die komplexen Fourier Koeffizienten zj, einer un-
bekannten, T-periodischen Funktion f(t). Berechnen Sie hieraus die kom-
plexen Fourier Koeffizienten ug von f/(t), d.h.

I :
u = —/ f(t)e I*tat, w=2n/T
T Jo

und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

18



Lo6sung von Aufgabe 18. Man kann die Aufgabe auf zwei Weisen 16sen.

e Aus
o0
) =Y meh
k=—o0
erhalt man durch Ableiten
oo
flt) = zjkw Tkt
(t) >
k=—oc0 wn
Damit ist
up = zpjkw.

e Mit partieller Integration erhélt man

Lt ke 1 I —jkw
7/0 f(t)eI*tat T[f(t)e gkt +jkwf/0 f(t)e I*tat
_ %(f(T)e’jk“JT — F(0)e) + jhwz.
Da
f(T) = £(0)
wT = 27
e—jk:wT e—jk}ﬂ'
=1
ist
F)e T — f0)e” = 0
und
upy = Jjkwzg.
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