Heilbronn, den 11.6.2026 Prof. Dr. V. Stahl SS 26

Ubungen zu Mathematik 3
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Aufgabe 1. Bestimmen Sie die Originalfunktion f(¢) der Laplace Transfor-
mierten

4543

552+ 6

Sie bendtigen dafiir keine Partialbruchzerlegung.

F(s) =

Losung von Aufgabe 1.
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Aufgabe 2. Sei
p(t) = Y t—k
k=—oc0

ein Impulszug. Da p(t) periodisch ist, kann er durch eine Fourier Reihe
dargestellt werden. Berechnen Sie die Fourier Koeffizienten z; und zeigen
Sie damit, dass

p(t) _ Z eZTrjkt.
k=—oc0
Zeigen Sie mit dem Dampfungssatz der Laplace Transformation, dass
fOp(t) o—e Y F(s—2mjk).
k=—00

Losung von Aufgabe 2. Die Fourier Koeffizienten einer T-periodischen Funk-
tion p(t) berechnen sich nach der Formel

1 [T "
— t)e IRt gt
T/o p(t)e



In diesem Beispiel ist T = 1 und damit w = 27. Da der Integrand T-
periodisch ist und an der Stelle t = 0 und ¢ = T ein Impuls ist, bietet es
sich an, nicht von 0 bis T' zu integrieren sondern von —1'/2 bis T'/2. Damit
erhélt man unter Verwendung der Ausblendeigenschaft

1/2 A

2y = / p(t)e 2™kt qt
1/2
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—27rjk:tdt
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Die Fourier Reihe ist damit
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Der Verschiebungssatz der Laplace Transfomation sagt

e " f(t) o—e F(s+a).

Mit
a = =—2mjk
erhélt man
e IR f(t) o—e  F(s—2mjk).
Damit ist

fopt) = fl) Y M

k=—00
0 .
— Z f(t)€27rgkt
k=—oc0
o—e Z (s — 2mjk).
k=—oc0

Aufgabe 3. Berechnen Sie die Laplace Transformierte der Funktion

() = 1 falls0<t<1
9= 0 sonst.

Berechnen Sie dann die Laplace Transformierte der Rechteck Schwingung

sy [ 1 llsk<t<k4lfirk=0246,..
1 0 sonst.

Hinweis: Es gilt f(t) — f(t — 2) = g(¢) fiir alle .



Losung von Aufgabe 3.
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Mit dem Verschiebungssatz gilt

f(t—2) o—e e *F(s).

Damit ist

Folglich ist

G(s)
1—e 28
1—e?
s(1—e29)

Aufgabe 4. Sei S ein System mit S(f) = h wobei h eine Losung der DGL

ist.

W +h = f

o Berechnen Sie die Impulsantwort g(t) von S. Sie diirfen dabei vor-

aussetzen, dass f(t) und h(t) eine Laplace Transformierte haben.
(Hieraus folgen die Startwerte h(—oc0) = h'(—o00) = 0 und damit die
Eindeutigkeit der Losung der DGL.

Verifizieren Sie, dass fiir das von Ihnen berechnete g(t) tatséachlich
gilt

S(6) =g
bzw.
g +g = 6.

Sie miissen hier o(¢) immer dazuschreiben und beim Ableiten bertick-
sichtigen, sonst kommt nicht das richtige Ergebnis heraus.



Losung von Aufgabe 4.
e Mit den Korrespondenzen

o—e F(s)

o—e H(s)

o—e sH(s)

o—e s%H(s)

wird aus der DGL durch Laplace Transformation
sPH(s)+ H(s) = F(s)

H(s)(s* +1) = F(s)
H(s) = ﬁF (s).
Riicktransformation mit dem Faltungssatz ergibt

ht) = (fxg)t)

wobei

g(t) o—e
Mit der Korrespondenz
o(t)sin(wt) o—e

folgt

e Ableiten ergibt
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Einsetzen in die DGL
g"+g = 0(t)—o(t)sin(t) + o(t)sin(t)
= (¢).
Aufgabe 5. Sei
fr = ox2F
g = opk.

Berechnen Sie (f *g); einmal ohne Verwendung der z-Transformation und
einmal mit der z-Transformation.



L6sung von Aufgabe 5. Ohne z-Transformation.

e Sei

Damit ist

e Sei

(f* 9k
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25— s

k
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k k
= o0 (kZQE — Zf?e>
=0 £=0
k
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k
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s = oMl
k
Z 2@ _ 2k+1 —1.

k
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=0
k
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=1
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= Y -2
=1 =1
k+1
— (k—l— 1)2k+1 _ 226
=1
k+1
— (k‘ + 1)2k+1 _ 226
=1
k
= (k+1)2M1—2) 2f
=0

— (k + 1)2k+1 _ 2(2k+1 _ 1)
= (k—1)2F1 42



Damit ist

o Folglich ist

(f *9)k

Mit z-Transformation.

Partialbruchzerlegung

222

(- 12(-2)

Z2

Spezialfall z =1

Spezialfall z = 2

Spezialfall z =0

Damit ist

(f *9)k

k
> o2t = (k—1)26 42,
=0

o (k(2M —1) — (k- 1)2" - 2)
op, (k28T — |k — k2M 1 4 2h 1 2)

o (2M — k- 2).
z
o—e
Tk pogir
o—e i
9k - 1)
)y O—e 2
9 -12(-2)
C1 Co C3
zfl+(z71)2+272

ci(z—1)(z2—=2) +ca(z — 2) + c3(2 — 1)

2c1+2+4
—6
—3.
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(2 —1)2 +4z—2>
—305_1 — (k= 1)op_1 +4oj,_1 2871
op—1(=3 —k+1+2%1)
op_1(2F —k —2)
op(2F — k- 2).



Aufgabe 6. Berechnen Sie die inverse z-Transformierte von

22

(z—1)(z—2)

Losung von Aufgabe 6. Es gibt zwei Losungswege:

F(z) =

e Losung mit dem Faltungssatz. Aus der Formelsammlung entnimmt
man

—o 1]

z—1
z

z—2

Mit dem Faltungssatz erhalt man

k
fk _ Z Qu 1k7u
u=0

k
= Y o
u=0

o 2F

Umformen ergibt

k
ka _ Z2u+1
u=0
k41
= 27
u=1
2 —fr = 2" -1
fo = 281,
o Losung mit Partialbruchzerlegung.
2
z
F = —
(=) z-1)(z-2)
Polynomdivision.
3z—2
F(z) = 1+-—=

Partialbruchzerlegung des Rests.

3z—2 _ c1 Co
z-1(z-2)  z—-1 2z-2
32—2 = c1(z—=2)+ca(z—1).

Spezialfall z = 1 ergibt ¢; = —1, Spezialfall z = 2 ergibt ¢ = 4.
Riicktransformation.

-1 4

- o—e —1+ 6 +4dop_287?
z—1 z—-2

= —1+(5k+0k,12k+1.



Insgesamt erhélt man

fe = Op— 1406, +o0p_12F
= 20, +op_12F -1
2kt+1 —1.

Aufgabe 7. Sei n € Ny beliebig. Zeigen Sie durch Induktion iber k, dass fiir

alle k € Ny gilt
Z’“:<£+n) B (k+n+1>
= n n+1

Losung von Aufgabe 7.
o Induktionsanfang. Fir k = 0 gilt

b f+n B 0+n

() - ()
1

_ n+1

N (n—i—l)

k+n+1

n+1l )

¢ Induktionsannahme. Fiir ein festes k € N gelte
z’“: (£+n> B <k+n+1)

P n n+1

o Induktionsschluss. Zu zeigen: Fiir dieses k gilt
% <€+n) B <k+n+2>

P n n—+1

Unter Verwendung der Induktionsannahme gilt

k+1 k
J4 14 k+1
Z<+n) _ Z<+n>+<++n>
n n n
=0 =0

<k+n+l> <k+n+1>

= +
n+1 n
(k+n+1)! (k+n+1)!
(n+1)k! nl(k +1)!

(k+n+1)! (k+n+1)!

= e Tt Ve o
k+n+1)!
= (k+”+2)(n(+1)!(k+)1)!
B (k+n+2)!
 (n+ D)k +1)!
_ <k+n+2>
n+1



Aufgabe 8. Ein lineares System mit Eingang fx und Ausgang hj gentigt der
Differenzengleichung

1
hi, = ihkq + fr— fe-1-

Seien F'(z) und H(z) die z-Transformierten von fj und hy. Berechnen
Sie die Ubertragungsfunktion

Berechnen Sie hieraus die Impulsantwort gy,.

Verifizieren Sie Ihr Ergebnis, indem Sie die Impulsantwort g fiir
k =0,1,2,3 ohne z-Transformation berechnen. Sie erhalten die Im-
pulsantwort, indem Sie fr = Jx setzen und mit o.g. Formel hy fiir
k =0,1,2,3 berechnen, wobei hy = 0 fiir ¥ < 0 angenommen wird.

L6sung von Aufgabe 8. Aus der Gleichung folgt

1
hi — §hk71 = fo— fr-1-

Unter Verwendung von Faltungen lésst sich dies formulieren durch

mit

(hxa)y = (f*b)k

— (1,-1/2)
b= (1,-1).

Mit dem Faltungssatz der z-Transformation erhdlt man

wobei

Folgich ist

H(2)A(z) = F(2)B(z)
Alz) = 1- %z‘l
B(z) = 1-z71
oo - 23

B
A(z)
1—27t

1o 3271

oz —1

= T



Polynomdivision ergibt

Mit der Korrespondenz

1 1
o % o O Ok—1 2k71
erhilt man
1 1
G(Z) &—O 6k; - 50’]@_1216771

5k — O'k,12_k
(1,-1/2,-1/4,—-1/8,...).

Rechnet man die Impulsantwort im Zeitbereich aus, erhdlt man mit f; =

0 aus
1
§hk—1 + 6 — 6p—1
die Werte
ho = %h,1+50—5,1 =1
1
h1 = 5h0+61*50 = 71/2
1
hy = §h1+(52—51 = —1/4
1
hs = §h2+(53—(52 = —1/8

Aufgabe 9. Sei
Sl = kfe+ fro1
Ist S linear bzw. zeitinvariant? Geben Sie eine Begriindung.

Losung von Aufgabe 9. S ist linear.

S(f+g9) = S(f)+59)

[S(f +9)], k(f+9)k+ (f + 9k
= kfi+ foe1+ kg + gr—1
=[SO+ [S(9)];
= [S(f) +S(9)l,

S(uf) = uS(f)
Sy, = k(uf)e+ (uf)r—
kufi +ufe—1

u(kfr + fr—1)

u [S(f))y

= S

10



S ist nicht zeitinvariant.

S(f_p) # S(f)_;
[S(F_)], = kfit i
(S i)y = SN
= (k- ]A‘J')fkffc + fkflfl%'

Aufgabe 10. Sei A € R?*2 eine Matrix mit einem Eigenwert, der geometrische
Vielfachheit 2 hat. Begriinden Sie, weshalb A dann eine Diagonalmatrix
mit identischen Diagonalelementen sein muss.

Hinweis: Der Vektorraum C? hat Dimension 2. Folglich spannen 2 linear
unabhingige Vektoren in C? immer den gesamten C? auf.

Losung von Aufgabe 10. Da bereits 2 linear unabhingige Vektoren in C2
den gesamten C2 aufspannen, ist der einzige Vektorraum mit Dimensi-
on 2 in C? der ganze C2. Ist A ein Eigenwert von A mit geometrischer
Vielfachheit 2, dann ist £y C C? ein zweidimensionaler Vektorraum und
somit Ey = C2. Folglich ist jeder Vektor © € C? Eigenvektor von A mit
Eigenwert \. Daher ist

(A-=XE)Yd = 0  firalledeC?.
Damit muss A — AE die Nullmatrix sein, d.h. a1 = a2; = 0 und
ay; = A
age = A

Hieraus folgt a1; = a9z, d.h. A ist eine Diagonalmatrix mit identischen
Diagonalelementen.

Aufgabe 11. Sei A € R™*" eine quadratische Matrix. Ein Vektor & € C",
¥ # 0 heifit Eigenvektor von A zum Eigenwert A € C wenn gilt

AT = AU,

Zeigen Sie, dass wenn Z und y Eigenvektoren von A zum gleichen Eigen-
wert A sind, auch jede Linearkombination von & und ¢ ungleich 0 Eigen-
vektor von A mit Eigenwert A ist.

L6sung von Aufgabe 11. Sei A € R™*"™ und Z,y € C" Eigenvektoren von A
mit Eigenwert A, d.h.
AZ AT
Ay = Ay

Sei z' Linearkombination von & und ¢, d.h.

Z=aZ +bj



fiir bestimmte a,b € R. Zu zeigen: 2" ist Eigenvektor von A mit Eigenwert
A, d.h.
AZ = N7

Umformen ergibt

AZ = A(aZ + b))
Aaf + Ab7
WAT + bAT
—  aAF+ AT
A(aZ + by)
= Az

Aufgabe 12. Seien A, B € R™*" und ¢ ein Eigenvektor von A und von B.
Zeigen Sie, dass dann ¢’ auch ein Eigenvektor von AB ist.

L6sung von Aufgabe 12. Sei ¢ Eigenvektor von A und von B, d.h.
A’U: )\Aﬁ und Bﬁz )\B’U.
Dann gilt

(ABY = A(BY)
ANpT
Ap AT
= Apad.

Aufgabe 13. Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix

1 3
A= < L3 ) |
Bestimmen Sie zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor.

L6sung von Aufgabe 13.

1-\ 3
aoe = (5020
det(A—XE) = (1-XN(4—)\)—6
= M -5\-2

Die Nullstellen berechnet man mit der Mitternachtsformel:

5+ v25+48

2
5++33
2

A2 =

Damit ist
A1 = 5.372, Ay = —0.372.

12



o Eigenvektoren zu A;. Aus

(57 ) (G)-(0)

folgt
—4.37Tx+3y =0
bzw.
y = 1.456x.
Damit ist

L 1

P\ 1.456
ein Eigenvektor zu Ap.

o Eigenvektoren zu Ay. Aus

(7 2)(0)-(2)

folgt
1372 +3y =0
bzw.
y = —0.462x.
Damit ist

o 1
2=\ _o.46

ein Eigenvektor zu As.

Aufgabe 14. Sei

A:

=
_= N O
_ O =

Berechnen Sie die Eigenwerte von A, zu jedem Eigenwert seine geometri-
sche und algebraische Vielfachheit und eine Basis des zugehorigen Eigen-
raums.

Losung von Aufgabe 14.

1—-A 0 1
A—)NE = 0 2—-A 0
1 1 1-A

Entwicklung der Determinante nach der zweiten Zeile.

det(A—AE) = (2-X((1-X)*-1)
= (2N =2))
(2 = M)A —2)
= —A2-))~

13



Damit hat A zwei Eigenwerte \; = 0 mit algebraischer Vielfachheit 1 und
Ao = 2 mit algebraischer Vielfachheit 2.

Eigenvektoren zu A\; = 0:

1 0 1 T 0
0 2 0 y = 0
1 1 1 z 0

Aus der zweiten Gleichung folgt y = 0. Aus der erten Gleichung folgt

z+z = 0

z = —X.

Damit ist

—

v =

Eigenvektoren zu Ay = 2:

x 1
0 = 0
T -1
1 T
0 Y =
1 z

-1 0 0
0 0 0
1 1 — 0
Aus der ersten Gleichung folgt
T = z
Aus der dritten Gleichung folgt
z+y—x = 0
Y 0.
Damit ist
T 1
172 = 0 = T 0
1
Zusammenfassend erhalt man
Eigenwert A: 0 2
algebraische Vielfachheit: 1 2
geometrische Vielfachheit: 1 1
1 1
Basis: 0 0
-1 1

Aufgabe 15. Sei A € R™ "™ e¢ine reelle Matrix und ¢ ein Eigenvektor von A

mit Eigenwert \. Zeigen Sie, dass dann auch # Eigenvektor von A mit
Eigenwert \ ist.

14



Lo6sung von Aufgabe 15. Sei A € R™ ™ und ¥ ein Eigenvektor von A mit
Eigenwert A, d.h.
U # 0 und AY = 0.

Zu zeigen: ¥ ist Eigenvektor von A mit Eigenwert X, d.h.

AT = \7.
Umformen ergibt
AT = AT
= AU
=
= A7

Aufgabe 16. Sei A eine reguldre Matrix und A ein Eigenwert von A. Zeigen
Sie, dass dann 1/x ein Eigenwert von A~! ist. Hinweis: Beginnen Sie mit
der Gleichung

AT = M.

Multiplizieren Sie beide Seiten mit A~!. Nutzen Sie aus, dass A™'A = E.
Dann steht’s schon fast da.

Losung von Aufgabe 16. Sei A eine reguldre Matrix und ¢ ein Eigenvektor
von A mit Eigenwert A, d.h.

AT = M.
Multiplikation mit A~' auf beiden Seiten gibt
A7TAT = A7\,

Da A™'A = FE und E¢ = ¥ folgt

Da A regulér ist, ist A # 0 und man kann auf beiden Seiten durch A
dividieren. Damit gilt

7= A1y

)

d.h. 7 ist Eigenvektor von A~! mit Eigenwert 1/x.

Aufgabe 17. Die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix sind immer reell.
Dies soll fiir den Spezialfall von 2 x 2 Matrizen gezeigt werden. Sei also

a ¢
=(07)
eine symmetrische 2 x 2 Matrix. Berechnen Sie die Eigenwerte von A und
zeigen Sie, dass diese reell sind fiir alle a, b, c € R.

15



Losung von Aufgabe 17.

a—A c
A-AE = < c b—A)

det(A — \E) (a=N)b—=X)—¢c
A — (a+b)\+ab— 2

Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

a+b++/(a+b)?—4ab+ 4c2
2
a—+b+ Va2 —2ab+ b2 + 4c2

2
a+b++/(a—0b)2+4c?
2

A2 =

(a—0)>>0und ¢* >0

fur alle a, b, c ist die Diskriminante nicht negativ und damit sind beide
Eigenwerte reell.

Aufgabe 18. Eigenwerte und Eigenvektoren gibt es nicht nur bei Matrizen son-
dern auch bei LTI Systemen. Eine Folge fj heifit Eigenfolge eines diskreten
LTT Systems S mit Eigenwert A wenn

S(f) = Af bzw.
S(f), = M fiir alle k.

Zeigen Sie, dass fir jedes a € C die Folge
fi = ad¥, —co<k<oo
Eigenfolge von S ist mit Eigenwert
A = Gla)

wobei G(z) die Ubertragungsfunktion des Systems ist.

Hinweis: Da S LTI ist, gibt es eine Folge g so dass S(f) = f x g. Die
Ubertragungsfunktion von S ist dann

Gz) = Y gz "
{=—o00

Berechnen Sie

o0

S = D gefu—e

l=—o0

fiir f, = a* und formen Sie so lange um, bis Sie bei G(a) f; herauskommen.

16



L6sung von Aufgabe 18. Sei S ein LTI System mit Impulsantwort gg. Fir
die Folge fi, = a* erhilt man

oo

(S = D gefu—e

{=—00

oo
= Z geat~"

{=—00

oo

l=—o00

oo
— 4k § /‘ geaff
{=—o00
oo

= d* E gez~t fir z=a

f=—o0
a*G(2)
= [iG(2)
G(a) fr da z = a.
Dies gilt fiir alle k, folglich ist
S = Gla)f
und somit ist die Folge f Eigenfolge von S mit Eigenwert G(a).

Aufgabe 19. Zeichnen Sie folgende Vektoren als Punkte in ein Koordinaten-
system ein.

as()m () m (2 (2)a ()

Es entsteht eine Punktwolke, die anschaulich die “Richtung”

L (1
vEo e

hat. Dies liegt daran, dass die Vektorkomponenten “korreliert” sind: Alle
Punkte der Wolke liegen ndherungsweise auf einer Geraden. Quantitativ
driickt sich dies durch die Eigenvektoren de Kovarianzmatrix aus.

e Berechnen Sie zunéchst den Mittelwertvektor

und dann die Kovarianzmatrix
13
A= > (@ — i) (& — i)
i=1

Die Summanden sind Produkte aus einem Spalten- und einem Zei-
lenvektor und ergeben somit 2 x 2 Matrizen. Da jeder Summand eine
symmetrische Matrix ist, ist auch A symmetrisch.

17



¢ Berechnen Sie die Eigenwerte von A. Da A symmetrisch ist, sind alle
Eigenwerte reell. Dass die Punktwolke eine ausgeprigte Hauptrich-
tung hat, zeigt sich darin, dass ein Eigenwert grofl und der andere
klein ist. Berechnen Sie den Eigenraum zum grofleren der beiden
Eigenwerte. (Verwenden Sie einen Taschenrechner.) Es muss sich ei-
ne Ursprungsgerade ergeben, deren Richtungsvektor ndherungsweise
dem o.g. Vektor ¢ entspricht.

Losung von Aufgabe 19. Punktwolke.

Die Vektoren Z — i sind somit
—1 —1 —2 3 1
0 /)’\ =3 )'\ -5 /)J'’\ 6 /)’\ 2 /"
Die Kovarianzmatrix ist damit
1 1 0 1 3 4 10 9 18 1

A= 5((0 0)*(3 9>+<10 25>+<18 36)+(2

_1(16 33

5\ T4 :

Damit ist
B 16/5 — A 33/5
AZAE = ( 33/5 74/5— X )
det(A —AE) = (16/5—\)(74/5—)) — (33/5)?

= A —-90/5\4+95/25
= AN —18\+19/5
18 + /324 —76/5

2
9 £ 8.79.

Q
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Eigenvektor zu Eigenwert A\ = 17.79.

A—\E = ( —-14.59 6.6 )

6.6 —2.99
Die Matrix ist singuldr. In dem LGS
(14.59 6.6><x> _ (0)
6.6 —2.99 Y 0
muss somit nur eine Gleichung gel6st werden.

—14.59x + 6.6y 0
y = 221z

Die Eigenvektoren sind somit skalare Vielfache von

- ()= (1)
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