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Ubungen zu Mathematik 3
mit Musterlosungen
Blatt 1/

Aufgabe 1. Berechnen Sie die Losung der DGL
() = 3z(t)+t, x(07)=2

flir ¢ > 0 mit Laplace Transformation. Fiithren Sie die Riicktransformation
auf zwei Weisen durch:

o mit Partialbruchzerlegung

e mit dem Faltungssatz.

Das Ergebnis muss natiirlich gleich sein.

Berechnen Sie dann die Lésung mit dem e Ansatz, indem Sie zunéchst
die allgemeine homogene Losung und dann eine partikuldre inhomogene
Loésung bestimmen.

Losung von Aufgabe 1. Multipliziert man beide Seiten mit o(t), erhdlt man
o)z’ (t) = 3o(t)x(t) + o(t)t.
Mit
o(t)x(t) o—e X(s)
gilt
o)z’ (t) = sX(s)—2.

Damit ist die DGL im Bildbereich

,\
Vo)
|
w
S—
=
=
V2]
=
I
[\
+

s—3+(s—3)32'

¢ Riicktransformation mit Partialbruchzerlegung.

25> +1
X(s) = T
() (s —3)s?
- _a 2,3
N s—3+s+52
25>+ 1 = 15+ cos(s —3) +c3(s —3)



Spezialfall s =0

1 = —303
Cy3 = —1/3
Spezialfall s = 3
19 = 9¢
¢t = 19/9

Einsetzen und Spezialfall s = 1

3 = 19/9—2c; +2/3
Cy = 71/9
Losung
x(t) = 19/9¢% —1/9 —1/3t.

o Riicktransformation mit Faltungssatz.
z(t) = 23+ et

¢

= 2e3t+/ 3= rdr
0
t

= 2€3t+/ eMe 3T rdr
0

t
= 263t+€3t/ e 3T rdr.
0

Nebenrechnung zur Losung des Integrals mit partieller Integration

t t
/ e 3Trdr = —1/3 [6_377]8 - / —1/3e37dr
0 0

t
—1/3673tt+1/3/ e ?Tdr
0

s 301t
= —1/3e%t—1/9[e%],
= —1/3e73% —1/9¢73 +1/9

Losung

t
z(t) = 263t+63t/ e 3T rdr
0

— 2€3t 4 e3t (—1/38_3tt _ 1/96—3t + 1/9)
= 2% —1/3t—1/9+41/9¢%
= 19/9¢% —1/9 —1/3t.

Losung mit e’ Ansatz. Homogene DGL

2(t) = 3xz(t)
XM = 3eM
A = 3.



Allgemeine homogene Losung
z(t) = ce®, ceR.
Partikuldre inhomogene Losung. Ansatz

z(t) = ait+ag
() = a

Einsetzen in inhomogene DGL

2(t) = 3z(t)+t
ap = 3(lait+ag)+t
a; = t(3a1 + ].) + 30,0
Koeffizientenvergleich:
3a1+1 = 0
a1 = 3ag
Losung
ay = —1/3
ag = —1/9

Partikuldre Losung der inhomogenen DGL

x(t) = —-1/3t—1/9.
Allgemeine Losung der inhomogenen DGL
z(t) = ce® —1/3t—1/9
Anfangswert
z(0) = 2
c—1/9 = 2
c = 19/9.

Losung mit gegebenem Anfangswert
x(t) = 19/9¢% —1/3t —1/9.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass

k
dYofeo = (froh

l=—o00

Losung von Aufgabe 2. Da oy_p = 0 fir £ > k gilt

(fro) = D fiors

l=—o00
k
= D> fe
f=—o0



Aufgabe 3. Berechnen Sie die z-Transformierte von
fk = Ok kz 2k.
Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie méoglich.

Losung von Aufgabe 3. Aus der Formelsammlung entnimmt man

z(z+1)

2 S
O’kk (2_1)3.

Mit der Korrespondenz
a"fi, o—e F(z/a)

erhalt man

z/2(z/2+1)
(/2 -1)8

22(2+2)
(z—2)% "

A:<§;>

Berechnen Sie die Eigenwerte der inversen Matrix von A, d.h. von A71,

O'k2k]€2

Aufgabe 4. Sei

Losung von Aufgabe 4. Am Einfachsten geht’s wenn man die zuerst die Ei-
genwerte von A berechnet. Die Eigenwerte von A~! sind deren Kehrwerte.

det(A—XE) = (1-X)(2-)) -3
A2 —3\—1.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind

3+v9+4
)\1,2:f7
d.h.
3+13 3—+13
M= A=

Die Eigenwerte von A~! sind somit

Lo 2 T34VI3 2 —3-V13
BEERYE 2 7 '

Aufgabe 5. Berechnen Sie alle Eigenwerte der Matrix

A:

S =N

1
3
0

— Ot N



Losung von Aufgabe 5.

2—A 1 2
det(A—AE) = det 1 3—X 5
0 0 11— A
= 1=-MN2-MNB-A)-1)
= (1=N(\=5)X+5)
Damit ist
A =1
und
5+ 425 —20
s = Ty
_ 5++5
N 2

Aufgabe 6. Zwei Matrizen A, B € R™"*" heiflen dhnlich, wenn es eine Matrix
T gibt so dass

T-'AT = B.

Zeigen Sie, dass dhnliche Matrizen die selben Eigenwerte haben.
Hinweis: Zeigen Sie, dass wenn ¢ Eigenvektor von A mit Eigenwert \ ist,
T~1% Eigenvektor von T~ AT mit gleichem Eigenwert \ ist.

Losung von Aufgabe 6. Sei A Eigenwert von A. Zu zeigen ist, dass A auch
Eigenwert von T~ ' AT ist. Aus der Annahme folgt, dass es einen Vektor
U gibt mit
AT = M.
Es wird nun gezeigt, dass @ = T~ 1% Eigenvektor von T~! AT mit gleichem
Eigenwert A ist, d.h.
T'ATG = M.
Damit ist A auch Eigenwert von T ! AT.
T'ATw = T 'ATT'%
= T 'Av
= T7'\g
= \'%
= .
Aufgabe 7. Eigenwerte und Eigenvektoren gibt es nicht nur bei Matrizen son-
dern auch bei LTI Systemen. Eine Funktion f heifit Eigenfunktion eines
LTT Systems S mit Eigenwert A wenn
S(f) = Af Dbzw.
[S(H] ) = Xf(t) fir alle t.



Zeigen Sie, dass fir jedes a € C die Funktion
fit)y = e*, —00 <t <00

Eigenfunktion von S ist mit Eigenwert G(a) wobei G(s) die Laplace Trans-
formierte der Impulsantwort ¢(t) des Systems ist.

Berechnen Sie

und formen Sie so lange um, bis Sie bei G(a)f(t) herauskommen. Der
Rechenweg ist sehr kurz.

Losung von Aufgabe 7. Sei S ein LTI System mit Impulsantwort g(t). Fiir
die Funktion f(t) = e erhélt man

sunew = T g Ty
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)

= G(a)f().

Dies gilt fiir alle ¢, folglich ist

und somit ist f Eigenfunktion von S mit Eigenwert G(a).

Aufgabe 8. Zwei Wégen mit Massen mq, mo sind auf einer horizontalen Gera-
den reibungsfrei iiber eine Feder mit Ruheldnge Null und Federkonstante
D verbunden.

e Berechnen Sie die Kréfte, die auf die Wégen wirken und stellen Sie
ein lineares DGL System zweiter Ordnung fiur die Positionen x4 (t)
und zo(t) der Wégen auf, d.h.

ay(t) =
wy(t) =



o Nehmen Sie als Hilfsgroen die Geschwindigkeiten vy (t) und vo () der
beiden Wéagen dazu um aus dem DGL System zweiter Ordnung ein
DGL System erster Ordnung mit 4 Gleichungen und den 4 Unbekann-
ten xq(t), vy (t), z2(t), v2(t) zu machen. Hinweis: Zwei der Gleichungen

sind
i(t) = ui(t)
zh(t) = wvat)
Die anderen beiden haben die Form
vi(t) =
vy(t) =

wobei v = a die Beschleunigung ist.
o Finden Sie eine Matrix A € R*** so dass

) = AT({)
fur alle ¢t wobei
iClgtg
= o Zo t
() = o (b)
’Uz(t)

der Systemzustand ist.

¢ Was wiirde sich an der Matrix A &ndern, wenn zusétzlich eine zur Ge-
schwindigkeit proportionale Reibungskraft Fr(t) = rv(t) dazukédme?

Losung von Aufgabe 8. Alle Groflen sind positiv nach rechts orientiert. Der
Abstand der Wégen ist x5 — x1. Ein negativer Abstand bedeutet, dass der
zweite Wagen links vom ersten steht.

Auf den ersten Wagen wirkt die Kraft
F, = D(xg—x1).
Auf den zweiten Wagen wirkt die Kraft
Fy, = —D(zo— ).

Mit dem Tragheitsgesetz erhilt man die Beschleunigungen

" _ i _
o= (w2 — 21)
D
ry = T (xo — x1).

Mit den Hilfsgroen vy, vo ldsst sich z”” ersetzen durch +’ und man erhélt
das DGL System erster Ordnung

Ty = v
Th = vy
D
v, = (1o —x
1 m1( 2 — 1)
D
vy = ——(my—2x
2 m2( 2 — 1)



Damit ist

T 0 0 1 0 T

i) o 0 0 0 1 X9

V1 B 7D/m1 D/m1 O 0 V1

V2 D/WL2 —D/mg 0 0 V2
N—— N——

' (t) A z(t)

Bei einer zusétzlichen Reibungskraft wire die Gesamtkraft auf die Wégen

F, = D(zoa—z1)—11
F2 = 7D<£L'2 7£ﬂ1) — TvV2.
Mit dem Trégheitsgesetz erhilt man die Gleichungen
mivy = D(xe— 1) — 101
mavy = —D(xg —x1) — 102
bzw.
D r
! —_— [ p— —_ —
vy = - (g — 1) - vy
D r
! e R — J— _
Uy = o (z2 — 21) mzvz

In Matrix Darstellung erhdlt man das DGL System

!

- 0 0 1 0 )
2 B 0 0 0 1 2
V1 B 7D/m1 D/m1 7r/m1 0 V1
V2 D/mg —D/mg 0 —T/mz V2
———

(1) A o(t)

Aufgabe 9. Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix

1 -1 0
A= -1 2 1
0 1 1

Berechnen Sie zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor. Da A symmetrisch
ist, miissen die Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten zueinan-
der orthogonal sein. Priifen Sie dies nach.

Losung von Aufgabe 9.

1-Xx -1 0
A—)NE = -1 2-2A 1
0 1 1—-A

Durch Entwicklung nach der ersten Spalte berechnet man die Determi-
nante wie folgt:

det(A—AE) = (1—=A)((2=N(1—-A) —1)+(=1)(1—\)
= (1-M0(E-MN1-X)-2)
= (1-N(\2=3))
= (1-MAA-3)



Damit sind die Eigenwerte
A =1, A2 =0, A3 =3.
An dem Eigenwert Ay = 0 erkennt man {ibrigens, dass A singulér ist.

o Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 1. Aus

0 -1 0 x 0
-1 11 y | =1 o
0 10 2 0

erhélt man y = 0 und z = z. Damit ist ein Eigenvektor

¢ FEigenvektor zum Eigenwert Ay = 0. Aus

1 -1 0 T 0
-1 2 1 y |=120
0 1 1 z 0
erhdlt man y = x und z = —z. Damit ist ein Eigenvektor
1
By = 1
-1

-2 -1 0 x 0
-1 -1 1 y | =10
0 1 -2 z 0
erhilt man y = —2x und z = —x. Damit ist ein Eigenvektor
1
vg = —2
-1

Die Eigenvektoren sind paarweise orthogonal. Es gilt

1710172 =

51 e} 173 =

o o o

1720173 =

Aufgabe 10. Sei ¢ Eigenvektor von A mit Eigenwert \. Zeigen Sie, dass dann
auch cv’ Eigenvektor von A mit Eigenwert A ist fiir jedes ¢ # 0.



L6sung von Aufgabe 10. Sei ¢ Eigenvektor von A mit Eigenwert A, d.h.
¥ # 0 und AT = \7.
Sei ¢ # 0. Dann ist ¢t # 0 und

CcAT
X1

A(ev),

A(cD)

d.h. ¢v ist Eigenvektor von A mit Eigenwert .

Aufgabe 11. In folgendem Bild ist eine elektrische Schaltung bestehend aus
zwei gleichen Widerstdnden mit R Ohm und zwei gleichen Kondensatoren
mit CuF dargestellt.

11 + 12
-
i1 19
c=—=" ||
R ¢== R[]

Berechnen Sie die allgemeine Losung fiir die Spannung an den Kondensa-
toren fur ¢ > 0.

L6sung von Aufgabe 11. Aus der Maschenregel folgen die Gleichungen

%2+R(il+i2) -0
%+Ri1+R(i1+i2) = 0.

Mit der Abkiirzung

1
T=—
RC
folgt
Tqx+i1+i2 = 0
Tq1 + 261 +i2 = 0.
Mit
! . /
q =1, gz =12
folgt
¢ + d ~Tq2
20 +d, = —Tau.

10



Auflgsen nach ¢] und ¢4 ergibt

@ = —Ta+TE
G = —T@—q
= Tq —27¢qs.
bzw.
@ I e S il
qs T =27 a0
—— —_———— —
q A q
Der Losungsansatz
q' — —»e)\t

fihrt auf das Eigenwertproblem
AT = M.

Charakteristisches Polynom:

-7 = A T
det(A—AE) = det < - _or_ 3 >
= (T+N2r+)N) 12
= AN 4+3TA+ 72

Nullstellen

—37 £ V972 — 472

2
—37r + 57
2

(1)

Ein Eigenvektor ist somit

=
I
N
)
N———

—1++5

11



Eigenvektoren zu As.

Ein Eigenvektor ist somit

52(_13\/5)

Damit ist die allgemeine Losung des DGL Systems

2 )
7 — (—34+V5)/(2RO)t
q C1 < 14 \/5 )6 +

2
(—=3—V5)/(2RO)t
@ ( ~1-5 )e '

Fir die Spannung gilt somit

Cc\ -1++5

2] 2 o(—3—V5)/(2RC)t
c\ -1-5 ‘

i - a < 2 )e(3+\/5)/(230)t+

Aufgabe 12. Sei A € R™*" eine regulire Matrix und ¥e* eine Losung von
() = AZ(@).
Zeigen Sie, dass dann 7e”/* eine Losung von
) = A7z
ist.

Losung von Aufgabe 12. Aus der Annahme folgt

(M) = AveM
NoeM = AveM
AT = .

7Zu zeigen: Fiir Z(t) = ve”> gilt

#(t) = A7) bazw.
AT (t) = Z(b).



Umformen ergibt

AT (t)

Aufgabe 13. Sei

A

¥

-2 6
-3 7

).

o Berechnen Sie alle Eigenwerte und die zugehérigen Eigenrdume von

A.

e Berechnen Sie die allgemeine Losung des DGL Systems zweiter Ord-

nung

Hinweis: Wie bei DGL Systemen erster Ordnung erhalten Sie alle

Basislosungen mit dem Ansatz

Z(t) = v
Losung von Aufgabe 13.
e Aus der Gleichung
AT = M\
folgt durch Umformen
(A= X\E)7 = 0.

Diese Gleichung hat eine nichttriviale Lésung @ # 0 genau dann wenn

A — \FE singulér ist bzw.

det(A — \E) =
A—)NE =
det(A—\E) =
A2 =

A

A2

13

0.

<—2—)\ 6 >
-3 7=
(—2=X)(7T—X)+18
A -5\ +4
54 /25— 16

2
5E3

2
4



Eigenraum zum Eigenwert \; = 4.
—6 6 x _ 0
-3 3 Y B 0
—x 4+ y =
Y
E,

_ Ea(i)MER}.

Eigenraum zum Eigenwert Ay = 1.

(= 6)) - (o)

—z+2y = 0
r = 2y
E, = {a(?)|aER}.
e Mit dem Ansatz
Zt) = veM

erhélt man aus dem DGL System

A2oeM = AgeM

A0 = AW

Somit muss 7' Eigenvektor von A sein mit Eigenwert A2. Fiir A erhélt
man damit vier Losungen

M=2 Jdo=-2 M=1 =1

bzw. vier linear unabhéngige Basislosungen

Bt) — ( ' )e_Qt
Z3(t) = ( ? )et
Fi(t) = <f)et.
Die allgemeine Losung ist somit
() = ( 1 )(Clezt—I-Cge_Qt)—&- ( f )(cget+c4e—t).

14



Aufgabe 14. Sei A € R?*2 eine reelle Matrix mit

j -1
A . = ..
( 1+ > ( -1+ )
« Berechnen Sie alle reellen Losungsfunktionen # € R — R? des DGL
Systems

¢ Berechnen Sie die Matrix A.

Losung von Aufgabe 14. Es gilt

() = () =0 )

Damit ist A = j ein Eigenwert von A mit Eigenvektor

- (ﬁv)

Eine komplexe Basislosung ist daher

<y

Zt) = veM

_ J jt
= (1+j)e

(g )
(14 7)(cos(t) + jsin(t)

- ( COS(;;TQ?H@ ) +i ( cos(t) i(ts)in(t) )

Da A reell ist, ist auch X ein Eigenwert von A mit Eigenvektor ¥ und somit

Z(t) eine Losungsfunktion des DGL Systems. Da es sich um ein lineares,
homogenes DGL System handelt, sind auch

@O+ FD) = rela()
1 . — R
5 (@) =) = ()

Losungsfunktionen. Die allgemeine Losung ist damit

70 = (™% ) (o)

A(ij‘) = (fij)

15

Aus



folgt

a11j+a12(1 —|—j) = —1
ag1j +axn(l+j) = -1+

Nimmt man von beiden Gleichungen den Real- und Imaginérteil und be-
riicksichtigt, dass A reell ist, erhdlt man

as = —1

a1 +az = 0 und damit a;; = 1
asx = -—1

ao1 +as = 1 und damit as; = 2.

Folglich ist

A= ()

Aufgabe 15. In folgendem Bild ist ein mechanisches System mit drei Federun-
gen und zwei Massepunkten P; und P» dargestellt. Alle Federkonstanten
seien D = 1, die Massepunkte haben beide Masse m = 1.

In der Ruhelage sind alle Federungen entspannt, d.h. es wirken keine
Kréfte. Die Auslenkung der Massepunkte aus der Ruhelage nach rechts
wird mit s1(¢) bzw. s2(t) beschrieben.

Feder 1 Py Feder 2 Py Feder 3

Berechnen Sie die allgemeine Losung fiir s1(¢) und s2(¢) und gehen Sie
dabei wie folgt vor:

o Berechnen Sie die Dehnungen der drei Federn in Abhéngigkeit von
s1(t) und s5(t). Hinweis: Die Dehnung von Feder 2 ist so(t) — s1(¢t).

o Auf jeden Massepunkt wirken die Krifte von zwei Federn. Uberle-
gen Sie sich, welche Kraft nach links und welche nach rechts zieht.
Berechnen Sie die resultierende Kraft auf jeden Massepunkt.

o Berechnen Sie die Beschleunigungen der Massepunkte s{ () und s (¢)
mit dem Tragheitsgesetz und stellen Sie ein lineares DGL System
zweiter Ordnung auf.

e Formen Sie das DGL System durch Diagonalisierung so um, dass
zwei voneinander unabhéngige Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung entstehen.

« Losen Sie die beiden Differentialgleichungen mit dem e* Ansatz.

¢ Berechnen Sie hieraus die allgemeine Losung des urspriinglichen DGL
Systems.

16



Losung von Aufgabe 15.
e Dehnung von Feder 1: sq(t), Dehnung von Feder 2: so(t) — s1(t),
Dehnung von Feder 3: —sa(t).

o Kraft auf Massepunkt 1: Dsq(t) nach links und D(s2(t) — s1(¢) nach
rechts. Resultierende Kraft nach rechts mit D = 1:

F1 = —DSl(t) + D(Sg(t) — Sl(t))
—281 (t) + Sg(t).

Kraft auf Massepunkt 2: D(sa(t) — s1(t)) nach links und —Dsa(t)
nach rechts. Resultierende Kraft nach rechts mit D = 1:

FQ = D(Sl(t) — Sg(t)) — DSQ(t)
Sl(t) — 282(t).

e Beschleunigung der Massepunkte nach rechts mit m = 1

s = o
= —281(t)+32(t)

F

sy(t) = ;f

DGL System zweiter Ordnung:

Charakteristisches Polynom.
—2—-A 1
det(A—AE) = det ( 1 9y )
= (=2-)N)?-1
(2+XN)%* -1
= M +4r+3.

Nullstellen.

-4+ 16 — 12

A2 = 5

= 241
A= -1
Ay = =3

17



Eigenvektoren zu A\; = —1.

Eigenvektoren zu Ay = —3.

(11)0) - ()

Mit
11
r- (1)
gilt somit
T'AT = diag(—1,—3) baw.
A = Tdiag(—1,-3)T"".

Aus dem DGL System

§'(t) = Tdiag(—1,—-3)T'5(t) bzw.
T7'3"(t) = diag(—1,-3)T'5(t)
Substitution
gty = T7's()

liefert das entkoppelte DGL System
g'(t) = diag(—1,-3)y(t)

bzw. die beiden voneinander unabhéngigen Differentialgleichungen

yi(t) = —u(t)

Yy (1) = —3yalt).
« Die DGL

y'(t) = ay(t)

18



16st man mit dem Ansatz y(t) = e* und erhélt

o= g
A = +/a.
In den o.g. DGL ist a = —1 bzw. a = —3 so dass man konjugiert
komplexe Basislosungen
) = ¢
w(t) = V¥

bekommt, von denen man Real- und Imaginérteil nehmen muss. So-
mit ist

y1(t) = c11cos(t) + ciosin(t)
y2(t) = ca1 cos(V3t) + cao sin(v/3t)

o Riicksubstitution.

) = Ty |
= (1 ) (et e )

= (c11cos(t) + crzsin(t)) ( 1 )

+ (ear cos(v/3t) + ean sinwét))< B )

Aufgabe 16. Berechnen Sie die allgemeine Losung des DGL Systems

i (t) = 2x1(t) — 2z2(t)
xh(t) = 4dxi(t) — 2z2(t)

mit der Eigenwertmethode.

Losung von Aufgabe 16. Matrix Darstellung:

F) = (i :;)f(t).

2 =2\, 4
<4_2>v—)\v.

Charakteristisches Polynom

Eigenwertproblem:

2-\ =2
det( A _2_A> = 2-XN(-2-))+8
= N —-4438
= N 4+4
0.
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Losung
A =24, A= —-2j
Eigenvektoren zu \; = 2j
(3 ) (0)- ()
4 —2-2j Yy 0
Aus der ersten Gleichung folgt

(2-2j)z = 2
y = (1-j

& 1
1=l1-j )
Eine Komplexe Losungsfunktion ist

#t) = ( 1:7, >e2jt

( cos(2t) + 7 sin(2t) )
(1 —j)(cos(2t) + jsin(2t))

( cos(;t())sf;)n@t) ) T ( sin(2i§n£2§())s(2t) )
Reelle Basislésungen
n(t) = ( cos(?czf())SJ(rQSi)n(2t) ) o D)= < sin(2i§n£2(2)s(2t) )

Allgemeine Losung

Ein Eigenvektor ist z.B.

. (2t) sin(2t)
It)=a ( cos(ZCtC))SJr sin(2t) > te < sin(2t) — cos(2t) ) » ne eR

Aufgabe 17. Sei A € R™*" eine singuldre Matrix. Begriinden Sie, weshalb in
diesem Fall die allgemeine Losung des DGL Systems

#(t) = AZ(t)

auch zeitkonstante Losungsfunktionen enthélt. Sie diirfen in der Begriindung
alle Thnen bekannten Eigenschaften von singuldren Matrizen verwenden.

Losung von Aufgabe 17. Wenn A singulér ist, hat das homogene LGS
Ae=0
eine nichttriviale Losung € # 0. Damit ist

i) =¢

20



eine Losungsfunktion, wie man durch Einsetzen verifiziert. Es gilt
#(t) = 0 und AZ(t) = 0.

Eine andere Begriindung lisst sich mit der Eigenwertmethode finden. Da
A singular ist, hat A einen Eigenwert Null. Damit ist

7% = ¢

eine zeitkonstante Losungsfunktion wobei ¢ ein Eigenvektor zum Eigen-
wert Null ist.
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