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Aufgabe 1. Berechnen Sie die inverse Fourier Transformierte von

F (ω) = jeωδ(ω − 1).

Lösung von Aufgabe 1. Mit der Ausblendeigenschaft gilt

jeωδ(ω − 1) = jeδ(ω − 1)

δ(ω) s c 1
2π

δ(ω − 1) s c 1
2π

ejt

jeδ(ω − 1) s c je

2π
ejt.

Damit ist

f(t) = je

2π
ejt.

Aufgabe 2. Sei

F (ω) =
{

1 falls |ω| > 1
0 sonst

die Übertragungsfunktion eines Hochpass Filters mit cutoff Frequenz 1.
Berechnen Sie die Impulsantwort f(t) dieses Filters.
Hinweis: Die direkte Anwendung der Formel für die inverse Fourier Trans-
formation funktioniert hier nicht, da im Zeitbereich eine Distribution ent-
steht. Sie müssen daher zunächst F (ω) in eine Summe von Funktionen
zerlegen, deren Rücktransformation einfacher geht.

Lösung von Aufgabe 2. Sei

G(ω) =
{

1 falls |ω| ≤ 1
0 sonst.

Dann ist

F (ω) = 1 − G(ω).
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Rücktransformation von G(ω).

g(t) = 1
2π

∫ ∞

−∞
G(ω)ejωtdω

= 1
2π

∫ 1

−1
ejωtdω

= 1
2πjt

[
ejωt

]1
−1 falls t ̸= 0

= 1
2πjt

(
ejt − e−jt

)
= 1

πt
sin(t)

= 1
π

si(t).

Für t = 0 erhält man

g(t) = 1
2π

∫ 1

−1
e0dω = 1

π
= 1

π
si(0).

Damit ist

g(t) = 1
π

si(t) für alle t.

Rücktransformation von F (ω).

F (ω) = 1 − G(ω)s c δ(t) − 1
π

si(t).

Aufgabe 3. Sei

f(t) =
{

t für −1 ≤ t ≤ 1
0 sonst.

Berechnen Sie die Fourier Transformierte der Ableitung f ′(t) von f(t) und
beachten Sie den Spezialfall ω = 0.
Hinweis: Da f(t) eine ungerade Funktion ist, ist f ′(t) gerade. Vereinfachen
Sie das Ergebnis daher so, dass keine komplexen Zahlen darin vorkommen.

Lösung von Aufgabe 3. Die Funktion f(t) hat zwei Sprünge der Höhe −1 an
den Stellen t = ±1. Damit ist die Ableitung

f ′(t) = −δ(t − 1) − δ(t + 1) +
{

1 für −1 ≤ t ≤ 1
0 sonst.

2



Folglich ist

f ′(t) c s −e−jω − ejω +
∫ 1

−1
e−jωtdt

= −
(
ejω + e−jω

)
− 1

jω

[
e−jωt

]1
−1 , ω ̸= 0

= −2 cos(ω) − 1
jω

(
e−jω − ejω

)
= −2 cos(ω) + 1

jω

(
ejω − e−jω

)
= −2 cos(ω) + 1

jω
2j sin(ω)

= 2
ω

sin(ω) − 2 cos(ω).

Für ω = 0 erhält man

f ′(t) c s −2 +
∫ 1

−1
dt = 0.

Damit ist

f ′(t) =
{ 2

ω sin(ω) − 2 cos(ω) für ω ̸= 0
0 für ω = 0.

Alternativ hätte man auch zuerst die Fourier Transformierte von f(t) be-
rechnen können:

f(t) =
∫ 1

−1
te−jωtdt

=
[
t

1
−jω

e−jωt

]1

−1
− 1

−jω

∫ 1

−1
e−jωtdt, ω ̸= 0

= − 1
jω

[
te−jωt

]1
−1 − 1

(jω)2

[
e−jωt

]1
−1

= − 1
jω

(
e−jω + ejω

)
+ 1

ω2

(
e−jω − ejω

)
= − 1

jω

(
e−jω + ejω

)
− 1

ω2

(
ejω − e−jω

)
= 2j

ω
cos(ω) − 2j

ω2 sin(ω)

f ′(t) c s jω

(
2j

ω
cos(ω) − 2j

ω2 sin(ω)
)

= 2
ω

sin(ω) − 2 cos(ω).

Für ω = 0 erhält man

f(t) c s ∫ 1

−1
tdt = 0

f ′(t) c s jω 0 = 0.
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Aufgabe 4. Die Fourier Transformierte S(ω) der Sprungfunktion σ(t) kann
man wie folgt berechnen. Aus

f ′(t) c s jωF (ω)

folgt mit f(t) = σ(t)

σ′(t) c s jωS(ω).

Da σ′(t) = δ(t) und δ(t) c s1 folgt

σ′(t) c s 1.

Hieraus folgt

jωS(ω) = 1

S(ω) = 1
jω

.

Dies kann jedoch nicht sein: Da 1/jω rein imaginär ist, müsste σ(t) eine un-
gerade Funktion sein, was nicht stimmt. Finden Sie den Fehler, korrigieren
Sie diesen und leiten Sie damit den korrekten Wert für S(ω) her.

Lösung von Aufgabe 4. Bei der Division durch ω muss man den Fall ω = 0
ausschließen. Die Fourier Transformierte gibt an der Stelle ω = 0 den
Gleichanteil der Zeitbereichsfunktion an. Somit ist 1/jω die Fourier Trans-
formierte von σ(t) bis auf einen Gleichanteil, d.h. einen konstanten Sum-
manden C. Damit gilt

σ(t) + C c s 1
jω

.

Die Konstante C muss nun so gewählt werden, dass σ(t) + C tatsächlich
eine ungerade Funktion ist. Dies führt zum Wert C = −1/2 bzw.

σ(t) − 1
2

c s 1
jω

.

Aus

σ(t) c s S(ω)

−1
2

c s −πδ(ω)

Folgt

S(ω) − πδ(ω) = 1
jω

S(ω) = 1
jω

+ πδ(ω).
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Aufgabe 5. In dieser Aufgabe wird gezeigt, wie man die Impulsantwort eines
LTI Systems experimentell mit Hilfe der Fourier Transformation bestim-
men kann. Sei

f1(t) = cos(ωt)
f2(t) = sin(ωt)
f3(t) = ejωt.

Von einem LTI System S kann

S(f1) = h1

für beliebiges ω ∈ R gemessen werden.

• Berechnen Sie S(f2) und S(f3) in Abhängigkeit von h1.
• Zeigen Sie, dass

S(ejωt) = ejωtG(ω)

wobei G(ω) die Fourier Transformierte der Impulsantwort g(t) des
Systems S ist.

• Wie kann man hiermit die Impulsantwort von S berechnen? Beach-
ten Sie, dass alle Funktionen von ω abhängig sind, obwohl nur die
Abhängigkeit von t explizit genannt wird.

Lösung von Aufgabe 5. Aus

sin(t) = cos(t − π/2)

folgt

sin(ωt) = cos
(

ωt − π

2

)
= cos

(
ωt − π

2ω
ω
)

= cos
(

ω
(

t − π

2ω

))
.

Damit ist

f2(t) = f1

(
t − π

2ω

)
.

Da S zeitinvariant ist, folgt

h2(t) = [S(f2)] (t) = [S(f1)]
(

t − π

2ω

)
= h1

(
t − π

2ω

)
.

Da

f3(t) = ejωt = cos(ωt) + j sin(ωt) = (f1 + jf2)(t)

und S linear ist, folgt

h3(t) = [S(f3)] (t) = [S(f1 + jf2)] (t) = (h1 + jh2)(t).
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Da S LTI ist, gilt

S(ejωt) =
∫ ∞

−∞
g(τ)ejω(t−τ)dτ

= ejωt

∫ ∞

−∞
g(τ)e−jωτ dτ

= ejωtG(ω)
= h3(t)

wobei G(ω) die Fourier Transformierte der Impulsantwort g(t) von S ist.
Damit ist

G(ω) = e−jωth3(t).

Folglich erhält man g(t) durch inverse Fourier Transformation

g(t) = 1
2π

∫ ∞

−∞
G(ω)ejωtdω

= 1
2π

∫ ∞

−∞
e−jωth3(t)ejωtdω

= 1
2π

∫ ∞

−∞
h3(t)dω.

Zu beachten ist, dass h3(t) von ω abhängig ist, d.h. kein konstanter Faktor
ist.

Aufgabe 6. Sei a ∈ R+ und

F (ω) =

 e−jφe−aω falls ω > 0
ejφeaω falls ω < 0

0 falls ω = 0.

• Berechnen Sie die inverse Fourier Transformierte f(t) von F (ω). Hin-
weis: Es gilt F (−ω) = F (ω), folglich ist f(t) reell.

• Berechnen Sie dann für t ̸= 0

g(t) = lim
a→0
a>0

f(t).

Dies ist die inverse Fourier Transformierte von

G(ω) =

 e−jφ falls ω > 0
ejφ falls ω < 0
0 falls ω = 0.

Eine Faltung mit g(t) bedeutet somit, dass alle im Signal enthalte-
nen Schwingungen unabhängig von ihrer Frequenz ω > 0 die selbe
Phasenverschiebung −φ erfahren. Weiterhin gilt

G(ω) + G(ω) = 2re(G(ω)) =
{

2 cos(φ) für ω ̸= 0
0 für ω = 0.

6



Folglich gilt im Zeitbereich

g(t) + g(−t) = 2 cos(φ)δ(t).

Sie können damit verifizieren, dass g(−t) = −g(t) für t ̸= 0 gelten
muss. An der Stelle t = 0 hat g(t) jedoch einen Impuls cos(φ)δ(t),
den Sie auf die zuvor berechnete Funktion g(t) addieren müssen, um
die inverse Fourier Transformierte von G(ω) auch im Fall t = 0 zu
erhalten.
Im Spezialfall φ = 0 werden die Schwingungen nicht verschoben und
das Signal bleibt bei Faltung mit g(t) unverändert. Folglich muss in
diesm Fall g(t) = δ(t) sein.
Im Spezialvall φ = π werden alle Schwingungen um Winkel π verscho-
ben und somit wird das Signal negiert. In diesem Fall muss folglich
g(t) = −δ(t) sein. Verifizieren Sie dies.

• Berechnen Sie schließlich die Funktion h(t), die man aus g(t) im Spe-
zialfall φ = π/2 erhält. Dies ist dann die inverse Fourier Transformier-
te von

H(ω) =

 −j falls ω > 0
j falls ω < 0
0 falls ω = 0.

Das LTI System mit Impulsantwort h(t) heißt Hilbert Transformation
und spielt in der Signalverarbeitung (Single Side Band Modulation)
eine wichtige Rolle und wird u.a. in Ultraschallgeräten verwendet.

Lösung von Aufgabe 6.

f(t) = 1
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)ejωtdω

= 1
2π

(∫ ∞

0
e−jφe−aωejωtdω +

∫ 0

−∞
ejφeaωejωtdω

)
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Substituiert man im zweiten Integral ω durch −ω erhält man

f(t) = 1
2π

(∫ ∞

0
e−jφe−aωejωtdω +

∫ 0

∞
ejφe−aωe−jωt(−dω)

)
= 1

2π

(∫ ∞

0
e−jφe−aωejωtdω +

∫ ∞

0
ejφe−aωe−jωtdω

)
= 1

2π

(∫ ∞

0
e−jφe−aωejωtdω +

∫ ∞

0
e−jφe−aωejωtdω

)

= 1
π

re
(∫ ∞

0
e−jφe−aωejωtdω

)
= 1

π
re
(

e−jφ

∫ ∞

0
eω(−a+jt)dω

)
= 1

π
re
(

e−jφ 1
−a + jt

[
eω(−a+jt)

]∞

0

)
= 1

π
re
(

e−jφ 1
−a + jt

(0 − 1)
)

da a > 0

= 1
π

re
(

e−jφ 1
a − jt

)
= 1

π(a2 + t2) re((cos(φ) − j sin(φ))(a + jt))

= 1
π(a2 + t2) (a cos(φ) + t sin(φ)).

Für den rechtsseitigen Grenzwert a → 0+ erhält man mit t ̸= 0

g(t) = 1
πt2 (t sin(φ)) = sin(φ)

πt
.

Die inverse Fourier Transformierte von G(ω) auch im Spezialfall t = 0 ist

g(t) = sin(φ)
πt

+ cos(φ)δ(t).

Für φ = 0 erhält man

g(t) = δ(t).

Für φ = π erhält man

g(t) = −δ(t).

Für φ = π/2 erhält man

h(t) = 1
πt

.

Aufgabe 7. Sei f(t) an der Stelle t̂ stetig und

σ(t − t̂)f(t) c s F (s).

Berechnen Sie damit die Laplace Transformierte von

σ(t − t̂)f ′(t).
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Lösung von Aufgabe 7.

σ(t − t̂)f ′(t) c s ∫ ∞

−∞
σ(t − t̂)f ′(t)e−stdt

=
∫ ∞

t̂

f ′(t)e−stdt

=
[
f(t)e−st

]∞
t̂

−
∫ ∞

t̂

f(t)(−s)e−stdt.

Da σ(t − t̂)f(t) eine Laplace Transformierte hat, existiert das Integral∫ ∞

t̂

f(t)e−stdt

und damit ist

lim
t→∞

f(t)e−st = 0.

Folglich ist [
f(t)e−st

]∞
t̂

= −f(t̂)e−st̂

und

σ(t − t̂)f ′(t) c s −f(t̂)e−st̂ + s

∫ ∞

t̂

f(t)e−stdt

= s

∫ ∞

−∞
σ(t − t̂)f(t)e−stdt − f(t̂)e−st̂

= sF (s) − f(t̂)e−st̂.

Aufgabe 8. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von

f(t) = σ(t)cos(t)
et−1 .

Lösung von Aufgabe 8. Umformen ergibt

f(t) = σ(t)cos(t)
et−1

= cos(t)e−t+1

= e cos(t)e−t.

Aus der Formelsammlug entnimmt man

cos(t) c s s

s2 + 1 .

Mit dem Dämpfungssatz

f(t)e−at c s F (s + a)
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folgt für a = 1

cos(t)e−t

c s s + 1
(s + 1)2 + 1 .

Mit der Linearität folgt

f(t) c s e
s + 1

(s + 1)2 + 1 .

Aufgabe 9. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von

f(t) = σ(t − 1) sin(t − 1)

und von

f(t) = σ(t) sin(t − 1).

Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie möglich. Hinweis: Bei der zwei-
ten Transformation müssen Sie die Sinus Funktion durch komplexe e-
Funktionen darstellen und das Laplace Integral berechnen.

Lösung von Aufgabe 9. Aus der Formelsammlung entnimmt man

σ(t) sin(t) c s 1
s2 + 1 .

Mit dem Verschiebungssatz folgt

σ(t − 1) sin(t − 1) c s e−s

s2 + 1

Die zweite Laplace Transformierte erhält man mit

sin(t − 1) = im(ej(t−1))

= 1
2j

(
ej(t−1) − e−j(t−1)

)
= 1

2j

(
ejte−j − e−jtej

)
.
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Damit ist

σ(t) sin(t − 1) c s ∫ ∞

0
sin(t − 1)e−stdt

= 1
2j

∫ ∞

0

(
ejte−je−st − e−jteje−st

)
dt

= 1
2j

∫ ∞

0

(
e(j−s)te−j − e(−j−s)tej

)
dt

= e−j

2j

∫ ∞

0
e(j−s)tdt − ej

2j

∫ ∞

0
e(−j−s)tdt

= e−j

2j

1
j − s

[
e(j−s)t

]∞

0
+ ej

2j

1
j + s

[
e(−j−s)t

]∞

0

= − e−j

2j(j − s) − ej

2j(j + s)

= 1
2j

e−j(j + s) + ej(j − s)
s2 + 1

= 1
2j

(cos(1) − j sin(1))(j + s) + (cos(1) + j sin(1))(j − s)
s2 + 1

= 1
2j

2j cos(1) − 2js sin(1)
s2 + 1

= cos(1) − s sin(1)
s2 + 1 .

Aufgabe 10. Berechnen Sie die inverse Laplace Transformierte von

F (s) = 3 + s

e2s(s2 − 1) .

Lösung von Aufgabe 10. Zunächst wird der Term

3 + s

s2 − 1

zurücktransformiert. Faktorisierung des Nenners und Partialbruchzerle-
gung.

3 + s

(s − 1)(s + 1) = c1

s − 1 + c2

s + 1
3 + s = c1(s + 1) + c2(s − 1).

Spezialfall s = −1

2 = −2c2

c2 = −1.

Spezialfall s = 1

4 = 2c1

c1 = 2.
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Damit gilt

3 + s

s2 − 1 = 2
s − 1 − 1

s + 1s c σ(t)
(
2et − e−t

)
.

Mit dem Verschiebungssatz gilt

3 + s

e2s(s2 − 1) = e−2s 3 + s

s2 − 1s c σ(t − 2)
(
2et−2 − e2−t

)
Aufgabe 11. Berechnen Sie eine Folge fk mit

(σkfk+1) ∗ fk = fk

f0 = 3
fk = 0 für k < 0.

Lösung von Aufgabe 11. Da fk = 0 für k < 0 gilt σkfk = fk für alle k. Sei

σkfk
c s F (z).

Dann gilt laut Formelsammlung

σkfk+1 c s z(F (z) − f0)
= z(F (z) − 3)

z-Transformation der Gleichung ergibt mit dem Faltungssatz

z(F (z) − 3)F (z) = F (z)
z(F (z) − 3) = 1

F (z) − 3 = z−1

F (z) = 3 + z−1s c 3δk + δk−1

= ⟨3, 1, 0, 0, . . .⟩.

Aufgabe 12. Sei S ein Übertragungskanal, der das Eingangssignal f um einen
Takt verzögert, d.h.

[S(f)]k = fk−1,

bzw.

S(f) = f.−1

oder

S(⟨f0, f1, f2, f3 . . .⟩) = ⟨0, f0, f1, f2, . . .⟩)

• Berechnen Sie die Impulsantwort von S.
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• Ist S linear? Ist S zeitinvariant? Geben Sie eine kurze Begründung.
• Es ist technisch nicht möglich, diesen Kanal zu kompensieren da man

dazu einen Takt in die Zukunft schauen müsste. Trotzdem gibt es eine
Folge g so dass

S(f) ∗ g = f

für alle Folgen f . Die Folge g ist allerdings nicht kausal, d.h. die
Eigenschaft

gk = 0 für k < 0

ist nicht erfüllt. Bestimmen Sie diese Folge gk.

Lösung von Aufgabe 12. Die Impulsantwort ist

[S(δ)]k = δk−1

S(δ) = δ.−1

= ⟨0, 1, 0, . . .⟩.

S ist linear, da

S(f + g)k = (f + g)k−1

= fk−1 + gk−1

= S(f)k + S(g)k

= (S(f) + S(g))k

S(af)k = (af)k−1

= afk−1

= aS(f)k

= (aS(f))k

S ist zeitinvariant. Zu zeigen ist

S(f.−k̂) = [S(f)].−k̂

bzw.

S(f.−k̂)k = [S(f)]k−k̂ für alle k.

Umformen ergibt

S(f.−k̂)k = (f.−k̂−1)k

= fk−k̂−1
= (f.−1)k−k̂

= [S(f)]k−k̂

Die Folge g, mit der man den Kanal kompensieren kann, erfüllt

S(f) ∗ g = f
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für alle f bzw.

(S(f) ∗ g)k = fk.

Mit der Definition der diskreten Faltung erhält man∑
ℓ

[S(f)]ℓ gk−ℓ = fk.

Mit [S(f)]ℓ = fℓ−1 erhält man∑
ℓ

fℓ−1gk−ℓ = fk.

Von der Summe darf also nur der Summand übrigbleiben mit ℓ − 1 = k
bzw. ℓ = k + 1. Der zugehörige Faktor von g ist in diesem Summanden

gk−ℓ = gk−k+1

= g−1.

Es müssen also alle gk Null sein außer g−1, d.h.

gk =
{

0 falls k ̸= −1
1 falls k = −1

Aufgabe 13. Sei

gk = ak.

Berechnen Sie eine Folge hk so dass

(g ∗ h)k = δk−1.

Lösung von Aufgabe 13. Aus

(g ∗ h)k = δk−1

erhält man mit dem Faltungssatz der z-Transformation

G(z)H(z) = z−1.

Mit

G(z) = z

z − a

erhält man
z

z − a
H(z) = 1

z

H(z) = z − a

z2

= z−2(z − a)
= z−1 − az−2.

Inverse z-Transformation liefert

hk = δk−1 − aδk−2.
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Aufgabe 14. Berechnen Sie die inverse z-Transformierte fk der Funktion

F (z) = z

(z − 2)3

mit Partialbruchzerlegung und der Korrespondenz

ak−n

(
k − 1
n − 1

) c s 1
(z − a)n

.

Berechnen Sie dann f0, f1, f2 und f3.

Lösung von Aufgabe 14. Partialbruchzerlegung.
z

(z − 2)3 = c1

z − 2 + c2

(z − 2)2 + c3

(z − 2)3

z = c1(z − 2)2 + c2(z − 2) + c3.

Für z = 2 erhält man

2 = c3.

Einsetzen ergibt

z − 2 = c1(z − 2)2 + c2(z − 2)
1 = c1(z − 2) + c2.

Für z = 2 erhält man

1 = c2.

Einsetzen ergibt

0 = c1(z − 2)

und
c1 = 0.

Damit ist

F (z) = 1
(z − 2)2 + 2

(z − 2)3

s c 2k−2
(

k − 1
1

)
+ 22k−3

(
k − 1

2

)
= 2k−2

(
k − 1

1

)
+ 2k−2

(
k − 1

2

)
= 2k−2

((
k − 1

1

)
+
(

k − 1
2

))
.

Für spezielle Werte von k erhält man

f0 = 0
f1 = 0
f2 = 20(1 + 0) = 1
f3 = 2(2 + 1) = 6.
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Aufgabe 15. Sei n ∈ N, a1, . . . , an ∈ R und f eine Folge mit

fk = δk+1 +
n∑

i=1
aifk−i für alle k ∈ Z.

Die Folge fk ist durch diese Gleichung nicht eindeutig definiert. Es gibt
jedoch genau eine solche Folge fk, die eine z-Transformierte F (z) hat.
Berechnen Sie dieses F (z) und vereinfachen Sie das Ergebnis so, dass keine
negativen Potenzen von z darin auftreten.

Lösung von Aufgabe 15.

F (z) = z +
n∑

i=1
aiz

−iF (z)

= z + F (z)
n∑

i=1
aiz

−i

F (z)
(

1 −
n∑

i=1
aiz

−i

)
= z

F (z) = z

1 −
∑n

i=1 aiz−i

= zn+1

zn −
∑n

i=1 aizn−i
.

Aufgabe 16. Sei u ∈ R mit u ̸= −1,

fk =
{

0 falls k ≤ 0
1 falls k = 1

und

fk+2 = (1 − u)fk+1 + ufk für alle k ≥ 0.

• Berechnen Sie die z-Transformierte F (z) von fk. Hinweis: Für alle
k ∈ Z gilt

σkfk+2 = σk(1 − u)fk+1 + σkufk.

• Transformieren Sie F (z) in den Zeitbereich zurück um einen geschlos-
senen Term für fk zu erhalten.

• Für welche Werte von u hat die Folge fk einen endlichen Grenzwert?
Berechnen Sie diesen.

Lösung von Aufgabe 16. Sei

σkfk = F (z).

16



Dann ist

σkfk+1 = z

(
F (z) −

0∑
k=0

fkz−k

)
= zF (z)

σkfk+2 = z2

(
F (z) −

1∑
k=0

fkz−k

)
= z2F (z) − z.

Damit hat man im Bildbereich

z2F (z) − z = (1 − u)zF (z) + uF (z)
z2F (z) − (1 − u)zF (z) − uF (z) = z

F (z)(z2 + (u − 1)z − u) = z

F (z) = z

z2 + (u − 1)z − u

Faktorisierung des Nenners.

z1,2 = 1 − u ±
√

(u − 1)2 + 4u

2

= 1 − u ±
√

u2 + 2u + 1
2

= 1 − u ±
√

(u + 1)2

2

= 1 − u ± |u + 1|
2

= 1 − u ± (u + 1)
2 .

Damit ist

z1 = 1
z2 = −u.

Da u ̸= −1 hat man zwei einfache, reelle Nullstellen.
Partialbruchzerlegung:

F (z) = z

(z − 1)(z + u) = c1

z − 1 + c2

z + u

z = c1(z + u) + c2(z − 1).

Spezialfall z = 1 ergibt

1 = c1(1 + u)

c1 = 1
1 + u

Spezialfall z = −u ergibt

−u = c2(−u − 1)
c2 = u

1 + u

17



Damit ist

F (z) = 1
1 + u

1
z − 1 + u

1 + u

1
z + u

.

Rücktransformation ergibt

fk = σk−1

(
1

1 + u
1k−1 + u

1 + u
(−u)k−1

)
= σk−1

1
1 + u

(
1 + u(−u)k−1)

= σk−1
1

1 + u

(
1 − (−u)k

)
=

{
0 für k ≤ 0

1
1+u

(
1 − (−u)k

)
für k > 0

Diese Folge ist konvergent falls | − u| < 1 bzw. |u| < 1. In diesem Fall ist

lim
k→∞

fk = 1
1 + u

.

Aufgabe 17. Sei

fk =

 0 falls k < 0
a falls k = 0
b falls k = 1

und

fk+2 = 1
4fk+1 + 3

4fk für k ≥ 0.

• Berechnen Sie die z-Transformierte F (z) von fk. Hinweis: Für alle
k ∈ Z gilt

σkfk+2 = σk
1
4fk+1 + σk

3
4fk.

• Transformieren Sie F (z) in den Zeitbereich zurück um einen geschlos-
senen Term für fk zu erhalten.

• Berechnen Sie den Grenzwert von fk für k → ∞.

Lösung von Aufgabe 17. Sei

σkfk = F (z).

Dann ist

σkfk+1 = z

(
F (z) −

0∑
k=0

fkz−k

)
= zF (z) − za

σkfk+2 = z2

(
F (z) −

1∑
k=0

fkz−k

)
= z2F (z) − z2a − zb.

18



Damit hat man im Bildbereich

z2F (z) − z2a − zb = 1
4(zF (z) − za) + 3

4F (z)

z2F (z) − 1
4zF (z) − 3

4F (z) = z2a + zb − 1
4za

F (z)
(
4z2 − z − 3

)
= 4az2 + (4b − a)z

F (z) = 4az2 + (4b − a)z
4z2 − z − 3

Polynomdivision ergibt

F (z) = a + 4bz + 3a

4z2 − z − 3 .

Nullstellen des Nenners.

z1,2 = 1 ±
√

1 + 48
8 = 1 ± 7

8
z1 = 1

z2 = −3
4 .

Partialbruchzerlegung.

4bz + 3a

4z2 − z − 3 = 4bz + 3a

4(z − 1)(z + 3/4)

= bz + 3a/4

(z − 1)(z + 3/4)
= c1

z − 1 + c2

z + 3/4

bz + 3a/4 = c1(z + 3/4) + c2(z − 1).

Spezialfall z = 1 ergibt

b + 3a/4 = c1(1 + 3/4)
4b + 3a = 7c1

c1 = 4b + 3a

7 .

Spezialfall z = −3/4 ergibt

−3b/4 + 3a/4 = c2(−3/4 − 1)
−3b + 3a = c2(−7)

c2 = 3b − 3a

7
Damit ist

F (z) = a + 4b + 3a

7
1

z − 1 + 3b − 3a

7
1

z + 3/4
.

Mit der Korrespondenz
1

z − a
= z−1 z

z − a
s c σk−1ak−1

19



erhält man

fk = aδ(k) + σk−1

(
4b + 3a

7 1k + 3b − 3a

7 (−3/4)k−1
)

=


0 für k < 0
a für k = 0

1
7

(
4b + 3a + 3(b − a)(−3/4)k−1

)
für k > 0.

Da

lim
k→∞

(−3/4)k−1 = 0

folgt

lim
k→∞

fk = 4b + 3a

7 .

Aufgabe 18. Berechnen Sie die inverse z-Transformierte von

F (z) = 1 + z−2

z4 + z5 .

Lösung von Aufgabe 18.

1 + z−2

z4 + z5 = 1
z4 + z5 + 1

z6 + z7

= z−4 1
z + 1 + z−6 1

z + 1
Aus der Formelsammlung entnimmt man

z

z − a
s c σkak

z

z + 1
s c σk(−1)k

1
z + 1

s c σk−1(−1)k−1

z−4 1
z + 1

s c σk−5(−1)k−5 = −σk−5(−1)k

z−6 1
z + 1

s c σk−7(−1)k−7 = −σk−7(−1)k.

Damit ist

F (z) = −(σk−5 + σk−7)(−1)k.

Alternativ hätte man die Aufgabe auch so lösen können:
1 + z−2

z4 + z5 = z2 + 1
z6 + z7

= z2 + 1
z6(1 + z)

= z−6 z2 + 1
z + 1 .
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Polynomdivision.

z2 + 1
z + 1 = z − 1 + 2

z + 1 .

Damit ist

z−6 z2 + 1
z + 1 = z−5 − z−6 + z−6 2

z + 1
= z−5 − z−6 + 2z−7 z

z + 1 .

Mit
z

z + 1
s c σk(−1)k

folgt

fk = δk−5 − δk−6 + 2σk−7(−1)k−7

= δk−5 − δk−6 − 2σk−7(−1)k

=


0 falls k < 5
1 falls k = 5

−1 falls k = 6
−2(−1)k falls k > 6

Aufgabe 19. Mit dem Faltungssatz der Laplace Transformation erhält man

(σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n Mal

)(t) c s 1
sn

.

Aus der Formelsammlung entnimmt man

σ(t)tn−1 c s (n − 1)!
sn

.

Daraus folgt

(σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n Mal

)(t) = 1
(n − 1)!σ(t)tn−1.

Beweisen Sie dies nun durch Induktion im Zeitbereich (d.h. ohne Laplace
Transformation).

Lösung von Aufgabe 19.

• Induktionsanfang: Für n = 1 gilt

σ(t) = 1
0!σ(t)t0.

• Induktionsannahme: Für ein festes n gelte

(σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n Mal

)(t) = 1
(n − 1)!σ(t)tn−1.
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• Induktionsschritt. Zu zeigen:

(σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n + 1 Mal

)(t) = 1
n!σ(t)tn.

Da die Faltung mit σ eine Integration bewirkt, erhält man mit der
Induktionsannahme

(σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n + 1 Mal

)(t) = (σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n Mal

∗σ)(t)

=
(

1
(n − 1)!σ(t)tn−1

)
∗ σ(t)

= 1
(n − 1)!

∫ t

−∞
σ(τ)τn−1dτ

= 1
(n − 1)!σ(t)

∫ t

0
τn−1dτ

= 1
(n − 1)!σ(t) 1

n
[τn]t0

= σ(t) 1
n! t

n.

Aufgabe 20. Das de Morgansche Gesetz

¬(F ∧ G) = ¬F ∨ ¬G

lässt sich auf n ≥ 2 Variablen verallgemeinern:

¬(F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fn) = ¬F1 ∨ ¬F2 ∨ . . . ∨ ¬Fn.

Beweisen Sie dies durch Induktion.

Lösung von Aufgabe 20.

• Induktionsanfang. Für n = 2 gilt das de Morgansche Gesetz

¬(F1 ∧ F2) = ¬F1 ∨ ¬F2.

• Induktionsannahme. Für ein festes n ≥ 2 gelte

¬(F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fn) = ¬F1 ∨ ¬F2 ∨ . . . ∨ ¬Fn.

• Induktionsschritt. Zu zeigen: Für dieses n gilt

¬(F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fn+1) = ¬F1 ∨ ¬F2 ∨ . . . ∨ ¬Fn+1.

Mit der Induktionsannahme und dem Assoziativgesetz von ∧ und ∨
gilt

¬(F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fn+1) = ¬
(
(F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fn) ∧ Fn+1)

)
= ¬(F1 ∧ F2 ∧ . . . ∧ Fn) ∨ ¬Fn+1

= (¬F1 ∨ ¬F2 ∨ . . . ∨ ¬Fn) ∨ ¬Fn+1

= ¬F1 ∨ ¬F2 ∨ . . . ∨ ¬Fn+1.
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Aufgabe 21. Beweisen Sie, dass für alle n ∈ N gilt

(σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n+1mal

)k =
(

k + n

n

)
.

Führen Sie den Beweis einmal mit z-Transformation unter Verwendung
des Faltungssatzes, des Verschiebungssatzes und der Korrespondenz

ak−n

(
k − 1
n − 1

) c s 1
(z − a)n

und einmal mit Induktion. Sie dürfen hierbei die Formel
k∑

ℓ=0

(
ℓ + n

n

)
=

(
k + n + 1

n + 1

)
verwenden.

Lösung von Aufgabe 21. Beweis mit z-Transformation.

(σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n+1mal

)k
c s (

z

z − 1

)n+1

= zn+1 1
(z − 1)n+1

s c (
1k−(n+1)

(
k − 1

n

))
.+n+1

= 1k

(
k + n

n

)
=

(
k + n

n

)
.

Beweis mit Induktion.

• Induktionsanfang. Für n = 1 gilt

(σ ∗ σ)k =
k∑

ℓ=−∞

σℓσk−ℓ = 1 + 1 + . . . + 1︸ ︷︷ ︸
k+1Summanden

= σk(k + 1)

=
(

k + 1
1

)
.

• Induktionsannahme. Für ein festes n ∈ N gelte

(σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n+1mal

)k =
(

k + n

n

)
.

• Induktionsschritt. Zu zeigen: Für dieses n gilt

(σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n+2mal

)k =
(

k + n + 1
n + 1

)
.
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Unter Verwendung der Induktionsannahme gilt

(σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n+2mal

)k =
k∑

ℓ=−∞

(σ ∗ σ ∗ · · · ∗ σ︸ ︷︷ ︸
n+1mal

)ℓ

=
k∑

ℓ=−∞

(
ℓ + n

n

)

=
k∑

ℓ=0

(
ℓ + n

n

)
=

(
k + n + 1

n + 1

)
.

Aufgabe 22. Gegeben sei folgendes System, das eine Inputfolge fk in eine Out-
putfolge hk transformiert.

z−1 z−1

z−1

+

+

+

z−1+
fk xk yk

ukhk

Berechnen Sie Koeffizienten ak, bk so dass dieses System äquivalent zu
folgendem System ist:

z−1

z−1

z−1

z−1

...
...

+

+

+

hkfk

b1

b0

b2 a2

a1

Hinweis:

• Stellen Sie unter Verwendung der Hilfsgrößen xk, yk, uk Differenzen-
gleichungen auf.

• Transformieren Sie die Gleichungen unter Verwendung des Verschie-
bungssatzes in den Bildbereich.

• Berechnen Sie die Übertragungsfunktion, indem Sie im Bildbereich
X(z), Y (z), U(z) eliminieren. Es handelt sich um lineare Gleichungen
mit den Unbekannten F (z), H(z), X(z), Y (z), U(z) wobei die Koef-
fizienten rationale Funktionen in z−1 sind. Gehen Sie systematisch
vor, sonst wird die Rechnung schnell unübersichtlich.
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• Wenn Sie die Übertragungsfunktion als rationale Funktion in z−1

darstellen, können Sie die Koeffizienten ak und bk direkt ablesen.
• Verifizieren Sie Ihr Ergebnis, indem Sie aus den Filterkoeffizienten

des äquivalenten Systems eine Differenzengleichung im Zeitbereich
aufstellen und damit von beiden Systemen die ersten paar Glieder
der Impulsantwort berechnen.

Lösung von Aufgabe 22. Differenzengleichungen im Zeitbereich.

xk = fk + uk

yk = xk−1 + yk−1

uk = yk−2 + xk−1

hk = fk + uk−1

Sei

xk
c s X(z)

yk
c s Y (z)

uk
c s U(z)

hk
c s H(z).

Mit dem Verschiegbungssatz gilt

xk−1 c s z−1X(z)
yk−1 c s z−1Y (z)
yk−2 c s z−2Y (z)
uk−1 c s z−1U(z).

Der Übersichtlichkeit halber wird das Argument (z) weggelassen. Weiter-
hin sei w = z−1. Damit erhält man im Bildbereich die Gleichungen

X = F + U

Y = wX + wY

U = w2Y + wX

H = F + wU

bzw.

X − U = F

Y (1 − w) − wX = 0
U − w2Y − wX = 0

H − wU = F.
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Dies führt zu dem LGS

X Y U H

1 0 −1 0 F
−w 1 − w 0 0 0
−w −w2 1 0 0
0 0 −w 1 F

1 0 −1 0 F
1 − w −w 0 wF
−w2 1 − w 0 wF

−w 1 F

1 0 −1 0 F
1 w

w−1 0 w
1−w F

−w2 1 − w 0 wF
−w 1 F

1 0 −1 0 F
1 w

w−1 0 w
1−w F

1 − w + w3

w−1 0 wF + w3

1−w F

−w 1 F

1 0 −1 0 F
1 w

w−1 0 w
1−w F

1−2w+w2−w3

1−w 0 w−w2+w3

1−w F

−w 1 F

1 0 −1 0 F
1 w

w−1 0 w
1−w F

1 0 w−w2+w3

1−2w+w2−w3 F

−w 1 F

1 0 −1 0 F
1 w

w−1 0 w
1−w F

1 0 w−w2+w3

1−2w+w2−w3 F

1 F + w2−w3+w4

1−2w+w2−w3 F

Aus der letzten Gleichung folgt

H = 1 − 2w + w2 − w3 + w2 − w3 + w4

1 − 2w + w2 − w3 F

= 1 − 2w + 2w2 − 2w3 + w4

1 − 2w + w2 − w3 F

= 1 − 2z−1 + 2z−2 − 2z−3 + z−4

1 − 2z−1 + z−2 − z−3 F.

26



Damit ist

b0 = 1
b1 = −2
b2 = 2
b3 = −2
b4 = 1
a1 = 2
a2 = −1
a3 = 1.

Die Differenzengleichung im Zeitbereich ist

hk = fk − 2fk−1 + 2fk−2 − 2fk−3 + fk−4

+ 2hk−1 − hk−2 + hk−3.

Impulsantwort des gegebenen Systems.

fk uk = xk = yk = hk =
yk−2 + xk−1 fk + uk xk−1 + yk−1 fk + uk−1

1 0 1 0 1
0 1 1 1 0
0 1 1 2 1
0 2 2 3 1
0 4 4 5 2
0 7 7 9 4
...

...
...

...
...

Impulsantwort des äquivalenten Systems.

fk hk = fk − 2fk−1 + 2fk−2 − 2fk−3 + fk−4 + 2hk−1 − hk−2 + hk−3

1 1
0 0
0 1
0 1
0 2
0 4
...

...
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Aufgabe 23. Ein digitaler FIR Filter bildet eine Eingangsfolge fk auf eine
Ausgangsfolge

hk = fk − fk−1 + fk−2 − fk−3 + . . . − fk−n =
n∑

ℓ=0
(−1)ℓfk−ℓ

ab, wobei n > 0 eine ungerade Konstante ist.
Berechnen Sie die Impulsantwort gk und die Übertragungsfunktion G(z)
des Filters.
Formen Sie die Übertragungsfunktion so um, dass Sie daraus einen rekur-
siven Filter entwickeln können, der sich gleich verhält wie der o.g. FIR
Filter, aber nur 2 Additionen pro Takt braucht. Zeichnen Sie das Block-
schaltbild dieses rekursiven Filters.

Lösung von Aufgabe 23. Für fk = δk erhält man die Impulsantwort

gk = δk − δk−1 + δk−2 − δk−3 + . . . − δk−n

mit Übertragungsfunktion

G(z) = 1 − z−1 + z−2 − z−3 + . . . − z−n.

Umformen ergibt

z−1G(z) = z−1 − z−2 + z−3 − z−4 + . . . − z−n−1

G(z)(1 + z−1) = 1 − z−n−1

G(z) = 1 − z−(n+1)

1 + z−1

Hieraus ergeben sich die Gewichte bk im Vorwärtszweig und ak im Rück-
wärtszweig durch

b0 = 1, bn+1 = −1, a1 = −1.

Damit sieht der Filter wie folgt aus:

z−1
z−(n+1)

fk hk⊕

⊕−1

1

−1
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Aufgabe 24. Berechnen Sie die Übertragungsfunktion G(z) und einen Term
für die Impulsantwort gk des folgenden Filters. Vereinfachen Sie das Er-
gebnis soweit wie möglich.

+ + hkfk

−1 2

Die Kästen bedeuten hierbei Verzögerungsglieder, die Zahlen an den Ver-
bindungen stehen für Multiplikationen.

Lösung von Aufgabe 24. Der Filter besteht aus einer Hintereinanderschal-
tung von zwei einfacheren Filtern der Art

+fk

a

hk

für a = −1 bzw. a = 2. Die Filtergleichung ist hier

hk = fk + ahk−1

hk − ahk−1 = fk

H(z)(1 − az−1) = F (z)

H(z) = 1
1 − az−1 F (z) = z

z − a
F (z).

Dieser Filter hat die Übertragungsfunktion

Ga(z) = z

z − a
.

Das Gesamtsystem hat daher die Übertragungsfunktion

G(z) = G−1(z)G2(z)
= z

z + 1
z

z − 2

= z2

(z + 1)(z − 2)

= z2

z2 − z − 2 .

Polynomdivision ergibt

G(z) = 1 + z + 2
(z + 1)(z − 2) .
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Partialbruchzerlegung.
z + 2

(z + 1)(z − 2) = c1

z + 1 + c2

z − 2
z + 2 = c1(z − 2) + c2(z + 1).

Spezialfall z = −1 ergibt

1 = −3c1

c1 = −1/3.

Spezialfall z = 2 ergibt

4 = 3c2

c2 = 4/3.

Damit ist

G(z) = 1 − 1
3

1
z + 1 + 4

3
1

z − 2s c δk − 1
3σk−1(−1)k−1 + 4

3σk−12k−1

= δk + 1
3σk−1

(
(−1)k + 2k+1)

= 1
3σk

(
(−1)k + 2k+1).

Aufgabe 25. Berechnen Sie alle Eigenwerte der Matrix

A =

 1 2 1
1 1 0
3 0 1



Lösung von Aufgabe 25.

det(A − λE) = det

 1 − λ 2 1
1 1 − λ 0
3 0 1 − λ


= (1 − λ)3 − 2(1 − λ) − 3(1 − λ)
= (1 − λ)((1 − λ)2 − 5)
= (1 − λ)(λ2 − 2λ − 4)

Damit ist ein Eigenwert

λ1 = 1.

Die anderen beiden erhält man mit der Mitternachtsformel:

λ2,3 = 2 ±
√

4 + 16
2

= 2 ± 2
√

5
2

= 1 ±
√

5.
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Damit ist

λ2 = 1 +
√

5
λ3 = 1 −

√
5.

Aufgabe 26. Eigenwerte und Eigenvektoren gibt es nicht nur bei Matrizen
sondern auch bei LTI Systemen. Eine Funktion f heißt Eigenfunktion
eines LTI Systems S mit Eigenwert λ wenn

S(f) = λf bzw.
[S(f)] (t) = λf(t) für alle t.

Zeigen Sie, dass die komplexe Schwingung

f(t) = ejω̂t

mit Kreisfrequenz ω̂ Eigenfunktion von S ist mit Eigenwert

λ = G(ω̂)

wobei G(ω) die Übertragungsfunktion des Systems ist.
Hinweis: Da S LTI ist, gilt S(f) = f ∗ g wobei g die Impulantwort des
Systems ist. Die Übertragungsfunktion G(ω) des Systems ist die Fourier
Transformierte von g(t):

G(ω) =
∫ ∞

−∞
g(τ)e−jωτ dτ.

Berechnen Sie

[S(f)] (t) =
∫ ∞

−∞
g(τ)f(t − τ)dτ

und formen Sie so lange um, bis Sie bei G(ω)f(t) herauskommen. Der
Rechenweg ist sehr kurz.

Lösung von Aufgabe 26. Sei S ein LTI System mit Impulsantwort g(t). Für
die Funktion f(t) = ejω̂t erhält man

[S(f)] (t) =
∫ ∞

−∞
g(τ)f(t − τ)dτ

=
∫ ∞

−∞
g(τ)ejω̂(t−τ)dτ

=
∫ ∞

−∞
g(τ)ejω̂te−jω̂τ dτ

=
(∫ ∞

−∞
g(τ)e−jω̂τ dτ

)
︸ ︷︷ ︸

G(ω̂)

ejω̂t

= G(ω̂)ejω̂t

= G(ω̂)f(t).
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Dies gilt für alle t, folglich ist

S(f) = G(ω̂)f

und somit ist f Eigenfunktion von S mit Eigenwert G(ω̂).

Aufgabe 27. Sei

A =

 1 0 1
0 0 1
1 0 1

 .

• Berechnen Sie die Eigenwerte von A und zu jedem Eigenwert eine
Basis des zugehörigen Eigenraums.

• Nennen Sie von jedem Eigenwert seine geometrische und seine alge-
braische Vielfachheit.

Lösung von Aufgabe 27.

A − λE =

 1 − λ 0 1
0 −λ 1
1 0 1 − λ


Entwicklung der Determinante nach der zweiten Spalte.

det(A − λE) = −λ((1 − λ)2 − 1)
= −λ(−2λ + λ2)
= λ2(2 − λ).

Damit hat man zwei Eigenwerte:

λ1 = 0 Algebraische Vielfachheit 2
λ2 = 2 Algebraische Vielfachheit 1.

Eigenraum zu λ1 = 0. 1 0 1
0 0 1
1 0 1

 x
y
z

 =

 0
0
0


z = 0

x + z = 0
x = 0

Eigenvektoren

v⃗1 =

 0
y
0


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Basis

v⃗1 =

 0
1
0

 .

Eigenraum zu λ2 = 2. −1 0 1
0 −2 1
1 0 −1

 x
y
z

 =

 0
0
0


z = x

−2y + z = 0
y = z/2

= x/2.

Eigenvektoren

v⃗2 =

 x
x/2
x


Basis

v⃗2 =

 2
1
2

 .

Damit haben beide Eigenwerte geometrische Vielfachheit 1.

Aufgabe 28. Sei

A =
(

1 −2
2 1

)
.

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenräume von A. Berechnen Sie dann
eine Basis für den Vektorraum der reellen Lösungsfunktionen des DGL
Systems

x⃗′(t) = Ax⃗(t).

Lösung von Aufgabe 28. Eigenwerte.

A − λE =
(

1 − λ −2
2 1 − λ

)
det(A − λE) = (1 − λ)2 + 4

= λ2 − 2λ + 5

λ1,2 = 2 ±
√

4 − 20
2

= 2 ±
√

−16
2

= 1 ± 2j.
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Eigenvektoren zum Eigenwert λ = 1 + 2j.

A − λE =
(

−2j −2
2 −2j

)
(

−2j −2
2 −2j

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
−2jx − 2y = 0

y = −jx

v⃗ =
(

x
−jx

)
= x

(
1

−j

)
Damit gilt

λ1 = 1 + 2j

E1+2j =
{

a

(
1

−j

)
| a ∈ C

}
λ2 = 1 − 2j

E1−2j =
{

a

(
1
j

)
| a ∈ C

}
Eine komplexe Basislösung des DGL Systems ist

x⃗(t) =
(

1
−j

)
e(1+2j)t

= et

(
1

−j

)
(cos(2t) + j sin(2t))

= et

(
cos(2t) + j sin(2t)
sin(2t) − j cos(2t)

)
.

Damit sind relle Basislösungen

x⃗1(t) = re(x⃗(t)) = et

(
cos(2t)
sin(2t)

)
x⃗2(t) = im(x⃗(t)) = et

(
sin(2t)

− cos(2t)

)
.

Aufgabe 29. Berechnen Sie die Lösung des DGL Systems

x′
1(t) = x1(t) + 3x2(t)

x′
2(t) = x1(t) − x2(t)

mit den Anfangsbedingungen

x1(0) = 1, x2(0) = −1.

Lösung von Aufgabe 29. Vektorielle Notation

x⃗′ = Ax⃗
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mit

A =
(

1 3
1 −1

)
Laplace Transformation

sX⃗(s) − x⃗(0) = AX⃗(s)
(sE − A)X⃗(s) = x⃗(0)

X⃗(s) = (sE − A)−1x⃗(0).

Matrix Inversion.

(sE − A)−1 =
(

s − 1 −3
−1 s + 1

)−1

= 1
(s − 1)(s + 1) − 3

(
s + 1 3

1 s − 1

)
= 1

s2 − 4

(
s + 1 3

1 s − 1

)
.

Lösung im Bildbereich und Rücktransformation.

(sE − A)−1x⃗(0) = 1
s2 − 4

(
s − 2

−s + 2

)
= 1

s2 − 4(s − 2)
(

1
−1

)
= 1

s + 2

(
1

−1

)
s c (

e−2t

−e−2t

)
.

Aufgabe 30. Gegeben sei das DGL System

x⃗′(t) = Ax⃗(t) mit A =

 1 0 0
1 1 0
1 0 1

 .

• Versuchen Sie, die allgemeine Lösung mit der Eigenwertmethode zu
berechnen. Sie erhalten hierbei nur zwei Basislösungen, d.h. nicht alle
Lösungen des DGL Systems.

• Zeigen Sie, dass z.B. auch

x⃗(t) =

 1
t
t

 et

eine Lösungsfunktion ist.
• Berechnen Sie dann alle Lösungen mit der Laplace Transformation.

Lösung von Aufgabe 30.
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• Eigenwert Methode. Ansatz:

x⃗(t) = v⃗eλt

x⃗′(t) = λv⃗eλt.

Einsetzen:

λv⃗eλt = Av⃗eλt

λv⃗ = Av⃗

(A − λE)v⃗ = 0⃗.

Berechnung der Eigenwerte von A.

A − λE =

 1 − λ 0 0
1 1 − λ 0
1 0 1 − λ


det(A − λE) = (1 − λ)3.

Damit hat A nur einen Eigenwert λ = 1 mit Vielfachheit 3.
Berechnung der Eigenvektoren von A zum Eigenwert λ = 1.

A − λE =

 0 0 0
1 0 0
1 0 0


Aus dem LGS  0 0 0

1 0 0
1 0 0

 x
y
z

 =

 0
0
0


folgt

x = 0, y, z beliebig.

Eine Basis des Lösungsraums besteht somit aus den beiden Vektoren 0
1
0

 ,

 0
0
1

 .

Damit erhält man die Lösung des DGL Systems

x⃗(t) = c1

 0
1
0

 et + c2

 0
0
1

 et.

Da nur zwei Basislösungen gefunden wurden, müssen weitere Lösungs-
funktionen existieren.

• Sei

x⃗(t) =

 1
t
t

 et.
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Dann ist

x⃗′(t) =

 0
1
1

 et +

 1
t
t

 et

=

 1
1 + t
1 + t

 et

und

Ax⃗(t) =

 1 0 0
1 1 0
1 0 1

 1
t
t

 et

=

 1
1 + t
1 + t

 et

= x⃗′(t).

• Lösung mit Laplace Transformation.

x⃗′(t) = Ax⃗(t)
sX⃗(s) − x⃗(0) = AX⃗(s)

(sE − A)X⃗(s) = x⃗(0).

Um die Inversion der 3 × 3 Matrix sE − A zu vermeiden, kann man
X⃗(s) auch durch Lösen eines LGS berechnen. Mit

sE − A =

 s − 1 0 0
−1 s − 1 0
−1 0 s − 1


erhält man die Gleichungen

(s − 1)X1(s) = x1(0)
−X1(s) + (s − 1)X2(s) = x2(0)
−X1(s) + (s − 1)X3(s) = x3(0).

Die Lösung ist

X1(s) = 1
s − 1x1(0)

X2(s) = 1
s − 1(x2(0) + X1(s))

= 1
s − 1x2(0) + 1

(s − 1)2 x1(0)

X3(s) = 1
s − 1(x3(0) + X1(s))

= 1
s − 1x3(0) + 1

(s − 1)2 x1(0).
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Mit
1

s − 1
c s et

1
(s − 1)2

c s tet

erhält man

x1(t) = x1(0)et

x2(t) = x2(0)et + x1(0)tet

x3(t) = x3(0)et + x1(0)tet.

In vektorieller Notation ist dies

x⃗(t) = et

 x1(0)
x2(0)
x3(0)

+ tet

 0
x1(0)
x1(0)

 .

Aufgabe 31. Gegeben sei das DGL System

x⃗′(t) =

 5 0 1
0 3 0
1 0 5

 x⃗(t)

mit den Anfangswerten x1(0) = 2, x2(0) = 1, x3(0) = 0.

• Bestimmen Sie die Lösung des DGL Systems mit der Eigenwertme-
thode.

• Bestimmen Sie die Lösung des DGL Systems mit Laplace Transfor-
mation.

Lösung von Aufgabe 31.

Lösung mit der Eigenwertmethode. Eigenwertproblem: 5 0 1
0 3 0
1 0 5

 v⃗ = λv⃗.

Charakteristisches Polynom

det

 5 − λ 0 1
0 3 − λ 0
1 0 5 − λ


= (5 − λ) det

(
3 − λ 0

0 5 − λ

)
+ det

(
0 1

3 − λ 0

)
= (5 − λ)(3 − λ)(5 − λ) − (3 − λ)
= (3 − λ)

(
(5 − λ)2 − 1

)
= (3 − λ)(λ2 − 10λ + 24)
= 0.
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Lösung

λ1 = 3

λ2,3 = 10 ±
√

100 − 96
2 = 10 ± 2

2 = 5 ± 1

λ2 = 4
λ3 = 6.

Eigenvektoren zu λ1 = 3 2 0 1
0 0 0
1 0 2

 x
y
z

 =

 0
0
0


Ein Eigenvektor ist z.B.

v⃗1 =

 0
1
0

 .

Eigenvektoren zu λ2 = 4 1 0 1
0 −1 0
1 0 1

 x
y
z

 =

 0
0
0


Ein Eigenvektor ist z.B.

v⃗2 =

 1
0

−1

 .

Eigenvektoren zu λ3 = 6 −1 0 1
0 −3 0
1 0 −1

 x
y
z

 =

 0
0
0


Ein Eigenvektor ist z.B.

v⃗3 =

 1
0
1

 .

Basislösungen

x⃗1(t) =

 0
1
0

 e3t, x⃗2(t) =

 1
0

−1

 e4t, x⃗3(t) =

 1
0
1

 e6t.

Allgemeine Lösung

x⃗(t) = c1

 0
1
0

 e3t + c2

 1
0

−1

 e4t + c3

 1
0
1

 e6t, c1, c2 ∈ R.

39



Anfangswerte

c1

 0
1
0

+ c2

 1
0

−1

+ c3

 1
0
1

 =

 2
1
0

 .

Lösung:

c1 = 1, c2 = 1, c3 = 1.

Lösung mit Anfangswerten.

x⃗(t) =

 0
1
0

 e3t +

 1
0

−1

 e4t +

 1
0
1

 e6t =

 e4t + e6t

e3t

−e4t + e6t


Lösung mit Laplace Transformation.

sX⃗(s) −

 2
1
0

 =

 5 0 1
0 3 0
1 0 5

 X⃗(s)

 s − 5 0 −1
0 s − 3 0

−1 0 s − 5

 X⃗(s) =

 2
1
0


Lösung des LGS

X1(s) = 2(s − 5)
(s − 4)(s − 6)

X2(s) = 1
s − 3

X3(s) = 2
(s − 4)(s − 6) .

Rücktransformation von X1(s).

2(s − 5)
(s − 4)(s − 6) = c1

s − 4 + c2

s − 6
2(s − 5) = c1(s − 6) + c2(s − 4)

Mit s = 4 folgt

−2 = −2c1

c1 = 1

Mit s = 6 folgt

2 = 2c2

c2 = 1

Damit ist

X1(s) = 1
s − 4 + 1

s − 6s c e4t + e6t
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Rücktransformation von X2(s)

X2(s) = 1
s − 3s c e3t

Rücktransformation von X3(s)

2
(s − 4)(s − 6) = c1

s − 4 + c2

s − 6
2 = c1(s − 6) + c2(s − 4)

Mit s = 4 folgt

2 = −2c1

c1 = −1

Mit s = 6 folgt

2 = 2c2

c2 = 1

Damit ist

X2(s) = −1
s − 4 + 1

s − 6s c −e4t + e6t

Die Lösung des DGL Systems ist

x⃗(t) =

 e4t + e6t

e3t

−e4t + e6t


Aufgabe 32. Gegeben sei die lineare homogene DGL zweiter Ordnung mit

konstanten Koeffizenten

f ′′(t) + 2f ′(t) + f(t) = 0.

Formen Sie diese DGL so um, dass ein DGL System erster Ordnung der
Form

x⃗′(t) = Ax⃗(t)

entsteht. Benutzen Sie die Substitution

x1(t) = f(t)
x2(t) = x′

1(t).

Lösung von Aufgabe 32. Mit der gegebenen Substitution wird aus der DGL

x′
2(t) + 2x2(t) + x1(t) = 0

x2(t) = x′
1(t).
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Auflösen nach x′
1(t) und x′

2(t).

x′
1(t) = x2(t)

x′
2(t) = −x1(t) − 2x2(t).

Matrix Darstellung

x⃗′(t) =
(

0 1
−1 −2

)
x⃗(t).

Aufgabe 33. Berechnen Sie die allgemeine Lösung der DGL zweiter Ordnung

f ′′(t) − 4f ′(t) + 4f(t) = 0.

Die DGL zweiter Ordnung kann in ein DGL System erster Ordung umge-
formt werden mit der Substitution

x1(t) = f(t)
x2(t) = f ′(t).

Damit ist

f(t) = x1(t)
f ′(t) = x2(t)
f ′′(t) = x′

2(t)

und man erhält das DGL System

x′
1(t) = x2(t)

x′
2(t) = −4x1(t) + 4x2(t)

bzw.

x⃗′(t) =
(

0 1
−4 4

)
x⃗(t).

Versuchen Sie, die allgemeine Lösung dieses DGL System mit der Eigen-
vektormethode zu bestimmen. Vergleichen Sie die Lösung des DGL Sy-
stems mit der Lösung der DGL zweiter Ordnung.

Lösung von Aufgabe 33. Lösung der DGL zweiter Ordnung. Ansatz

f(t) = eλt

Einsetzen
λ2eλt − 4λeλt + 4eλt = 0.

Charakteristisches Polynom.

λ2 − 4λ + 4 = 0.

Doppelte Nullstelle.
λ1,2 = 2.
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Basislösungen.

f1(t) = e2t

f2(t) = te2t.

Allgemeine Lösung.

f(t) = c1e2t + c2te2t.

Lösung des DGL Systems mit der Eigenvektormethode. Ansatz

x⃗(t) = v⃗eλt.

Einsetzen.
λv⃗eλt =

(
0 1

−4 4

)
v⃗eλt.

Eigenwertproblem. (
0 1

−4 4

)
︸ ︷︷ ︸

A

v⃗ = λv⃗.

Charakteristisches Polynom

det(A − λE) = det
(

−λ 1
−4 4 − λ

)
= λ2 − 4λ + 4

Doppelte Nullstelle
λ1,2 = 2.

Eigenvektoren zu λ = 2.(
−2 1
−4 2

)(
x
y

)
=
(

0
0

)
.

Lösung y = 2x. Ein Eigenvektor ist somit

v⃗ =
(

1
2

)
.

Basislösung
x⃗ =

(
1
2

)
e2t.

Die zweite Basislösung kann mit der Eigenvektormethode nicht ermittelt
werden. Rücksubstition würde hier nur eine Basislösung ergeben:

f(t) = x1(t) = e2t
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