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Ubungen zu Mathematik 3
mit Musterlosungen
Blatt 15

Aufgabe 1. Berechnen Sie die inverse Fourier Transformierte von
Flw) = je¥d(w—1).

Loésung von Aufgabe 1. Mit der Ausblendeigenschaft gilt

jedlw—-1) = jed(w-—1)

1
5(w) —oO o

f(w—1) e—o iejt
2m

jed(w—1) e—o %eﬁ.

Damit ist

_ Je e
ft) = 5 ¢

Aufgabe 2. Sei

_ 1 falls |w| >1
Flw) = {0 sonst

die Ubertragungsfunktion eines Hochpass Filters mit cutoff Frequenz 1.
Berechnen Sie die Impulsantwort f(¢) dieses Filters.

Hinweis: Die direkte Anwendung der Formel fiir die inverse Fourier Trans-
formation funktioniert hier nicht, da im Zeitbereich eine Distribution ent-
steht. Sie mussen daher zundchst F(w) in eine Summe von Funktionen
zerlegen, deren Riicktransformation einfacher geht.

Losung von Aufgabe 2. Sei

Gw) { 1 falls jw| <1

0 sonst.
Dann ist

Flw) = 1-Gw).



Riicktransformation von G(w).

1 o0 .
g(t) = —/ G(w)e? dw
21 J_ o
IR
= — ¥t dw
2 J_1
1 jewt11
= 727-(-]t [e ]_1 faHS t # 0
1 .
= g )
1
= —gi t
" sin(t)
1
= =si(t).
7T51( )

Fir ¢ = 0 erhélt man
1 [t 1 1
g(t) = —/ ldw = = —si(0).

Damit ist

3

Flw) = 1-Gw)
o 5(t) - Lsi(t)
™
Aufgabe 3. Sei
t fir-1<t<1
1) = { 0  sonst.

Berechnen Sie die Fourier Transformierte der Ableitung f’(¢) von f(t) und
beachten Sie den Spezialfall w = 0.

Hinweis: Da f(t) eine ungerade Funktion ist, ist f/(¢) gerade. Vereinfachen
Sie das Ergebnis daher so, dass keine komplexen Zahlen darin vorkommen.

Losung von Aufgabe 3. Die Funktion f(t) hat zwei Spriinge der Héhe —1 an
den Stellen ¢ = £1. Damit ist die Ableitung

e 1 fir-1<t<1
Fl) = —6(t—1)—6(t+1)+{ 0 et



Folglich ist

1
f'(t) o—e —e_j“’—ejw—l—/ e Itdt

-1

. I R
= —(ej“’—i—e])—j—w[ejt]_l, w#0
= —2cos(w) — jiw(e*j“’ —elv)

1 . )
908 Jw _ o—iw
= 2 cos(w) + 7w (e e 7¥)

1
-2 —27 si
cos(w)—i—jw j sin(w)
2s' (w) — 2 cos(w)
= Zsin(w) — w).
w

Fir w = 0 erhélt man
1
f'(t) o—e —2+/ dt = 0.
-1

Damit ist

/ _ 2 sin(w) — 2cos(w)  fiir w # 0
o = { 0 fiir w = 0.

Alternativ hitte man auch zuerst die Fourier Transformierte von f(¢) be-
rechnen konnen:

1
f@&) = / te It dt
—1
1 1
= [t;wej“’t] — % e Iwtdt, w#£0
_ L - .
1 w1l 1 w1l
- e [te™7"] ., - (jw)? [e7"]
= —jiw(e Jw—l—ejw)—i—%(e jw—e]“’)
1 . 1
— —j—w(eﬂ“ —|—er) — E( Jw 67]‘”)
= %cos(w) - 2—jZSln(w)

Fir w = 0 erhélt man

F(t) o—e /11tdt ~ 0

f(t) o—e jw0d = 0.



Aufgabe 4. Die Fourier Transformierte S(w) der Sprungfunktion o(¢) kann
man wie folgt berechnen. Aus

f't) o—s jwF(w)
folgt mit f(t) = o(t)
o'(t) o—e jwS(w).
Da o'(t) = 6(t) und 6(t) o—e 1 folgt
o'(t) o—e 1.

Hieraus folgt

jw
Dies kann jedoch nicht sein: Da 1/jw rein imaginér ist, miisste o (¢) eine un-

gerade Funktion sein, was nicht stimmt. Finden Sie den Fehler, korrigieren
Sie diesen und leiten Sie damit den korrekten Wert fiir S(w) her.

Losung von Aufgabe 4. Bei der Division durch w muss man den Fall w = 0
ausschliefen. Die Fourier Transformierte gibt an der Stelle w = 0 den
Gleichanteil der Zeitbereichsfunktion an. Somit ist 1/jw die Fourier Trans-
formierte von o(t) bis auf einen Gleichanteil, d.h. einen konstanten Sum-
manden C. Damit gilt

1
Jw

Die Konstante C' muss nun so gewéhlt werden, dass o(t) + C tatséchlich

eine ungerade Funktion ist. Dies fithrt zum Wert C = —1/2 bzw.
1 1
Aus
o(t) o—e Sw)
—= o—e —7mi(w)
Folgt
S) i) = —
w) —mo(w) = o
1
Sw) = i + 7 (w).



Aufgabe 5. In dieser Aufgabe wird gezeigt, wie man die Impulsantwort eines
LTT Systems experimentell mit Hilfe der Fourier Transformation bestim-
men kann. Sei

fit) = cos(wt)

fa(t) = sin(wt)
f3 (t) = eth.
Von einem LTI System S kann
S(fi) = M

fiir beliebiges w € R gemessen werden.

o Berechnen Sie S(f2) und S(fs) in Abhéngigkeit von h;.

e Zeigen Sie, dass
S = *'G(w)

wobei G(w) die Fourier Transformierte der Impulsantwort g(t) des
Systems S ist.

e Wie kann man hiermit die Impulsantwort von .S berechnen? Beach-
ten Sie, dass alle Funktionen von w abhéngig sind, obwohl nur die
Abhéngigkeit von ¢ explizit genannt wird.

Losung von Aufgabe 5. Aus

sin(t) = cos(t—/2)
folgt
sin(wt) = cos (wt - g)
= cos (wt - %w)
= cos (w(t — %>)
Damit ist
Bt = f(t-5-)
Da S zeitinvariant ist, folgt
ha(t) = [SUI® = S (t-5) = m(t- o).
Da
falt) = & = cos(wt) +jsin(wt) = (fi+jf2)(t)
und S linear ist, folgt
ha(t) = [S(f)]() = [S(A+if)l@) = (h+jhe)().



Da S LTI ist, gilt

S(el¥t) = / g(m)e? = dr

— 0o

= ej“’t/ g(T)e ¢ dr
—0o0

= ¥'G(w)
= hs(t)

wobei G(w) die Fourier Transformierte der Impulsantwort g(¢) von S ist.
Damit ist

Gw) = e 7% hs(t).

Folglich erhdlt man g(t) durch inverse Fourier Transformation

1 o0 .
g(t) = e G(w)e’ dw

1 o0 ) .

= 5 e I hy(t) el dw
1 oo

- L / i (£)deo.
27 J_ o

Zu beachten ist, dass h3(t) von w abhéngig ist, d.h. kein konstanter Faktor

ist.
Aufgabe 6. Seia € RT und

e I%e™%  fallsw >0
Flw) = elPea falls w < 0
0 falls w = 0.

o Berechnen Sie die inverse Fourier Transformierte f(¢) von F(w). Hin-
weis: Es gilt F'(—w) = F(w), folglich ist f(t) reell.

e Berechnen Sie dann fir ¢t # 0

glt) = lim f(t).

Dies ist die inverse Fourier Transformierte von

e=7%  fallsw >0
Gw) = ed?  fallsw <0
0 falls w = 0.

Eine Faltung mit g(¢) bedeutet somit, dass alle im Signal enthalte-
nen Schwingungen unabhéngig von ihrer Frequenz w > 0 die selbe
Phasenverschiebung — erfahren. Weiterhin gilt

Gw)+Gw) = 2re(Gw)) = {2008(@ fir w 2.0



Folglich gilt im Zeitbereich

g(t) +9(=t) = 2cos(p)d(t).

Sie konnen damit verifizieren, dass g(—t) = —g(t) fir t # 0 gelten
muss. An der Stelle ¢ = 0 hat g(¢) jedoch einen Impuls cos(p)d(t),
den Sie auf die zuvor berechnete Funktion g(¢) addieren miissen, um
die inverse Fourier Transformierte von G(w) auch im Fall ¢ = 0 zu
erhalten.

Im Spezialfall ¢ = 0 werden die Schwingungen nicht verschoben und
das Signal bleibt bei Faltung mit g(¢) unverdandert. Folglich muss in
diesm Fall g(t) = 0(t) sein.

Im Spezialvall ¢ = 7 werden alle Schwingungen um Winkel 7 verscho-
ben und somit wird das Signal negiert. In diesem Fall muss folglich
g(t) = —4(t) sein. Verifizieren Sie dies.

o Berechnen Sie schliellich die Funktion h(t), die man aus g(t) im Spe-
zialfall ¢ = 7/2 erhélt. Dies ist dann die inverse Fourier Transformier-

te von
—j fallsw >0
Hw) = j fallsw <0
0 fallsw =0.

Das LTI System mit Impulsantwort h(¢) heiit Hilbert Transformation
und spielt in der Signalverarbeitung (Single Side Band Modulation)
eine wichtige Rolle und wird u.a. in Ultraschallgeriten verwendet.

Losung von Aufgabe 6.
oo

f@®) = ! F(w)el“tdw

2r /o

1 o© , o ,
= — eTI¥Pe" eIty + el e elWt gy,
2w 0 —00



Substituiert man im zweiten Integral w durch —w erhélt man

1 < . o )
f(t) = % (/0 e IPeaw pgwt g, +/ ejapeawejwt(_dw))
(/ e—jtpe—awejwtdw_"_/ ejgoe—awe—jwtdw)
0 0
/ e*j¢e*awej‘*)tdw+/ 67jtpefaw6jwtdw
0 0
re(/ e_jwe_““ej“tdw>
0
re (ej“" /OO e“’(aﬂt)dw)
0
e 1 {e“’(*““t)ro
—a+ gt 0

S

—
[¢)

—
@

e I® , (0—1)) daa>0

=
@

e I e N

= ﬁre((coS(@ — jsin(p))(a + jt))
1

— m(a cos(p) + tsin(p)).

Fiir den rechtsseitigen Grenzwert a — 0% erhélt man mit ¢ # 0

1 . sin(yp)
gt) = @(t sin(p)) = Q-
Die inverse Fourier Transformierte von G(w) auch im Spezialfall ¢ = 0 ist
sin(¢p
g(t) = sinfp) + cos(p)d(t).
Tt
Fiir ¢ = 0 erhalt man
gt) = o(t)
Fiir ¢ = 7 erhélt man
g(t) = —6(t)
Fiir ¢ = 7/2 erhélt man
1
h(t) = —.
®) Tt

Aufgabe 7. Sei f(t) an der Stelle  stetig und
o(t—D)f(t) o—e F(s).
Berechnen Sie damit die Laplace Transformierte von

a(t=1)f'(t).



Losung von Aufgabe 7

o(t—1)f o—e o(t —8)f'(t)e tdt

[
/ f(t)e stdt
e / ) (—s)e—"tdt.

Da o(t — ) f(t) eine Laplace Transformierte hat, existiert das Integral

/Oo f(t)e stdt
t

lim f(t)e™*" = 0.

t—o0

und damit ist

Folglich ist
[FHe]7 = —fDe
und

ot =D (0 o —fOe 4 [ e ar
= s/oo ot — ) f(t)e stdt — f(D)e ™

— 00

sF(s) — f(He .

Aufgabe 8. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von

10 = oY

Losung von Aufgabe 8. Umformen ergibt

() 2

cos(t)e 1
—t

ft)

= ecos(t)e

Aus der Formelsammlug entnimmt man

t) o—e .
cos(t) 241

Mit dem Dampfungssatz

f(t)e™" o—e F(s+a)



folgt fir a =1

cos(t)e ™"
s+1
(s+1)2+1"
Mit der Linearitét folgt
s+1
t —_—.
f( ) e(S + 1)2 + 1

Aufgabe 9. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von
fit)y = o(t—1)sin(t—1)
und von
f@®) = o(t)sin(t—1).

Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich. Hinweis: Bei der zwei-
ten Transformation miissen Sie die Sinus Funktion durch komplexe e-
Funktionen darstellen und das Laplace Integral berechnen.

Losung von Aufgabe 9. Aus der Formelsammlung entnimmt man

1
t)sin(t) o—e ——.
o(t) sin(t) o
Mit dem Verschiebungssatz folgt
t—1)sin(t—1) o—e
o ) sin( ) o

Die zweite Laplace Transformierte erhélt man mit

sin(t—1) = im(ej(t_l))
_ 1 ( J(t-1) _ e—j(t—l))
2j
1,
= — (e —e).
2j

10



Damit ist

o(t)sin(t —1) o—e /000 sin(t — 1)e*'dt

= i (ejtefjefst — efjtejefst) dt
25 Jo
- L ~ (eufs)tefj _ e(fjfs)td) dt
25 Jo
= Q h eU=)tqs — e—j, /OO e(ZI=tqt
25 Jo 27 Jo
- 1 {ews)t} e e 1 {e(fjfs)t} >
2j j—s 0 2jj+s 0
e’ e’
a 2j(G—s) 2 +s)
_ Lt +e—s)
Y] s2+1
_ 1 (cos(1) —jsin(1))(j + ) + (cos(1) +jsin(1))(j — s)
T2 s2+1
B 1 2jcos(1) — 2jssin(1)
T2 s2+1
_ cos(1) — ssin(1)
B s?2+1 '

Aufgabe 10. Berechnen Sie die inverse Laplace Transformierte von

3+s

F(s) = m.

Losung von Aufgabe 10. Zunéchst wird der Term

3+ s
52 -1

zuriicktransformiert. Faktorisierung des Nenners und Partialbruchzerle-

gung.
3+s - a , @
(s—1)(s+1)  s—1 s+1
3+s = c(s+1)+ca(s—1).

Spezialfall s = —1

2 = 7202

Cy = —1.
Spezialfall s = 1

4 = 261
c1 = 2.

11



Damit gilt
3+s 2 1

52 -1 o s—1 s+1

oo o(t) (2" —e7).

Mit dem Verschiebungssatz gilt

3+s _9s 3+
e?s(s2 —1) ¢ e

o o(t—2)(2e'2 —€*7)

Aufgabe 11. Berechnen Sie eine Folge f, mit

(Orfr) * fo = fr
fo =
fo = 0 firk<O0.

Losung von Aufgabe 11. Da f;, = 0 fur & < 0 gilt oy fr = fi fur alle k. Sei
opfr, o—e F(z).
Dann gilt laut Formelsammlung

okfr+1 o—e z(F(2) — fo)
= z(F(2) - 3)

z-Transformation der Gleichung ergibt mit dem Faltungssatz

2(F(z) =3)F(z) = F(2)
2(F(2)—3) = 1
F(z)-3 = z7!
F(z) = 3+z271
—0 30+ 0r_1
= (3,1,0,0,...).

Aufgabe 12. Sei S ein Ubertragungskanal, der das Eingangssignal f um einen
Takt verzogert, d.h.

SHIk = fe-1,

bzw.

oder

S(<f01f17f27f3"‘>) = <01f07f17f2a"'>)

e Berechnen Sie die Impulsantwort von S.

12



e Ist S linear? Ist S zeitinvariant? Geben Sie eine kurze Begriindung.

o Esist technisch nicht moglich, diesen Kanal zu kompensieren da man
dazu einen Takt in die Zukunft schauen miisste. Trotzdem gibt es eine
Folge ¢ so dass

S(f)xg=f

fir alle Folgen f. Die Folge ¢ ist allerdings nicht kausal, d.h. die
Eigenschaft

gr =0 fir k<0
ist nicht erfiillt. Bestimmen Sie diese Folge gj.

Losung von Aufgabe 12. Die Impulsantwort ist

SOk = 0k
S@) = 6,
— (0,1,0,...).

S ist linear, da

S(f+9k = (f+9)k
= fr—1+gr-1
= S(fr+S(9k
= (S(f)+5(9)k
Safly = (af)e-
= afg-1
= aS(f)x
(aS(f))k

S ist zeitinvariant. Zu zeigen ist

bzw.

S(f_ip)e = [S(f)],_; fiir alle k.

Umformen ergibt

SUf i = (f_j—ie
fk—fc—l
= (f.—l)k—];‘
[S(f)]kffc

Die Folge g, mit der man den Kanal kompensieren kann, erfiillt

S(fyxg = f

13



fur alle f bzw.
S *9e = Jr:
Mit der Definition der diskreten Faltung erhélt man

STISWge—e = I

£
Mit [S(f)], = fe—1 erhélt man

Zfz—wk—e = fr
¢

Von der Summe darf also nur der Summand iibrigbleiben mit £ — 1 = k
bzw. ¢ = k + 1. Der zugehérige Faktor von g ist in diesem Summanden

Jk—¢ = Gk—k+1
= g-1-

Es miissen also alle g Null sein aufler g_1, d.h.

_ 0 fallsk# —1
e T U1 fallsk=—1
Aufgabe 13. Sei
9k = a*.

Berechnen Sie eine Folge hy so dass
(g*h)k = Ok—1.
Losung von Aufgabe 13. Aus
(g*h)k = Ok—1

erhélt man mit dem Faltungssatz der z-Transformation

Mit
z
G P
(2) P
erhalt man
z 1
H = -
zZ—a (2) z
zZ—a
HE) = 5
= 27 %(z—a)
= 27l —qaz72
Inverse z-Transformation liefert
hiy = 0p—1—adp_s.



Aufgabe 14. Berechnen Sie die inverse z-Transformierte f; der Funktion

z

PO =G

mit Partialbruchzerlegung und der Korrespondenz

e (k=1 1
a o—e — .
n—1 (z —a)”

Berechnen Sie dann fy, f1, fo und f3.

Losung von Aufgabe 14. Partialbruchzerlegung.

z C1 Co C3

Go2F ~ 2t G227 zo2p
z = c(z—2)*+ca(z—2) +es.

Fir z = 2 erhalt man

2= C3.
Einsetzen ergibt
z2—2 = ci1(z—2)2+ (2 —-2)
1 = alz—2)+co.
Fiir z = 2 erhélt man
1 = (2.
Einsetzen ergibt
0 = (-2
und
C1 = 0
Damit ist
1 2

F(z) = (z —2)2 + (z —2)3

— 2 () ()
=) ()
(()+(5)

Fiir spezielle Werte von k erhélt man

fo = 0
fi = 0
fo = 2°(1+0) =1
fs = 2(2+1) = 6.

15



Aufgabe 15. Sein €N, ay,...,a, € R und f eine Folge mit

n
fo = Orp+ Y aife; fiiralle k € Z.

i=1

Die Folge fj, ist durch diese Gleichung nicht eindeutig definiert. Es gibt
jedoch genau eine solche Folge fi, die eine z-Transformierte F'(z) hat.
Berechnen Sie dieses F'(z) und vereinfachen Sie das Ergebnis so, dass keine
negativen Potenzen von z darin auftreten.

L6sung von Aufgabe 15.

i=1

= z+F(z)Zaiz !

i=1
F(z)(l — Zaiz ’) = =z
i=1
z
F =
) =300 a
7 Zn+1

Aufgabe 16. Sei v € R mit u # —1,

fo = 0 fallsk <0
k= 1 falls k=1
und
fere = (1 —w)fres1 + ufe fur alle £ > 0.

e Berechnen Sie die z-Transformierte F(z) von fi. Hinweis: Fiir alle
k € Z gilt

Okfire = okl —u)fryr + opufi.

o Transformieren Sie F'(z) in den Zeitbereich zuriick um einen geschlos-
senen Term fir f; zu erhalten.

o Fiir welche Werte von u hat die Folge fi einen endlichen Grenzwert?
Berechnen Sie diesen.

Losung von Aufgabe 16. Sei

onfr = F(z).

16



Dann ist

0
Okfrtr = Z<F(Z)kazk> = 2F(z)

Opfroye = 2° (F(Z) -

k=
Damit hat man im Bildbereich
P2F(2)—z2 = (1—u)zF(2)+uF(z)
2F(2) — (1 —u)zF(2) —uF(z) = =z
F(2)(Z2+u—-1)z—u) = z
F(z) = -

224+ u—-1)z—u
Faktorisierung des Nenners.

1—uxt+/(u—1)2+4u

z12 =

2
l1—u+vu?+2u+1
2
1—ut+/(u+1)?
2

1—u=|u+1|
2

1—ut (u+1)
2

Damit ist

zr = 1

Zo =  —U.

Da u # —1 hat man zwei einfache, reelle Nullstellen.

Partialbruchzerlegung:

z C1 C2
F = =
(2) (z—=1D(z+u) z—1+z+u
z = calz+u)+e(z—1).
Spezialfall z = 1 ergibt
1 = (14w
_ 1
a4 T +u
Spezialfall z = —u ergibt
—u = ca(—u—1)
o u
7 14w



Damit ist
1 1 U 1

F = .
(2) 1+uz—1+1+uz+u

Riicktransformation ergibt

1 U
B 1k‘—1 k—1
T b 1(1+u 1+u( u)

1— ()
m——r
B 0 fir £ <0
- 1-|1-u (1—(—uw)’) firk>0
Diese Folge ist konvergent falls | — u| < 1 bzw. |u] < 1. In diesem Fall ist

1
I = :
el 1+u

Aufgabe 17. Sei

0 fallsk<O0
f = a fallsk=0
b fallsk=1

und
1 3 .
fr42 = 1fk+1+1fk fir k> 0.

o Berechnen Sie die z-Transformierte F'(z) von fi. Hinweis: Fiir alle
k€ Z gilt

1 3
Ok frye = Ukifk+1 + Uszk-

o Transformieren Sie F'(z) in den Zeitbereich zuriick um einen geschlos-
senen Term fir fi zu erhalten.

e Berechnen Sie den Grenzwert von fj fiir k& — oo.

Losung von Aufgabe 17. Sei

kak = F(Z)
Dann ist
Opfrr1 = Z<F(z) - kazk> = zF(z) - za
k=0
1

Okfrre = 22<F(Z)—



Damit hat man im Bildbereich

22F(2) — 2%a — 2

1 3

2 —_— = —_—
2°F(z) 42F(z) 4F(z

F(z)(42* =23

1 3
b = Z(ZF(Z) —za) + ZF(Z)
) = 2la+z2b— 1za

4
4az® + (4b—a)z
4az® + (4b — a)z

)

r -
(2) 422 — 2 -3
Polynomdivision ergibt
4bz + 3a
F = e
(2) 422 — 2 -3
Nullstellen des Nenners.
1+ V1448 1+7
21,2 e —
8 8
zr = 1
., — 3
2 = 1
Partialbruchzerlegung.
bz +3a 4bz + 3a
422 — 2 -3 4(z—1)(z+3/4)
B bz + 3a/4
(2= 1)(z+3/1)
o C1 Co
 z—1 243/
bz+3a/s = c1(z43/4)+ca(z—1).

Spezialfall z = 1 ergibt

b+ 3a/4 c1(1 + 3/4)
4b+3a = T
o 4b + 3a
1 = o
Spezialfall z = —3/4 ergibt
_3b/4+3a/4 — CQ(—3/4— 1)
=3b+3a = co(-T7)
o — 3b— 3a
2 7
Damit ist
4 1 — 1
Flz) = b+ 3a 3b—3a .
7T z-—1 7T z+3/

Mit der Korrespondenz

1
zZ—a




erhalt man

fr = ad(k)+ U}cl(

4b+3a1k

3b— 3a

7

0
a

7

(-3

fir k<0
fir k=0

%(4b+ 30+ 3(b — a)(—3/4)’“‘1) fiir k > 0.

folgt

lim (—3/2)F1 = 0
k—o0

. _ 4b+3a
Anhe = Ty

Aufgabe 18. Berechnen Sie die inverse z-Transformierte von

14272
F = —.
() = T
Losung von Aufgabe 18.
l+272 1,1
Z4+25 Z4+25 26+Z7
1 1
_ 4 -6
- c z—|—1+z z+1
Aus der Formelsammlung entnimmt man
z &—O o’kak
z—a
— e o~}
z+1 b
1
—oO (=1 k—1
z+1 or-1(=1)
1
-4_ 1 e 5 (1R = g o (—1)E
P or—5(—1) or—5(—1)
1
-6 T = _1])k.
z 1 —oO 01%7( ) 0k77( )
Damit ist
F(z) = —(op_5+or_7)(—1)F.

Alternativ héitte man die Aufgabe auch so 16sen konnen:

14272 2241
A4 25 T 647
_ 22 4+1

251+ 2)

_ 622 +1

= .

z+1

20



Polynomdivision.

2241
= -1
z+1 i + z+1
Damit ist
2
1
2_672’ + = 5 64 6
z+1 z+1
= 2z 5264 227772
z4+1
Mit
z
e—O —1 k
z4+1 Uk( )
folgt
fe = Or-5— 0k + 204 7(—1)"7
= (5],”.,5 — 5]676 — 20’]677(—1)]C
0 fallsk<b
_ 1 fallsk=5
- —1 fallsk=6

—2(-1)F  falls k > 6
Aufgabe 19. Mit dem Faltungssatz der Laplace Transformation erhilt man

(cxo*x---x0)(t) o—e —.

Sn
n Mal
Aus der Formelsammlung entnimmt man
- 1!
J(t)tn_l o—e (n ) .
Sn
Daraus folgt
_ 1 n—1
(cxox*---x0)(t) = (n_l)!o(t)t .

n Mal

Beweisen Sie dies nun durch Induktion im Zeitbereich (d.h. ohne Laplace
Transformation).

Losung von Aufgabe 19.

e Induktionsanfang: Fir n = 1 gilt

1

aa(t)to.

o(t) =

¢ Induktionsannahme: Fir ein festes n gelte

(cxo*---x0)(t) = .U(t)t”_l.
n Mal
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o Induktionsschritt. Zu zeigen:

(cxo*x---x0)(t) = —a(t)t".
—————
n + 1 Mal

Da die Faltung mit o eine Integration bewirkt, erhédlt man mit der

Induktionsannahme
(cxo*x---x0)(t) = (o*xo*---xcx0)(t)
— —
n + 1 Mal n Mal
1 n—1
1 t
= o1 / o(r)r"tdr
1 o L
_ n—
= o 1)‘0(75)/0 T Ndr
1 1.
1 n
Aufgabe 20. Das de Morgansche Gesetz
~(FAG) = —-FV-G

lasst sich auf n > 2 Variablen verallgemeinern:
S(FIANFsAN...ANF,) = -FiV-FV...V-F,.
Beweisen Sie dies durch Induktion.
Losung von Aufgabe 20.
¢ Induktionsanfang. Fiir n = 2 gilt das de Morgansche Gesetz
“(FLANFy) = -FV-F,.
¢ Induktionsannahme. Fiir ein festes n > 2 gelte
“(FAANFoN...ANF,) = -FiV-FV...V-aF,.

o Induktionsschritt. Zu zeigen: Fiir dieses n gilt

ﬂ(Fl /\FQ/\~--/\Fn+1) = -FiV-aFV...VaF, .
Mit der Induktionsannahme und dem Assoziativgesetz von A und V
gilt
A(FIAF AN ANFpp1) = ~(FLAFa A ANF) A Fppr))

“(FyANFs AN ANFR)V —Fpi
(mFLVFy V.V aF,) V oF,
= FiV-aF V... VaF, .
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Aufgabe 21. Beweisen Sie, dass fiir alle n € N gilt
k+n
(cxox--x0) = .
%,—/ n
n+1mal

Fiithren Sie den Beweis einmal mit z-Transformation unter Verwendung
des Faltungssatzes, des Verschiebungssatzes und der Korrespondenz

e (k=1 1
a o—e —
n—1 (z—a)”

und einmal mit Induktion. Sie diirfen hierbei die Formel

Z’“:wrn _ (k+n+1
= n B n+1

verwenden.

Losung von Aufgabe 21. Beweis mit z-Transformation.

n+1
(0% -x0), O—e ( i )

n—+1mal

ot
(z —1)ntt

— ()
n An+1
_ ok <k+n>
n
_ k+n
- ()

¢ Induktionsanfang. Fir n = 1 gilt

_ Zn+1

Beweis mit Induktion.

k
(c*x0), = g opok—¢ = 1+1+...+41 = op(k+1)
—_—
f=—00 k+1Summanden

- (1)

¢ Induktionsannahme. Fiir ein festes n € N gelte

k
(oxox--x0), = (+n>
—_————— n
n+1mal

e Induktionsschritt. Zu zeigen: Fiir dieses n gilt

(cxox--x0), = <k+n+1)'
%/—’Jrz 1 n+1
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Unter Verwendung der Induktionsannahme gilt

(Cxo*---%x0)p = i(a’*o’*...*o—)e
n+2mal f=—00 n+1mal
B Ek: <€+n>
Lo
B Zk: <E+n)
=N "

B k+n+1
N n+1 )
Aufgabe 22. Gegeben sei folgendes System, das eine Inputfolge fj in eine Out-
putfolge hy transformiert.

Ik Tk Yk
| O] | O+
=O=1"] T wO=1" T

Berechnen Sie Koeffizienten ay, by so dass dieses System dquivalent zu
folgendem System ist:

fk‘ bo hk

Hinweis:

e Stellen Sie unter Verwendung der Hilfsgrofien xy, yx, ur Differenzen-
gleichungen auf.

o Transformieren Sie die Gleichungen unter Verwendung des Verschie-
bungssatzes in den Bildbereich.

« Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion, indem Sie im Bildbereich
X(2),Y(2),U(2) eliminieren. Es handelt sich um lineare Gleichungen
mit den Unbekannten F(z), H(z), X(2),Y (2),U(z) wobei die Koef-
fizienten rationale Funktionen in z~! sind. Gehen Sie systematisch
vor, sonst wird die Rechnung schnell uniibersichtlich.
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« Wenn Sie die Ubertragungsfunktion als rationale Funktion in z~

1

darstellen, kénnen Sie die Koeffizienten a; und by direkt ablesen.

o Verifizieren Sie Ihr Ergebnis, indem Sie aus den Filterkoeffizienten
des dquivalenten Systems eine Differenzengleichung im Zeitbereich
aufstellen und damit von beiden Systemen die ersten paar Glieder

der Impulsantwort berechnen.

Losung von Aufgabe 22. Differenzengleichungen im Zeitbereich.

T

Yk
U
hi

Sei

Tk

Yk
Uk
by

I ]
X
O

s
RO

Jr + ug

Th—1+ Yk
Y—2 + Tk
Jr+ur_1

T
=
&

Mit dem Verschiegbungssatz gilt

Tk—1
Yk—1
Yk—2

Uk—1

o—e 21X
o—e vV
o—e 272V
o—e U

-1

-1

(z

(2)
(2)
(2)

zZ).

Der Ubersichtlichkeit halber wird das Argument (z) weggelassen. Weiter-

hin sei w = z~!. Damit erhalt

SIS

bzw.

F+U

man im Bildbereich die Gleichungen

wX +wY
w?Y +wX

F+wU

X-U
Y(1-w)—wX
U—w’Y —wX

H—wU =

25



Dies fithrt zu dem LGS

X Y U H
1 0 -1 0 F
—w 1—w 0 0 0
—w  —w? 1 0 0
0 0 —w 1 F
1 0 -1 0 F
1—w —w 0 wF
—w? 1—w 0 wkF
—w 1 F
1 0 -1 0 F
1 Pl 0 =
—w? 1—w 0 wkF
—w 1 F
1 0 -1 0 F
1 P 0 ==
1—w+ % 0 wF + fﬁi}F
—w 1 F
1 0 -1 0 F
1 S 0 T F
o | ey
—w 1 F
1 0 -1 0 F
1 P 0 = F
! 0| EEEEST
—w 1 F
1 0 -1 0 F
1 Py 0 ==
A
1| F+ f-wsep

Aus der letzten Gleichung folgt

g - 172w+w2—w3+w27w3+w4F
1— 2w+ w? —w?

1 — 2w + 2w? — 2w3 + w?
= F
1—2w+w? —ws
1—22"142272_9;3 4,74
= F.
1—22z71 427223
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Damit ist

bp = 1
by = -2
by = 2
by = =2
by = 1
a = 2
ay = -1
az = 1.

Die Differenzengleichung im Zeitbereich ist

hie = fo—2fk—1+2fk—2 — 2fk—3 + fi—ua
4+ 2hp_1—hg_o+ hp_3.

Impulsantwort des gegebenen Systems.

fr up = T = Y = hy =
Y2+ Th—1 | fotur | Too1 +Yn—1 | fo + ur—1

S OO OO =
N RN == O
N AN
O© T W N~ O
BN == O =

Impulsantwort des dquivalenten Systems.

Jo | =T —2f1 +2fn—2 —2fu—s3 + fo—a +2hp—1 — hy—o + hy—3

SO OO O -
BN = O
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Aufgabe 23. FEin digitaler FIR Filter bildet eine Eingangsfolge fi auf eine
Ausgangsfolge

he = fo—fo—1+ foo—fro3+...— foen = (=) fr—se
=0

ab, wobei n > 0 eine ungerade Konstante ist.

Berechnen Sie die Impulsantwort g; und die Ubertragungsfunktion G(z)
des Filters.

Formen Sie die Ubertragungsfunktion so um, dass Sie daraus einen rekur-
siven Filter entwickeln konnen, der sich gleich verhilt wie der o.g. FIR
Filter, aber nur 2 Additionen pro Takt braucht. Zeichnen Sie das Block-
schaltbild dieses rekursiven Filters.

Losung von Aufgabe 23. Fir fi = §; erhilt man die Impulsantwort
g = Ox —O0k—1+0k—2—0p—3+ ... —0k—n
mit Ubertragungsfunktion
Glz) = 1—ztl422-234. . -z

Umformen ergibt

2G(z) = z 'z i4r ot
G)(1+2zY = 1—-zm7!
1 — z~(nt1)
N

Hieraus ergeben sich die Gewichte by im Vorwartszweig und aj im Riick-
wértszweig durch

bo = 1, bn+1 = —1, a1 = —1.

Damit sieht der Filter wie folgt aus:

Ix S5, hi
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Aufgabe 24. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(z) und einen Term
fir die Impulsantwort g des folgenden Filters. Vereinfachen Sie das Er-
gebnis soweit wie moglich.

Tk ® @ hy

-1 2

Die Késten bedeuten hierbei Verzogerungsglieder, die Zahlen an den Ver-
bindungen stehen fiir Multiplikationen.

Losung von Aufgabe 24. Der Filter besteht aus einer Hintereinanderschal-
tung von zwei einfacheren Filtern der Art

fk @ hy

fiir a = —1 bzw. a = 2. Die Filtergleichung ist hier

he = fi+ahg_1
hi —ahr—1 = fi
H(z)(1 —az™) = F(z)
1
H(z) = ;——=F(z) = - - ~F(2).

Dieser Filter hat die Ubertragungsfunktion

z

Gu(z) =

z—a’
Das Gesamtsystem hat daher die Ubertragungsfunktion

G(z) = G_1(2)Gal(2)

B z z

oz +1z2-2

(24 1D)(z-2)

o222
Polynomdivision ergibt

z4+2
Gz) = 1+ .
(2) (z+1)(2-2)



Partialbruchzerlegung.

z4+2 _ c1 n Co
(z4+1)(z—2)  z+1 2z-2
z4+2 = c(z—2)+c(z+1).

Spezialfall z = —1 ergibt

1 = —361
cT = —1/3.
Spezialfall z = 2 ergibt
4 = 302
Cy = 4/3.
Damit ist
1 1 4 1
G = 1-= -
(2) 3-+1 32-2
1 4
0  — gUk_l(—l)k_l + gak—IQk_l

1 .

— %ak((—l)k + 2k,

Aufgabe 25. Berechnen Sie alle Eigenwerte der Matrix

1 2 1
A= 1 1 0
3 01
L6sung von Aufgabe 25.
1—A 2 1
det(A—AE) = det 1 1-x 0
3 0 1—A
= (1-2%-2(1-XN)—-3(1-)
= (1-M(1-2?-5)
= (1-M(\?—-2)x—-4)
Damit ist ein Eigenwert
A= L
Die anderen beiden erhélt man mit der Mitternachtsformel:
2++v4+16
Mo = Ty
242V
B 2
= 1+V5.
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Damit ist

N = 1+V5
A3 = 1-—+/5.

Aufgabe 26. Eigenwerte und Eigenvektoren gibt es nicht nur bei Matrizen
sondern auch bei LTI Systemen. Eine Funktion f heifit Eigenfunktion
eines LTI Systems S mit Eigenwert A wenn

S(f) = Af bzw.
[S(H) @) = Mf(t) fir alle t.

Zeigen Sie, dass die komplexe Schwingung
f = =

mit Kreisfrequenz @ Eigenfunktion von S ist mit Eigenwert
A= G@)

wobei G(w) die Ubertragungsfunktion des Systems ist.

Hinweis: Da S LTT ist, gilt S(f) = f *x g wobei g die Impulantwort des
Systems ist. Die Ubertragungsfunktion G(w) des Systems ist die Fourier
Transformierte von g(t):

Berechnen Sie

und formen Sie so lange um, bis Sie bei G(w)f(t) herauskommen. Der
Rechenweg ist sehr kurz.

Losung von Aufgabe 26. Sei S ein LTI System mit Impulsantwort g(t). Fiir
die Funktion f(t) = €/ erhilt man

SN =




Dies gilt fur alle ¢, folglich ist
S(f) = G@)f

und somit ist f Eigenfunktion von S mit Eigenwert G(@).
Aufgabe 27. Sei
1 0 1
A = 0 0 1
1 0 1

¢ Berechnen Sie die Eigenwerte von A und zu jedem Eigenwert eine
Basis des zugehorigen Eigenraums.

e Nennen Sie von jedem Eigenwert seine geometrische und seine alge-
braische Vielfachheit.

Losung von Aufgabe 27.

1-Xx 0 1
A—-)\E = 0 -A 1
1 0 1-2AX

Entwicklung der Determinante nach der zweiten Spalte.

det(A—AE) = —M(1-X)?-1)
= =22+ 2%
A2 - )).

Damit hat man zwei Eigenwerte:

Ao o= 0 Algebraische Vielfachheit 2
Ao = 2 Algebraische Vielfachheit 1.

Eigenraum zu A; = 0.

1 0 1 x 0
0 0 1 Y = 0
1 0 1 z 0
z =0
z+z = 0
z = 0
Eigenvektoren
0
171 = Yy
0
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Basis

Eigenraum zu Ay = 2.

-1 0 1 T 0

0 -2 1 y 0
X
0

Eigenvektoren
Basis

Damit haben beide Eigenwerte geometrische Vielfachheit 1.

A= (5 1)

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von A. Berechnen Sie dann
eine Basis fiir den Vektorraum der reellen Losungsfunktionen des DGL
Systems

Aufgabe 28. Sei

Losung von Aufgabe 28. Eigenwerte.

1-XA =2
AZAE = ( 2 1>\>
det(A—XE) = (1-X\)?+4
= AN -2\+5

2+v4-20

2
2++v—-16
2

= 1=£2j.

Ao =

)



Eigenvektoren zum Eigenwert A = 1 + 2j.

A—)NE =
-25 =2 x B
2 =25 Y
—2jx -2y =
Y
Damit gilt
A= 1425

(
(

0

—2j
2

)

-2

_2.]

)

By = {a L) 1ncc)
) acc)

Eine komplexe Basislosung des DGL Systems ist

#t) = ( jj )e(1+2j)t

_ et( _1j )(cos(zt)+ jsin(2t))

Xo = 1-2j

E1_2j = {CL < ]

_ o < cos(2t) + j sin(2t)
sin(2t) — j cos(2t)

Damit sind relle Basislosungen

Zi(t) = re(Z

zi(t) =

1

—
-

SN—
N—

Il

®
—~

N

xl(t) =+ 3%2@)
x1(t) — xa(t)

)



mit

Laplace Transformation

sX(s)—#0) = AX(s)
(sE—A)X(s) = Z(0)
X(s) = (sE—A)"'%0)
Matrix Inversion.
1 s—1 -3 -t
(sB-A)7 = ( -1 s+1 )

T G-D(s+1-3 ( s—1 )
B 1 s+ 1 3
o s2—4 1 s—1
Losung im Bildbereich und Riicktransformation.
1 §—2
— -1z —
(sE— A)~"Z(0) e ( oo )
1 1
B 1 1
o s+2\ —1
— ()

Aufgabe 30. Gegeben sei das DGL System

1 00
7'(t) = AZ(t) mit A= 11 0
1 01

o Versuchen Sie, die allgemeine Losung mit der Eigenwertmethode zu
berechnen. Sie erhalten hierbei nur zwei Basislosungen, d.h. nicht alle
Losungen des DGL Systems.

e Zeigen Sie, dass z.B. auch

eine Losungsfunktion ist.

e Berechnen Sie dann alle Losungen mit der Laplace Transformation.

Losung von Aufgabe 30.
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o Eigenwert Methode. Ansatz:

Zt) = veM
) = e
Einsetzen:
AN = AveM
M = AU
(A= \E)T 0.
Berechnung der Eigenwerte von A.
1—A 0 0
A—-)NE = 1 1-A 0
1 0 1-A
det(A—\E) = (1-2))>%

Damit hat A nur einen Eigenwert A = 1 mit Vielfachheit 3.

Berechnung der Eigenvektoren von A zum Eigenwert A = 1.

A—-)\E =
Aus dem LGS

0 0 O

1 0 0

1 0 0
folgt

x =0,

8

N

0 00
100
100

Y, z beliebig.

FEine Basis des Losungsraums besteht somit aus den beiden Vektoren

0
1
0

b

0
0
1

Damit erhélt man die Losung des DGL Systems

0
f(t) = 1
0

0
0 et
1

etJch

Da nur zwei Basislésungen gefunden wurden, miissen weitere Losungs-

funktionen existieren.

e Sei
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Dann ist

0 1
7'(t) = 1 e+ t |é
1 t
1
= 1+t |é
1+t
und
1 00 1
AZ(t) = 110 t e

1 0 1 t

I
e N
— =
e L
-~
~
Qﬁ

&
;3
—
~
=

Losung mit Laplace Transformation.

() = AZ()
s)?(s)—:f’(()) = AX(s)

(sE— A)X(s) = #0).

Um die Inversion der 3 x 3 Matrix sE — A zu vermeiden, kann man
X (s) auch durch Losen eines LGS berechnen. Mit

s—1 0 0
sE—A = -1 s-—-1 0
-1 0 s—1

erhdlt man die Gleichungen

(s=1)Xi(s) = 1(0)
—Xi1(8)+ (s —=1)Xa(s) = x2(0)
—Xi(s)+ (s—1)X3(s) = z3(0).
Die Losung ist
Xl(s) = Silxl(o)
Xals) = —(a0) + Xa(s))
= Lm0+ 5 _11)21:1(0)
Xals) = —(as(0) + Xi()
= i1$3(0)+ (Sjl)2$1(0).



Mit

1 o—e ¢t
s—1 €
! o—e tet
(s —1)2 ‘
erhélt man
z1(t) = x1(0)e!
za(t) = x2(0)e’ + x1(0)te!
,133(t) = $3(O)6t + $1(O)t6t.

In vektorieller Notation ist dies

#t) = e | 220) | +te' | 21(0)
56‘3(0) 371(0)

Aufgabe 31. Gegeben sei das DGL System
0
3
0

mit den Anfangswerten x1(0) = 2, 22(0) = 1, 23(0) = 0.

¢ Bestimmen Sie die Losung des DGL Systems mit der Eigenwertme-
thode.

¢ Bestimmen Sie die Losung des DGL Systems mit Laplace Transfor-
mation.

L6sung von Aufgabe 31.

Losung mit der Eigenwertmethode. FEigenwertproblem:

5 0 1
0 3 0 |7 = A
1 05
Charakteristisches Polynom
5—A 0 1
det 0 3—A 0
1 0 5—A

5)\)det< 30)\ 5EA>+det( 38)\ (1)>
5—ANB-NG-A)—(3-21)
3-M(G-N?-1)

3—A) (A% =10\ + 24)

(
(
(
=

0.
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Losung

Moo= 3
10 £ /100 — 96 10+2
Apg = —Y—— " = ——Z% — 541
’ 2 2
Ao =
A3 = 6.
Eigenvektoren zu A\; = 3
2 01 T 0
0 0 0 y | =10
1 0 2 z 0
Ein Eigenvektor ist z.B.
T
Eigenvektoren zu Ao = 4
1 0 1 x 0
0 -1 0 y | =10
1 0 1 z 0
Ein Eigenvektor ist z.B.
1
Up = 0
-1
Eigenvektoren zu A3 = 6
-1 0 1 x 0
0 -3 0 y | =10
1 0 -1 z 0
Ein Eigenvektor ist z.B.
1
vg=| 0
1
Basislosungen
0 1
fl(t) = 1 eSt, fQ(f) = 0 €4t, fg(t) =
0 -1
Allgemeine Losung
0 1 1
Zt)=c | 1 e + ey 0 |et+es| 0 e c,c0€eR.
0 -1 1



Anfangswerte

C1

O =

Losung;:

Losung mit Anfangswerten.

Z(t)

Losung des LGS

Riicktransformation von X (s).

Mit s = 4 folgt

Mit s = 6 folgt

Damit ist

1 1 2
+ c2 0 +c3 0 = 1
-1 1 0
01:17 62:1, 63:1.
1 1
et 4 0 Jet*+[ 0 |eb =
—1 1
) 2 50 1
sX(s)— [ 1 = 0 30
0 1 0 5
0 -1 . 2
s—3 0 X(s) = 1
0 s—9 0
2(s—5
(s—4)(s—6)
1
Xals) = s—3
2
X =
3(s) (s—4)(s — 6)
2(s—5) g, _©
(s —4)(s—6) s—4 s—6
2(s=5) = c1(s—6)+ca(s—4)
-2 = —261
Cc1 =
2 = 202
Cy = 1
1 1
X =
1(5) s—4 + s—6
o o el bt

40
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Riicktransformation von Xs(s)

1
X =
2(5) s—3
o« o 3t
Riicktransformation von X3(s)
2 _ c1 n Co
(s —4)(s—6) s—4 s—6
2 = c(s—6)+ca(s—4)
Mit s = 4 folgt
2 = —201
C1 = -1
Mit s = 6 folgt
2 = 202
Cy = 1
Damit ist
-1 1
X =
2(5) s—4 + 5—6

o0 ity (5t
Die Losung des DGL Systems ist
At 4 o6t

() = e3t
ety Bt

Aufgabe 32. Gegeben sei die lineare homogene DGL zweiter Ordnung mit
konstanten Koeffizenten

fr+2f) + ft) = o.

Formen Sie diese DGL so um, dass ein DGL System erster Ordnung der
Form

7 (t) = AZ(t)
entsteht. Benutzen Sie die Substitution

() = f)
no(t) = i (b).

Losung von Aufgabe 32. Mit der gegebenen Substitution wird aus der DGL

xh(t) + 2z2(t) +21(t) = 0
zo(t) = 2(t).
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Auflosen nach o (t) und z4(t).

zi(t) = wa(t)
7161(t) — 21’2@)

Matrix Darstellung

() = ( v )f@)

Aufgabe 33. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL zweiter Ordnung
f1@) = 4f' () +4f(t) = 0.

Die DGL zweiter Ordnung kann in ein DGL System erster Ordung umge-
formt werden mit der Substitution

() = f)

zo(t) = f(b).
Damit ist

f@) = ()

() = x(t)

1) = 25(t)
und man erhélt das DGL System
zi(t) = wa(t)
xh(t) = —dx1(t) + da(t)

bzw.

F) = (_2 i)f(t).

Versuchen Sie, die allgemeine Losung dieses DGL System mit der Eigen-
vektormethode zu bestimmen. Vergleichen Sie die Losung des DGL Sy-
stems mit der Losung der DGL zweiter Ordnung.

Losung von Aufgabe 33. Losung der DGL zweiter Ordnung. Ansatz
F(t)=et

Einsetzen
A2eM — AdeM + 4eM = 0.

Charakteristisches Polynom.
N —4X+4=0.

Doppelte Nullstelle.
A1 =2

)
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Basislosungen.

h) = &
f2(t) = te*.

Allgemeine Losung.
f(t) = cre® + cote?.

Losung des DGL Systems mit der Eigenvektormethode. Ansatz

Einsetzen.

Eigenwertproblem.

Charakteristisches Polynom

det(A — \E) = det( —A 1)

Doppelte Nullstelle
Eigenvektoren zu A = 2.

(Z2)()-(0)

Loésung y = 2z. Ein Eigenvektor ist somit

f_<é>62t.

Die zweite Basislosung kann mit der Eigenvektormethode nicht ermittelt
werden. Riicksubstition wiirde hier nur eine Basislosung ergeben:

f(t) = 21(t) =€

Basislosung
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