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Ubungen zu Mathematik 3
mit Musterlosungen
Blatt 2

Aufgabe 1. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL
y" — 4y + 4y = 0.

Losung von Aufgabe 1. Es handelt sich um eine lineare homogene DGL mit
konstanten Koeffizienten. Mit dem Loésungsansatz

y=e
erhélt man durch Einsetzen
A2 — 4XeM 4 4eM = 0.
Nach Kiirzen mit e** erhilt man das charakteristische Polynom
A =4 +4=0.
Die Nullstellen sind

4++16—16
Al = -5 = 2,

d.h. es handelt sich um eine doppelte reelle Nullstelle. Damit ist die allge-
meine Losung
y = C1e%* + Coze?®.

Aufgabe 2. Sei yp eine partikuldre Losung der DGL
Zaiy(i) () = r(x),
i=0

wobei alle Koeffizienten a; reell sind und r(z) eine Funktion von R nach
C. Zeigen Sie, dass dann yp(z) eine Losung der DGL

Say@) = @)
=0

ist.
Losung von Aufgabe 2. Sei

yP(x) = yre(x)—’—jyim(x)‘



Dann ist

v @) = (Gee(@) + jyim(2)@
= yﬁé) (z) + jyl(fr? (z) Summenregel der Ableitung
= (@)~ jyin (@)
= (hre(2) — jYim(z))?  Summenregel der Ableitung

(4)
= yp(z) .

Einsetzen von yp(z) in die DGL ergibt
n - n -
Doayp(@) = Y awp ()

=0 i=0

= Z aiyg)(m) da aZ = @z wenn a reell
=0

n
= Yae) em+m=mn+z
=0

= r(x).

Aufgabe 3. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL

cos?(x) )

y' + 2sin(z) cos(z)y = e

Losung von Aufgabe 3. Es handelt sich um eine lineare, inhomogene DGL
erster Ordnung. Allgemeine Losung der homogenen DGL

y' + 2sin(z) cos(z)y = 0
durch Trennung der Variablen:

dy

T = —2sin(x) cos(z)y

1
—dy = —2sin(x)cos(x)dz.
Y

Stammfunktion auf beiden Seiten:
In(ly)) = cos®(z)+C.

Auflésen nach y:

|y| ec052(x)+C

= Ke'®@ K eRT
yg = Ke'® K cR.

Durch Variation der Konstanten erhalt man den Ansatz

y = k($)60032(w)
y = K (2)e @ — k(2)e ®)2 cos(z) sin(z)



Einsetzen in die DGL:
k’(x)e°052(””) - k(x)ecosz(z)Q cos(z) sin(z) +

2sin(x) cos(m)k;(x)ecosz(x) —  eoos’(@)
k’(z)ecos?(x) — ooost(@)

Kz) = 1
k(z) = z+C.

Einsetzen in den Ansatz:
y(@) = (z+ C)e ().
Aufgabe 4. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL
y +xycos(z®) = xcos(z?).

Losung von Aufgabe 4. Umformen ergibt

y = wcos@)(1—y)
Es handelt sich um eine separierbare DGL erster Ordnung. Trennung der
Variablen.
1
Tdy = xcos(z?)dx
)
L 4 (z%)d
o = —xcos(z”)dx
y—17
Stammfunktion auf beiden Seiten.
1
Inly—1 = —3 sin(z?) + C
‘y_1| _ ‘K—e—sin(w2)/27 KER-‘,-
y_l — [(e—sin(zz)/Q7 KER
y = 14+ Ke™ sin(a%)/2,

Aufgabe 5. Seien f,g € R — R kausale Funktionen, d.h.
f(t)=g(t)=0 firallet <0.

e Zeigen Sie, dass f * g eine kausale Funktion ist.
o Zeigen Sie, dass (f * ¢)(0) = 0.

Losung von Aufgabe 5.
e Seien f,g € R — R kausal.

(fra)t) = [ffhma—ﬂw
— [ sttt = ryar
0

Fiir t < 0 integriert man iiber negative 7 und in diesem Bereich ist
f(7) = 0. Daher ist

(fxg)t) = 0 fiir alle ¢t < 0.



o Fiir t = 0 erstreckt sich das Integral

(fa)t) = / F(r)g(t — r)dr

nur iiber einen Punkt 7 = 0. Da f,g € R — R sind die Funktions-
werte endlich und somit ist die Flache Null, d.h.

(f*x9)(0) = 0.

Aufgabe 6. Fiir a > 0 bezeichne der Index a die Stauchung einer Funktion um
Faktor a, d.h.

fa) = fat).

Zeigen Sie, dass

1
Jaxga = a(f*g)a'
L6sung von Aufgabe 6.
(fara)® = [ fuogule-riar
— [ fangtatt— s
= / flar)g(at — at)dr.
Substitution.
u = ar, d—u:a, deldu
dr a
Damit ist
o0 o0 1
/ flam)g(at —ar)dr = f(uw)g(at — u)gdu
= E(f * g)(at)
1
= —(f*9)a(t)
Dies gilt fiir alle ¢, folglich ist
1
Jaxga = E(f*g)a'
Aufgabe 7. Sei
f(t) = 1+ cos(t)
Vor  fiir 0 <t < 2r
9(t) = { 0  sonst.

Berechnen Sie (f * g)(¢).

Hinweis: Uberlegen Sie sich zunéchst anschaulich, was der Mittelwert einer
cos-Funktion und einer konstanten Funktion iiber ein Intervall der Lénge
27 ist.



Losung von Aufgabe 7.

(f*xg9)t) = ft —7)g(r)dr

= %(27r —sin(t — 2m) + sin(t))

%(QW — sin(t) + sin(t))
1.

Aufgabe 8. In ihrer einfachsten Form lautet die Ausblendeigenschaft

/fo fsd = £(0).

Sie gilt jedoch nur wenn f(t) an der Stelle ¢ = 0 stetig ist. Das Rechnen
mit §(¢) dient dhnlich wie mit Differentialen vor allem der Vereinfachung
der Notation. Statt dr kann man auch mit einer kleinen, endlichen Zahl
Ax rechnen und “am Ende” den Grenziibergang lima,_ .o durchfithren.

Genauso kann man statt §(¢) mit einem schmalen Impuls g.(¢) rechnen
und “am Ende” einen Grenziibergang lim. o+ durchfithren. Von g (t) wird
lediglich verlangt, dass

ge(t) > 0 furallet
ge(t) = O0firtd[—e €]
/ ge(t)dt = 1.

Auflerdem soll g, (t) unendlich oft differenzierbar sein. Ansonsten darf die
“Form” von g.(t) keine Rolle spielen. Die Ausblendeigenschaft ist dann

e—0
e>0

lim / T fedt = 1),

Intuitiv lasst sich das begriinden durch

t [ fwg0d = tin [ fOg 0
~ lim [ f(0)g-(t)dt
Esgo €
— fO)lim [ g
e>0 €
= f(0)lim 1
2o
- 10



Im zweiten Schritt wurde ausgenutzt, dass f(¢) ~ f(0) falls ¢ € [—&,¢] und
¢ sehr klein.

Wo kommt also die Einschriankung her, dass f(¢) bei ¢ = 0 stetig sein
muss? Sei

2 firt<o
1 = {3 fiir £ > 0
eine Funktion, die bei t = 0 einen Sprung macht. Berechnen Sie hierfiir

e—0
>0

i [ f0)g.0

einmal mit

- e fir t € [0, €]
g:(t) = { 0 sonst
und einmal mit
_ 2 fir ¢ € [—¢,€]
g:(t) = { 0 sonst.

Losung von Aufgabe 8. Sei

2 furt<o0
1o = {3 fiir ¢ > 0
und
_ e firte|0,¢]
g:(t) = { 0  sonst.

Dann ist Dann ist

e—0 e—0
>0 e>0

i [ g = tm [ a0

= lim [ 3g.(t)dt
e>0

€
= 3lim [ g.(t)dt
e—=0
>0 0
= 3lim1
e—0
>0

= 3.

Far

Lse fir t € [—e,¢]
0 sonst.



erhalt man

e—0

iy [ g =t [ e

e>0 e>0 €
0 €
= lim [ f(t)g-(t)dt+ [ [f(t)g=(t)dt
>0 —€

e—0
>0

= im2 [ @13 / Cft)g.(t)dt

1 1

= lim2-= -

hm25+33
>0

5

3"

Aufgabe 9. Sei f € R — R eine Funktion, die fiir alle ¢t # 0 stetig ist, aber an
der Stelle t = 0 einen Sprung haben kann und

{ /e fiir t € [—¢,0]

9:(t) 0  sonst.

Zeigen Sie, dass dann

i [ f00.000 = 50,

L6sung von Aufgabe 9.

iy [ rog. 0

e—0
>0

I
=
By
—
~
=
Q
™
~~
~
=
U
=

Aufgabe 10. Sei f eine beliebige Funktion und g eine T-periodische Funktion.

e Zeigen Sie, dass dann f * g ebenfalls T-periodisch ist.

e Seien z; die Fourier Koeffizienten von g, d.h.

> . 2
g(t) = Z 27kt Wk:k%'

k=—o00



Zeigen Sie, dass die Fourier Koeffizienten von f % g dann
21 F(wg)
sind, wobei F(w) die Fourier Transformierte von f ist.
Hinweis: Beginnen Sie mit
oo
(fxg)(t) = ft)x Y zpelh.
k=—o0

Hierbei ist zu beachten, dass mit f(#) und e/“** keine Zahlen sondern
Funktionen von ¢ gemeint sind. Nutzen Sie dann die Linearitét der Faltung.
Durch Umformen kommen Sie auf einen Teilterm

[ O; F(r)e~ 7 dr.

Dies ist bereits die Fourier Transformierte F'(w) von f(t) wobei w durch
wy, ersetzt ist. Dass die Integrationsvariable 7 und nicht ¢ heift, ist ja egal.

Losung von Aufgabe 10. Zu zeigen: f * g ist T-periodisch, d.h.
(frg)t+T) = (f*g)(t).

Da g eine T-periodische Funktion ist, gilt

/(X> f(r)gt+T —7)dr

/ F(F)glt - 7)dr

= (fx9)®).

(f*g)t+T)

Fourier Koeffizienten von f x g.

(f*9)t) = flt)x D anelrt

k=—oc0
= Z 2p f(t) % eI@rt
k=—o0
= Z zk/ f(r *ej“”‘(t dr
k=—o0
- Z zkej“”“t/ f(r)e 7 T dr
k=—o0
= Z 2. F (wy, )7t
k=—o0

Dies ist eine Fourier Reihe mit Fourier Koeffizienten zj F'(wg). Alternativ
héitte man die Fourier Koeffizienten von f % g auch wie folgt berechnen



koénnen:

e e N T A e

=—00

T Ji—o
T 0o 1 )
/ / —f(m)g(t — T)e IRt drdt
t=0 =—00 T

o) T 1 )
/ / —f(r)g(t — e IRt dtdr
=—o0 Jt=0 T

/TO_OOO fr) (:1F /t_To g(t = 7)™ ’““’tdt> dr.

Substitution im inneren Integral:

u = t—rT
du
== = 1
dt
dt = du.

Damit rechnet man weiter

00 T—71

| o (} / g(u)ej’““’(“*”du) dr

/ f(T) <T/ g(u)e]kwuejkwTdu> d'T
T=—00 u=0

= / f(r)zpe kT dr

= zk/ f(T)eijk‘”dT

=—00

== sz(wk).

Aufgabe 11. Berechnen Sie die Fourier Transformierte von

) = e tcos(t) fallst >0
n etcos(t) fallst <0

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass f(t) eine gerade Funktion ist, d.h.
f(=t) = f(t). Folglich ist F'(w) reell.

Losung von Aufgabe 11.

f=t) = et cos(—t) falls —t >0
N e~tcos(—t) falls —t <0
_ etcos(t) fallst <0
- e tcos(t) fallst >0



Ye @t

|
= /0 f(t)e,jwtdt+/°° f(t)e*j“’tdt
—00 0
0 o)
/ F(—t)e™t (—dt) + / Ft)e it
o) 0
/Oo f(t)ej“’tdt+ /OO f(t)e*j“’tdt
0 0
/ f(t)e—jwtdt+/ f(t)e “tat
0 0
T e Iwtdt ) .
2re (/0 f@) t>

Nebenrechnung.

/OO f(t)e “tat
0

= / e*tl(ejt +e*jt)e*j“’tdt
0 2
_ 1 (/OO e—(1=j+iwlt gy o /Do e—(1+j+jw>tdt>
2 0 0
_ I <_1 [e—(l—jﬂ'w)tro v [e—<1+j+jw)tr°)
2 1—j+jw 0 145+ jw 0
1 1 1
T2 (1+j(w—1) * 1+J(w—|—1)>
1/1-—jw=1) 1—-jw+1)
T2 (1+(w—1)2 1+(w+1)2>

Damit ist

> —jwt _ 1 1
2re(/0 fte™ dt) = 1+(w—1)2+1+(w+1)2

Einfacher wire es gegangen, wenn man zuerst zeigt, dass

f@t) = e Mcos(t).

Dann zeigt man, dass

It 2
e o—e

Mit dem Modulationssatz
1
f(t) cos(wt) o—e §(F(w —0)+ Flw+®))
folgt dann

e leos(t) =




Aufgabe 12. Die Sprungfunktion o(t) ist definiert durch

(1) = 1 fallst>0
7 o 0 fallst<O.
Sei
—t
_ + | e fallst >0
fO) = olt)e™ = { 0 falls ¢ < 0.
und

> ft+em).

LeZ
Damit ist g(t) eine T-periodische Funktion. Fiir sehr grofie T' geht g(t) in
die (nicht-periodische) Funktion f(t) tiber.

o Berechnen Sie die Fourier Koeffizienten zj, von g(t).
o Berechnen Sie die Fourier Transformierte F'(w) von f(t).

e Sei wy, = k27/T die Frequenz, die dem Fourier Koeffizienten z; ent-
spricht. Zeigen Sie, dass dann

F(wk) = ZkT.

Hinweis: Fiir |a| < 1 gilt

> 1
Zaf T oi1-a

£=0
Losung von Aufgabe 12.

o Fourier Koeffizienten von g(t).

2 = —/ )e L

= f(t +eT)e 7ktqt
T 0 Z;

= Z t+(T)e” (T ekt
0 l=—c0

Da t im Integrationsbereich zwischen 0 und T liegt, ist

1 falls/>0
o(t+T) = { 0 falls?<0.
Damit ist
U (T her) kot
_ —(t+ —Jkw
FIES T./o ;e e Ittt

T o0
_ l ZeiéTeftefjk“’tdt
T 0
1 —LT —(1+jkw)t
= = wItdt.
s z

11



Mit o.g. Summenformel gilt fiir a = e~ 7

I
£=0 =0
- 1
T 1—e T
Damit ist
1 T4k
= = —4gkw)t gy
“k T(l—eT) /0 €
_ 1 1 [e*“ﬂ”‘fw)tr
TA—eT) —(1+ jkw) 0

1 .
T T —eT)(1+ jkw) (e T 1)
1 — o~ (T+2mjk)
T(1— e T)(1+ jkw)
1—e T
T(1—eT)(1+ jkw)
1

T(1+ jkw)

o Fourier Transformierte von f(t).

Flw) = /fo F#)e—Tet e

oo
o .
= / e tem It
0

— /OO 67(1+jw)tdt
0

_ 1 [e—(lﬂ'w)t]oo
1+ jw 0

- - _0-

14w

e Damit gilt

1+ jwg
1

1+ jkw
1

1+jwk'

Aufgabe 13. Die Einheitssprungfunktion o(t) ist definiert durch

a(t){ 1 fallst>0

0 sonst.

12



Thre Fourier Transformierte ist
1
t) o—e — o(w).
o(t) —+ ()

Berechnen Sie die Fourier Transformierte von

fit) = o(t)el.

Hinweis: Der Faktor e/t im Zeitbereich entspricht einer Verschiebung um
@ = 1 im Frequenzbereich. Berechnen Sie dann aus der Fourier Transfor-
mierten von

f) = ote”
die Fourier Transformierte von f(—t). Da
= fO)+f(=t),  t#0

kénnen Sie nun einfach die Fourier Transformierte von e’ltl bestimmen.
Nun gilt

el = cos(|t]) + jsin([t])
= cos(t) + jsin(|t])

sin([t|)) = —j (ejlt| - cos(t)) .

Die Fourier Transformierte der Cosinus Funktion findet man in der Tabel-
le:

cos(t) o—e 7(d(w+1)+0(w—1)).
Berechnen Sie damit die Fourier Transformierte von sin(|¢]).
Losung von Aufgabe 13. Aus
o(t) o—e iw + mo(w)

folgt mit der Verschiebung im Frequenzbereich um & =1

)y = ote
1
o—e WD + 7w —1).
Da
f(=t) o—e F(-w)
gilt
1
f(—t) o—e w1 +7mi(—w—1)
1
= j(w+1)+7r6(w+1)



Damit gilt

) 1 1
At o—e - — = +7mo(w—1)+7o(w+1
Jw—1 e W Daml
_ 2j
= 12 +7m0(w—1)+7md(w+1)

sin(jt]) = —j (ejlt\—cos(t))

erhélt man die Fourier Transformierte von sin(|¢|) aus der Differenz der
Fourier Transformierten von e/*l und cos(t) multipliziert mit —j:

sin(t])
o—e (=) (
2

1—w?

2j
1 —w?

—m(w—1)—7md(w+1)+70(w+ 1)+ 7d(w — 1))

Aufgabe 14. Sei S ein LTI System. Zeigen Sie, dass
S(fixfa) = S(fi) x f2 = frxS(f2).
Losung von Aufgabe 14. Da S ein LTI System ist, ist

S(f) = [fxg
fur alle f, wobei g die Impulsantwort von S ist. Damit gilt

S(fixf2) = (fi*f2)xg.

Unter Verwendung der Kommutativitdt und Assoziativitdt der Faltung
folgt hieraus

S(fixf2) = (fixf2)*xg
g* (f1x f2)
(g% f1) * f2
= (fixg)*fo
S(f1) * f2
S(fixf2) = (fixf2)xg
fi*(f2*g)
= fixS(f).

Aufgabe 15. Auf einen reibungsfrei gelagerten Wagen der Masse m wirkt ei-
ne Kraft F'(t). Diese bewirkt, dass sich der Wagen mit Geschwindigkeit
v(t) bewegt. Wir haben somit ein System mit Eingangsgrofe F'(t) und
Ausgangsgrofe v(t). Zeigen Sie, dass dieses System LTT ist und berechnen

14



Sie die Impulsantwort. Hinweis: Aus der Beschleunigung a(t) ldsst sich die
Geschwindigkeit v(t) durch Integration berechnen:

Weiterhin gilt

/_tooa(T)dT = o(b).

Sei nun die Ausgangsgrofe nicht mehr v(t) sondern die zuriickgelegte
Strecke s(t). Wie sieht nun die Impulsantwort aus?

Losung von Aufgabe 15. Nach dem Tragheitssatz gilt

F(t) = mal(t)
bzw.
a(t) = %F(t)

Damit ist die Geschwindigkeit
o(t) = / a(T)dr
1
= —F(1)dr.
)
Als System betrachtet erhédlt man somit

t

Das System ist linear:

~+

[S(F1 + F2)] (1)

|
8

> |
8

Il
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=
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=
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Das System ist zeitinvariant:

[SFDI() =

[ t
= [S(F)g] (#)-

v(t) = /7 %5(7’)(&'
= % t o(r)dr
= %a(t).

Fiir die zuriickgelegte Strecke s(t) gilt
t
s(t) = / o(T)dr

K 1
/ —F(u)dudr.
ood o™

—_———
v(T)

Fiir F(t) = (¢) erhdlt man die Impulsantwort

t T 1
/_Oo /_OO %6(u)dud7'

s(t)

Il
L T
3
—_ S‘r—l
I
3 3
=d
£
j=%
I
QU
ﬂ

= — d
N mJ(T) T
1 t

= — d
m ) o(r)dr

I
3=
Q
g
N
o\

2,
—_
=%
\]

= o),
= %U(t)t.

Aufgabe 16. Sei f die Stromstérke in Autos pro Sekunde auf der A8 in Hei-
bronn und A die Stromstérke in Ludwigsburg.
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e Warum ist der Zusammenhang nur ndherungsweise linear?
e Warum ist der Zusammenhang nur nédherungsweise zeitinvariant?

o Wie wiirde die Impulsantwort der Autobahn zwischen Heilbronn und
Ludwigsburg aussehen im Vergleich zur Impulsantwort des ldngeren
Abschnitts zwischen Heilbronn und Stuttgart?

Losung von Aufgabe 16.

e Die Autos behindern sich auf der Autobahn gegenseitig, was z.B.
bei Elektronen in einem idealen Leiter oder Schall in einem Raum
nicht der Fall ist. Bei hoher Stromstérke kommt es zu Staus und die
Verweildauer der Autos im System nimmt zu.

o Wenn z.B. auf der Autobahn zu einer bestimmten Zeit eine Baustelle
er6ffnet wird, verdndert sich das System.

¢ Die Impulsantwort zwischen Heilbronn und Stuttgart beginnt spéter,
ist breiter und flacher als zwischen Heilbronn und Ludwigsburg.

Aufgabe 17. Sei G.(t) eine Stammfunktion von g.(¢) und

a fallst <t
1o = {b falls £ > £,

e Zeigen Sie, dass
(fxg.)t) = Geo(t—1)(b—a)+aG.(c0) —bG.(—0).

Hinweis: Sie miissen das Faltungsintegral in zwei Teile zerlegen, wobei
f in jedem Teil konstant a bzw. b ist.

o Sei nun g¢.(t) eine beliebig oft differenzierbare Funktion mit

g-(t) > 0 fiirallet
g:(t) = 0 firtg][0,¢

/00 g-(t)dt = 1.

— 00

Zeigen Sie, dass dann
lim(f+g.)'(t) = o(t—D)b—a).

e—0

Sie haben damit gezeigt, dass fiir die verallgemeinerte Ableitung von
f(t) gilt

'@y = 6t=b—a)
e Zeigen Sie durch Fallunterscheidung, dass
f&) = a+ot—1)(b—a) fiir alle ¢.

Berechnen Sie dann die verallgemeinerte Ableitung von f(¢) unter
Verwendung der Produktregel und o/ (¢) = §(¢).

17



Losung von Aufgabe 17.

(fra)(t) = /fo F(r)get — 7)dr

t o)
= / age(t — T)dr + / bg:(t — 7)dt
—00 t

= a[-Ge(t—7)_ o +b[-G(t - )T
= —a(Gc(t —f) — Gc(00)) — b(Ge(—0) — Ge(t — 1))
= G:(t—1)(b—a) + aGe(c0) — bGe(—00)
(f*ge)(t) = GLt—H)(b—a)
= g:(t—1)(b—a)
lim (f g.)'(t) = 6(t—1)(b—a).

e—0

Fiir t < f ist o(t — ) = 0 und somit

at+ot—1t)(b—-a) = a
= [f().
Fiir t > £ ist o(t — ) = 1 und somit
at+ot—1t)(b—a) = a+(b—a)
= b
= [

Damit ist

F@&) = (at+at—Hb-a)
= o'(t—1)(b—a)
5(t —1)(b— a).
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