Heilbronn, den 24.3.2025 Prof. Dr. V. Stahl

Ubungen zu Mathematik 3
mit Musterlosungen
Blatt 3

SS 25

Aufgabe 1. Berechnen Sie eine partikuldre Losung der DGL

2" + 4y’ +12y = e Tcos(2z 4 1).

Losung von Aufgabe 1. Die rechte Seite ist

r(z) = e Tre (ej(zﬁ'l))

= re(ele_mermej)
= re(el+je(_1+2j)r>.
Zunéchst wird die DGL
2y + 4y +12y = e, p=—1+2j
gelost. Ansatz:
y = ce!”.
Einsetzen in die DGL und Division mit e** ergibt

cp? +4p+12) = 1
1
2u? +4p + 12
1

C =

2(—1+25)2+4(—142j) + 12
1
2(1—4j—4)—4+8j+12
1
2(-3—45)+8+8j
1
—6—-8j+8+8j

1
2
y = Lfew = Lo
2 2
Damit ist eine partikuldre Losung der DGL

0 + 4y +12y = elTier®
1

y = (M)iew = loawigcirane

2 2



Eine partikuldre Losung der gegebenen DGL ist somit

1 .. ‘
y = re<2el+Je(—1+2a)w>

1, . ..
= re<26leJe T2z

1 .

_ 561711‘8<€J(1+2I))
1

= 561_3” cos(1 4 2x)

Mit den Additionstheoremen kann man die Losung auch wie folgt darstel-
len:

y = %el’z((cos(l)cos(%v)fsin(l)SiH(%U))'

Aufgabe 2. Sei S ein bijektives LTT System, d.h. zu jeder Funktion h existiert
genau eine Funktion f mit

S(f) = h

Damit existiert das inverse System S~!, das jeder Funktion h diese Funk-
tion f zuordnet, d.h.

S~Yn) = f.

Ist S~! linear und zeitinvariant? Beweisen Sie Thre Antwort.

Hinweis: Vor nicht allzu langer Zeit wurde gezeigt, dass die Umkehrfunk-
tion einer bijektiven linearen Funktion wieder linear ist.

Losung von Aufgabe 2. Seien h, hi, hy beliebige Funktionen und u,i € R.
Zu zeigen ist
S_l(h1+h/2) = S_l(hl)—i-s_l(hg)
S~ Y(uh) = uST(h)
S7Hhy) = STHh)

Seien f, f1, f» die Funktionswerte von S~! bei f, f1, f2, d.h.

S7Hh) = f
S~'m) = h
S~ ha) = fa
Da S Inverses System von S~! ist, gilt
S(f) = h
S(fi) = M
S(fe) = ho.



Damit ist

S7Hhy+h2) = STHS(f1) +5(f2))
STHS(f1 + f2)) Linearitét von S

= h+f S~ ist Umkehrsystem von S
= S7Hh1) + 57 (h2)
S7Huh) = STHuS(f))
= S7HS(uf)) Linearitat von S
= uf S~ ist Umkehrsystem von S
= uS7(h)
S7Hhy) = STHS()
= S7YS(f) Zeitinvarianz von S
= f; S~1 ist Umkehrsystem von S
= S7Y(h);

Aufgabe 3. Berechnen Sie die Fourier Transformierte von

ft)=Vt2+16(t—1).

Hinweis: Nutzen Sie die Ausblendeigenschaft des Dirac Impulses und ver-
einfachen Sie dadurch das Fourier Integral.

L6sung von Aufgabe 3.

F(w)

/ V2 4+ 16(t — 1)e +dt
_ / V25(t — 1)edt

V2eI% /OO 5(t —1)dt
= V2e v
Aufgabe 4. Sei f(t) eine Funktion mit
flt) o—e e,
Sei g(t) = cos(t) und
wobei f;(t) = f(t —1).
o Berechnen Sie H(w) mit Hilfe des Faltungssatzes. Vereinfachen Sie

das Ergebnis, indem Sie die Eigenschaften des Dirac Impulses ver-
wenden.

o Berechnen Sie dann h(t) durch inverse Fourier Transformation. Ver-
einfachen Sie das Ergebnis so, dass kein j mehr darin auftritt.



Losung von Aufgabe 4. Mit dem Verschiebungssatz gilt
fit) o—e eTiwlem (@),
Mit dem Faltungssatz gilt
(fixg)(t) o—e efj‘*’fe*(“ﬂ)(wé(w - 1)+ 7d(w+1))
= ﬂe_j“£e_(w2)6(w —1) + me ¥l 5w + 1)
= We*jfeflé(w -1+ wejieflé(w +1)
= T 5w —1) +efs(w + 1))
e
Aus
9 o—e 2m(w — D)
folgt fiir @ = £1

2§(w — 1) e—o eIt

2m0(w+1) e—o eIt
und damit

1 [P p .
h(t) = %(e_ﬁeﬁ—i—eﬁe—]t)

1 "
= Zre(e/(70)
61“e(e )

Aufgabe 5. Sei

0 firt<O
f@®) = tet fir0<t<1
1 firt>1

Berechnen Sie die Laplace Transformierte F'(s) von f(t) und geben Sie an
fiir welche Werte von s diese existiert.



Losung von Aufgabe 5.

Il
—
~

1
_ I 1 [et(l—S)} '
1—s (1—3s)2 0
1 - 1 -
1—s° (1—3s)2 (e )
(=)l —elt 41
B TEE
1= sel=s
(-2
> 1 00
7stdt - _ - —st
/1 € S [e™],
1 s
= ——(0—-e7%) falls re(s) > 0
S
s
Damit ist
1—sel™ 7%
F —_
(5) (1—9)2 s

falls re(s) > 0.

Aufgabe 6. Berechnen Sie die folgenden Integrale sofern sie existieren.

e 0
/ cos(t)e'dt, / cos(t)e'dt.
0

— 00



L6sung von Aufgabe 6. Berechnung einer Stammfunktion.
1 , ,
/cos(t)etdt = 5/(eﬁ +e el dt

_ %/(€(1+j)t+e(1—j)t)dt

_ LML o L agn
2 \1+; 1—;

(ﬂ_jkﬂﬂﬂ+(y+ﬁgbﬁ?

e (1=4)e" + (1+j)e ")

e're((1— j)e'")

e'(cos(t) + sin(t)).

DO = DN = | = | =

Damit ist

/OOO cos(t)eldt = %Th_{réo [e (cos(t) +sin(t))]§

1
= — lim eT(cos(T) +sin(T)) — 1.
2 T—oo

Dieser Grenzwert existiert nicht.

0
1 0
tae o _ - ¢ .
/_OO cos(t)etdt = 3 Tl—lﬁloo [e"(cos(t) + sin(t))] -
S lim 1 — e’ (cos(T) +sin(T))
2T——c0
_ 1
=

Aufgabe 7. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von
) = (o(t)—o(t—1))e".
Hinweis: Zeichnen Sie zuerst o(t — 1) und o ().
Losung von Aufgabe 7. Es gilt

1 falls0<t<1
ot) —o(t—1) = {0 sonst.i

Damit ist
o0

F(s) = f(t)e stdt
1
ele™s'dt

1
et=5) gt

1 1
- {et(ks)}
1-s 0

ell=9) 1
1—s5

S— 55— 3



Aufgabe 8. Berechnen Sie die Laplace Transformierte F'(s) von

sin(wt) -

) = o

Losung von Aufgabe 8. Mit der Korrespondenz

e "f(t) o—e F(s+a)

und
folgt
i t
o(t) Smgj ) = e “o(t)sin(wt)
e
w
o—e —
(s 4+ a)? + w?

Ohne Korrespondenz fiir die Verschiebung im Bildbereich wiirde die Losung
wie folgt aussehen:

. + . .
o’(t) Slr;(:: ) _ U(t)z (e]wt o e—]wt) e—at

J
1 ) )
= U(t)?j (e“aﬂw)t - e(fafjw)t> .

1
o(t)e™ o—e falls re(s) > re(a)
s—a
folgt
(—atjw)t 1
o(t)e J o—e -
s—(—a+ jw)
_ 1
N s+ a—jw
falls
re(s) > re(—a + jw)
bzw.
re(s) > —re(a).
Weiterhin gilt
(—a—jw)t 1
o(t)e J o—e .
s —(—a— jw)
_ 1
N S+ a+jw



falls
re(s) > re(—a — jw)
bzw.
re(s) > —re(a).
Damit gilt
1

o(t) 5 <6<fa+jw>t _ e(fafjw)t)
J

1 1 1
o—e — —
2/ \s+a—jw s+a+jw
1
2j((s +a)? + w?)
2jw
25((s + a)? + w?)
w
(s +a)? + w?

(s +a+jw) = (s +a—jw))

falls re(s) > —re(a).

Aufgabe 9. Berechnen Sie die inverse Laplace Transformierte von

4

F(s) = m.

Sie diirfen die Formelsammlung im Skript verwenden.

Losung von Aufgabe 9. Umformen ergibt

4
F = e °'——F:.
Aus der Formelsammlung entnimmt man
|
n at n:
Fir n =3 und a = 1 folgt
o(t)t3e! o—e 0
(s =1t
Mit der Linearitét folgt
2.5, 4
t)=t o0—e — .
o )3 ¢ (s —1)4
Mit dem Verschiebungssatz und ¢ = 1 gilt damit
2 4
t—1D=(t—-1)3%""1 o—e e* .
U( ) 3 ( ) € e (S _ 1)4

Die gesuchte Funktion ist somit

fit)y = o(t— 1)%(15 —1)3eL,



Aufgabe 10. Berechnen Sie fiir beliebiges ¢t > 0 das bestimmte Integral

g(t) = ; o(r — 1)dr.

Losung von Aufgabe 10. Die Funktion §(7 — 1) ist ein Dirac Impuls an der
Stelle 7 = 1. Integriert man diese Funktion von 0 bis ¢, muss man eine
Fallunterscheidung machen:

e Ist t <1, d.h. der Impuls ist auBlerhalb des Intervalls, iber das inte-
griert wird, dann ist

g(t) =0.

e Ist t > 1, d.h. der Impuls ist in dem Intervall, iiber das integriert
wird, dann ist

g(t) =1.

Damit ist

) = 0 fallst<1
g\ = 1 fallst>1

= o(t-1).

Einfacher wére es gegangen, wenn man ausnutzt, dass o(7) eine Stamm-
funktion von §(7) ist. Damit gilt

/O S — 1)dr

Il
q
—~

3
|
—
=
[=)

Aufgabe 11. Berechnen Sie eine Funktion f(¢) mit

s+1

) $2+s—2

Hinweis: Partialbruchzerlegung. Bei der Riicktransformation der Partial-
briiche hilft die Korrespondenz

1
o o(t)e™.

s—a

Losung von Aufgabe 11. Faktorisierung des Nenners.

s2+s5—-2 = 0
—1++1+8
S12 = ———(0
2
. —1&£3
B 2
S1 =1
S9 = —2
24+s5—2 = (s—1)(s+2).



Partialbruchzerlegung.

s+1 _ c1 n Co
(s—1)(s+2)  s—1 s+2
s+1 = ca(s+2)+ea(s—1)
Spezialfall s = 1.
2 = 301
2
¢ = =
' 3
Spezialfall s = —2.
-1 = 7362
_ 1
Cy = 3
Damit ist
s+1 _ 21 11
s2+5—2 3s—1 3s+2
Mit
o(t)e™ o—e !
s—a
folgt fiir a = 1 bzw. a = —2
! o o(t)e
s—1 ’
1 —2t
t .
s+2 e—° ot
Mit der Linearitét folgt damit
s+1 2 ¢ ot
m gO’(t)e -+ *J(t)e
Aufgabe 12. Sei
o(t)f(t) o—e F(s).
Berechnen Sie die Laplace Transformierte von o(t)f”(t), (o(t)f'(t))" und
"
(@) f ()"
Losung von Aufgabe 12.
o(t)f'(t) o—e sF(s)—f(07)
a(t)f"(t) o—e s*F(s)—sf(07)~ f'(07)
(o()f'(t)" o—e s*F(s)—sf(07)
(o) f(t))" o—e s”F(s)



Aufgabe 13. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von

Losung von Aufgabe 13.

s
t t) o—e ———
o (t) cos(t) 1
o(t—2)cos(t —2) o—e 6_25%.
s

Die schnellste Moglichkeit um o(t) cos(t — 2) zu transformieren ist die
Verwendung der Additionstheoreme.

o(t)cos(t—2) = o(t)(cos(t)cos(2) + sin(t) sin(2))
o(t) cos(2) cos(t) + o(t) sin(2) sin(t)

o—e cos(2) + sin(2)

s
241 s24+1
scos(2) 4 sin(2)

s2+1 '

Ein anderer Rechenweg fiihrt iiber komplexe e-Funktionen.
1
o(t)cos(t—2) = = ( £)(e7(t72) 4 ¢=i(t=2)

o(t)(emYelt 4 eHe )

(5+3%)
e

“H(s+j) +e¥(s— )

241

s(e72 +e¥) + j(e™2 — )

s24+1

1 s 2re(e=%) + j 2jim(e=27)

2 s2+1

12scos(—2) — 2sin(—2)

2 241

scos(2) + sin(2)

241 '

1
2
1
2
1
2
1
2

Aufgabe 14. Der Dampfungssatz der Laplace Trasformation besagt, dass

e"f(t) o—e F(s+a).

Berechnen Sie damit die Laplace Transformiert von o(t)ef cos(wt) und von

o(t) sin(wt) cos(wt). Stellen Sie dazu die Sinus Funktion als Summe zweier
komplexer e-Funktionen dar.

Losung von Aufgabe 14. Der Dampfungssatz fiir a = —1 besagt
e'f(t)y o—e F(s—1).

11



Mit

s
t t) o—e ———
o(t) cos(wt) 2 o?
gilt somit
o(t)e! cos(wt) o—e 5=l
(s —1)2 +w?’
Fiir die Sinus Funktion gilt
sin(wt) = 1 (ej‘*’t — e_j‘*’t) .
2j
Damit ist
1 . )
o(t) sin(wt) cos(wt) = 5 (o(t)e?“! cos(wt) — o(t)e7*" cos(wt)) .
J
Der Dampfungssatz besagt fir a = —jw bzw. a = jw
JUf(t) o—e F(s—jw)
L) o—e Fls+ ju).
Damit gilt
ot s — jw
O'(t)ej COS(wt) o—e m
- s — jw
 s(s—2jw)
o(t)e 7%t cos(wt) o—e _ stjw
(s +jw)? + w?
- s+ jw
T s(s+2jw)’

Folglich ist

1 o .
o(t) sin(wt) cos(wt) o—e — 5 j(fu — s+‘7<',u
2js \s —2jw s+ 2jw

w

s2 4 4w?’

Aufgabe 15. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von
ft) = o)Vet

Sie diirfen alle Korrespondenzen im Anhang des Skripts benutzen.

Losung von Aufgabe 15. Da

f) = o(t)Ve

o(t)e'’?

12



folgt mit der Korrespondenz

dass

o(t)et’? o—e

Aufgabe 16. Vereinfachen Sie den Term

t
o(t—1) / e“du
0
so weit wie moglich.

Loésung von Aufgabe 16. Mit der Ausblendeigenschaft des Dirac Impulses
gilt

¢ 1
ot — 1)/ edu = o(t— 1)/ e“du
0 0

Aufgabe 17. Skizzieren Sie die Funktion

und die Funktionen

g(t) = f(t—2m)
ht) = f{t)—g(®).

Berechnen Sie dann die Laplace Transformierte von h(t).

Losung von Aufgabe 17. Es gilt

_ cos(t) fallst>0
1) = { 0 sonst.

Die Funktion g(t) sieht gleich aus wie f(t), jedoch um 27 nach rechts
verschoben, d.h.

_ cos(t) fallst>2rm
9(t) = { 0 sonst.

Damit ist h(t) iiberall Null, aufier im Intervall [0, 27[.

<
W) = { cos(t) falls0<t<2rm

0 sonst.

13



Die Laplace Transformierte berechnet sich wie folgt:

o e /: h(t)e

cos(t)e

\o\

(

|

)
5';-1—
S

7stdt

_Stdt

(ejt + eijt) e Stdt

—s i)t 4 e(—s—j)t) dt

s+J)t} L1 [e<sj>tr”>
0

e(—s—i)2m _ |

AA

7271’8

—s+7

0 —5—]

—5—j
-1 672775

— — — — —
o | o | N | N | N | C\M

(

—5+7

—s—j
7271’5_1

1 6’2”—1+e
2 s—7

s+

B
)

6_2”—1< 1 1 >

= — -+ -

2 s—j3 s+
1—6_2”S(+.+ )

= —— (s s —
202+ 1) Y J

7 8(176727‘-8)

N s24+1

Aufgabe 18. Sei

t) = id(t —k
k=0

ein Impulszug. Berechnen Sie die Laplace Transformierte F'(s) von f(t)
und vereinfachen Sie diese so weit wie moglich. Hinweis. Fiir |a| < 1 lasst

sich die Summe

oo
D

k=0

wie folgt in geschlossener Form berechnen. Umformen ergibt

aS



Damit ist

S—aS = iak—iak

k=0 k=1

a°

=1

S(l—a) =1

1
5 = 1—a
Losung von Aufgabe 18.

fy = Y dt—k)

0

o—e / > 6t — ke tdt
0 k=0

= Z/ S(t —k)e stdt
k=070

- Z/ 6t —k)e=Fdt
k=070

= Ze*sk/ 5(t — k)dt
k=0 B

oo

= Ze*‘qk falls re(s) > 1.
k=0

Damit gilt

o0
F(s) = Ze_Sk
k=0
e °F(s) = Ze‘se_‘s’“
k=0

_ io: o s(k+1)
k=0

S
k=1
F(s)(1—e®) = 1
1
Fs) = 1—e—s
— es
e -1

Aufgabe 19. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von

fit) = o(t)cos(at +b).

15



Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit, dass keine komplexen e-Funktionen

darin auftreten.

Losung von Aufgabe 19.

o(t) cos(at 4+ b)

1/ . A

= ( j(at+Db) 7](at+b))
of )2 e +e
1 . .
B (U( t)el tel® + o(t)e I e I?)
1 e—jb
2 \s— ]a s + ja
1 e (s + ja) + e 77b(s — ja)
2 s2 4 a?
1 [ s(e?’ 4+ e79%) + ja(el? — e=9?)
2 52 +a?
scos(b) — asin(b)

32 +a?
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