Heilbronn, den 31.3.2025 Prof. Dr. V. Stahl SS 25

Ubungen zu Mathematik 3
mit Musterlosungen
Blatt 4

Aufgabe 1. Sei a € R und p € C beliebig. Berechnen Sie eine partikuldre
Losung der DGL

PO+ fE—a) = e

mit dem Ansatz f(t) = cett.

Den Spezialfall y + e=#* = 0 diirfen Sie ausschlieflen.

Losung von Aufgabe 1. Sei

f) = cet
f't) = cpet
ft—a) = cett=0) = ceitemha,
Einsetzen ergibt
cpelt + cettere = et
cp+ce M =1
c(u—f—e"“‘) =1
1
c = —.
A+ e—Ha
Damit ist eine Losung der DGL
1
— N 1 4
f(t) - o+ ef,u,ae :

Aufgabe 2. Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL

r Yy
y = z-=
x
fiir x > 0.
Losung von Aufgabe 2. Umformen ergibt
, 1
yY+-y = =z
x

Es handelt sich also um eine lineare DGL erster Ordnung.



¢ Allgemeine Losung der homogenen DGL

y+-y = 0
1,1
Yy x
1 1
—-dy = ——dx
x
In(ly]) = —In(jz[) +C
1
|y| = Kiv K >0
|z
1
y = K—, KeR
Ed
1
y = K-, dax>0.
x

o Variation der Konstanten. Ansatz:

1
y = k(x);
r / l_ 1
Vo= K@) k)
Einsetzen in inhomogene DGL:
1 1 1
k’(m);—k(az)ﬁ—kk(x)ﬁ = x
1
Kz)- = =«
x
K'(z) z?
k(z) = 23/34+C

¢ Allgemeine Losung der inhomogenen DGL.

23/3+C
T
1, 1
= Cc-.
333 + T

Aufgabe 3. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL

Losung von Aufgabe 3. Durch Trennung der Variablen erhédlt man
yidy = 2%dx.
Integration auf beiden Seiten liefert

La_ 13
Y =3 +C



Auflésen nach y ergibt

Aufgabe 4. Die 4-periodische Funktion f(t) ist definiert durch
f@®) = d(¢t—-1)4+20(t—2)

falls 0 <t < 4 und f(t +4) = f(¢) fur alle .

Berechnen Sie die komplexen Fourier Koeffizienten z;, von f(t) fiir belie-
biges k € Z.

Geben Sie dann zg, z1, 2o und z3 in kartesischen Koordinaten an und ver-
einfachen Sie das Ergebnis so weit wie mdoglich.

L6sung von Aufgabe 4.
= f/ f(t)e 7*tat

— 4/ (6(t — 1) +25(t — 2))eIFtqt

0

1[4 _
Z/ S(t —1)e mtqr 4+ = /5 e Ikt dt

/6t—1 Ye ke dt 4 = /5 Ye 2kt

1 1
= eﬂkw/ 5(t —1)dt + = *23’“0/ 5(t —2)dt
4 0 2 0
_ 1 —27jk/4 1 —4njk/4
= 46 + 26
1 1
_ Zefjkﬂ/2 + 567]1971'
3/4 falls k = 4n
B -1/2—j/4 fallsk=4n+1
= 1/4 falls k= dn+2 "€

—-1/24j/4 fallsk=4n+3

Aufgabe 5. Fir jedes € > 0 sei g.(t) eine stetige Funktion mit

g:(t) > 0 firallet
g(t) = 0 firtg o,

und



Weiter sei

eine Stammfunktion von g.(t).

Zeigen Sie, dass
o0
/ G.(g.(tdt = .
—oo
Losung von Aufgabe 5. Es gilt

lim G.(t) = /OO ge(m)dr = 1

t—o0

t_l}r_noo G.(t) = /_Oo ge(T)dr = 0.
Mit partieller Integration erhélt man damit
[ Gvawa = G060 - [ oG

= 1- [ g

Folglich ist

Aufgabe 6. Sei

f(t) o(t)sin(t)
g(t) = —o(t)sin(t).
Berechnen Sie (f * g)(t). Beachten Sie, dass (f * g)(¢t) = 0 fiir t < 0 sein

muss!



Losung von Aufgabe 6.
U = [ segte-ryar
= - /jo o(1)o(t — 7)sin(r) sin(t — 7)dr

= fcr(t)/o sin(7) sin(t — 7)dr

&

Q
—

o~
~

S— 55— 5

(7T — eI () — eI dr

‘J; ‘
&~

Q
—~

~
~

(e]t o 67Jt+2]7 o 6]t72j7’ + efgt)d,r

u; ‘

Q
—

~~
~

(ejt + e—jt _ (ej(27——t) + e—j(27——t)))d7_

’J; ‘
~

Q
—~

o~
~

(2cos(t) — 2cos(27T — t))dr

4; ‘

Q
—~

o~
~—

= [cos(t)T — sin(27T — t)/2]6

Q
=N
o)

= (tcos(t) — sin(t)/2 + sin(—t)/2)

2 ‘

o~
~

2

- (tcos(t) — sin(t))

w ‘

Aufgabe 7. Berechnen Sie fiir beliebiges a € R eine partikuldre Losung der
DGL

F)+flt—a) = cos(t)

mit Fourier Transformation. Vereinfachen Sie das Ergebnis mit Hilfe der
Ausblendeigenschaft.

Warum wiirde hier die Losung mit Laplace Transformation nicht funktio-
nieren?

Losung von Aufgabe 7. Um die DGL mit Laplace Transformation zu lésen,
miisste man zuerst beide Seiten mit o(¢) multiplizieren. Die Laplce Trans-
formierte von o(t) f(t — a) lésst sich jedeoch nicht einfach mit der Laplace
Transformierten von o(t) f(t) ausdriicken.

Sei
f(t) o—e F(w)
f'(t) o—e jwF(w)
f(t—a) o—e e I¥F(w)
cos(t) o—e 7w(0(w—1)4d(w+1)).



Damit ist die DGL im Frequenzbereich

jwF(w)+ e Fw) = w(0w—1)+dw+1))
F(w) (o +e7%) = n(d(w—1) + 6w +1))
1 1
F((.O) = W(S(W*l)m +W(5(w+1)m
1 1
F = —1)— 1)——.
(w) W(S(W )] + e—ja + Tr(s(w + )7.] + e]a
Ricktransformation.
1
5(w> e—O —
2
1 .
S(w—1) e—o —¢lt
2
1 .
it
d(w+1) e—o 5 .
Damit ist
1 X 1 1 . 1
F O ePt— — 4 et~
() j+e J“+26 —j +ela
_ t
jt+ee
t

S(a —;mnw>+j>

cos(a —|— J(1— sm(a))>
ji cos(a) — j (1 —sin(a))
cos2(a) + (1 — Sm(a))2>

_ re(ejt cos( ) — j(1 —sin(a)) )
cos?(a) + sin?(a) + 1 — 2sin(a)

= re| e

(@
(e
('
(¢

g gamyrel(ost) + dsino)(eosta) — (1 - sin(a)))
_ cos(t) cos(a) + sin(t)(1 — sin(a))
2 — 2sin(a)
_ cos(t) cos(a) = sin(t)
2 — 2sin(a) 2

Aufgabe 8. Sei g(t) eine Funktion mit Laplace Transformierter G(s). Weiter-
hin sei f(t) definiert durch

=Y g(t—kT)
k=0

fiir ein T' > 0. Zeigen Sie, dass fiir die Laplace Transformierte F'(s) von
f(t) gilt
G(s)

Fs) = ==



Hinweis: Berechnen Sie zunéchst einen Term fir f(t —T'), wenden Sie den
Verschiebungssatz der Laplace Transformation an und tberlegen Sie sich,
was

ft)=ft=T)

ist.

Losung von Aufgabe 8. Verschiebt man f(¢) um T nach rechts, erhdlt man

ft=T) = > g(t—T—kT)
k=0
= > gt—(k+1)T)
k=0
= > g(t—kT)
k=1
Folglich ist
FO —ft=T) = > gt—kT)=> g(t—kT)
k=0 k=1
= g().

Der Verschiebungssatz der Laplace Transformation besagt
ft=T) o—e e *TF(s).
Aus
fO)=f=1T) = g(t)

erhalt man somit

F(s)—e*TF(s) = G(s)
bzw.
F(s)(1—e*T) = G(s)
und damit
Fo) = o

Aufgabe 9. Sei
f(t) o—e F(s).

Berechnen Sie hiermit die Laplace Transformierte H(s) von
t—3
h(t) = f(r)dr.

— 00

Berechnen Sie weiterhin eine Funktion g(¢) so dass

ht) = (f*9)®).



L6sung von Aufgabe 9. Sei

u(t) = 7oof(7')d7'
Dann ist

UGs) = LF(s)
Da

folgt mit dem Verschiebungssatz

H(s) = e *U(s) = F(s).

Fir

gilt

Da
Lo o)
s
1
6735g o—e o(t—3)
ist
g(t) = oft-3).

Aufgabe 10. Transformieren Sie die Funktion

241
(s+1)3

F(s) =

in den Zeitbereich.

Losung von Aufgabe 10. Partialbruchzerlegung:

2
1
s+ _ c1 i C2 n C3
(s+1)3 s+1 (s+1)2 (s+1)3
241 = ci(s+ 1) Hea(s+1)4c3

= s + $(2¢1 +c2)+c1+ca+cs



Gleichungen:

cp = 1
2c0 +co = 0
C1 =+ C2 + C3 = ].
Losung
C1 1
C2 = —2
C3 2
Damit ist
1 2 2
(s) = - 5 3
s+1 (s+1) (s+1)
Mit

und dem Dampfungssatz

et f(t) o—e F(s+1)

folgt
a(t)e”t o—e !
s+1
1
t)te™*
U( ) € o—e (S + 1)2
2
Ni2e—t
ot)t’e™" o—e (s +1)3
Damit ist
fit) = ot)e (1 —2t+1t%)

o(t)e H(t —1)%
Aufgabe 11. Transformieren Sie die Funktion
1
F(s)= ——
() (s+1)es
in den Zeitbereich. Losen Sie die Aufgabe auf mehrere Weisen.

Losung von Aufgabe 11. Die Funktion F'(s) kann als Produkt dargestellt
werden:

1
F(s)=e¢ *——.
(S) ¢ s+1

Es gibt verschiedene Moglichkeiten.



e Mit dem Verschiebungssatz
e S'F(s) e—o f(t—1)

erhalt man

e —— oo o(t—1)e ¢

= o(t—1)"

o(t—1) o—e e7°
1

o(t)e™ o—e
s+ 1

und dem Faltungssatz

(f xg)(t) o—e F(s)G(s)

folgt
=t e S(t—1)xo(t)e™
e ) o(t)e
=  o(t—1)"
e Umformen ergibt
e
(S) - (8+ l)eerl'
Mit
1
G =
() se’

gilt F(s) = eG(s+1). Zuerst wird nun G(s) in den Zeitbereich trans-
formiert.

G(s) o o(t)*d(t—1)
= o(t-1).

Mit dem Verschiebungssatz im Bildbereich
e gty e—o G(s+a)
gilt fiir a =1
eto(t—1) o—e G(s+1)
und

e lo(t—1) o—e eG(s+1) = F(s).

10



Aufgabe 12. Sei f(t) an der Stelle # stetig und
ot —1)f(t) o—e F(s).
Berechnen Sie damit die Laplace Transformierte von
a(t=1)f'(t)

L6sung von Aufgabe 12.

ot —1)f o—e / o(t —1)f'(t)e tdt

= / f(t)e stat
—st / f _Stdt

Da o(t — ) f(t) eine Laplace Transformierte hat, existiert das Integral
/ ft)e stat
i

lim f(t)e™** = 0.

t—o00

und damit ist

Folglich ist

[fe ] = —fBe

und
ot =D (0 o ~fBews [ f0e
= s/jo ot — D) ft)e stdt — f(f)e st
sF(s) — f(De .

Aufgabe 13. Sei
fit) = t+1.

o Berechnen Sie die Laplace Transformierte von o(t) f(t).

o Berechnen Sie (o(t)f(t))’ und o(t)f’(t) sowie die Laplace Transfor-
mierte von beiden Funktionen.

e Zeigen Sie an diesem Beispiel, dass wenn
o(t)f(t) o—e F(s)
gilt

o(t)f'(t) o—e sF(s)—f(07).

11



Losung von Aufgabe 13.

ct)fit) = ot)t+o(t)
1 1
o—e — =
s2 s
_ t+1 fallst>0
oW = { 0 fallst<0
1 falls ¢ > 0
() f(t) = §(t) fallst=0
0 falls t < 0
o—e 1 +1
s
, - 1 fallst>0
oS (t) = { 0 fallst<0
1
o—e =
s
Mit
1 1
und
f07) =1
ist
_ 1
sF(s)—f(07) = ;—i—l—l
_ 1
h s

Aufgabe 14. Losen Sie das Anfangswertproblem
F(®)+3£() = sin(20),  F(07) =1

fir t > 0 durch Laplace Transformation.

Losung von Aufgabe 14. Laplace Transformation

2
F(s)—1+3F(s) = ———
SF() = 1H3F() = ooy
2
F 3) = ——+1
()6+8) = ooyt
2 1
F = .
() G132+ d) 543
Partialbruchzerlegung
1 B c1 oS+ c3
(s+3)(s2+4) s+3  s2+4
1 = a(s® +4) + (c25 + c3)(s +3)
1 = s%(ci +c2)+5(3ca +c3) +4et + 33

12



Gleichungen

)

c1+co =
3co +c3 =
4c1 +3c3 =
Losungen
¢ = 1/13
o = -1/13
cs 3/13
Damit gilt
1 _ 1 I s n 3
(s+3)(s2+4) 13\ s+3 s2+4 s2+4+4
_l(L s 32
13\ s+3 244 25244
1 3
3 (e_3t — cos(2t) + B sin(2t))

und

2
F(s) e—o i (e_?’t — cos(2t) + ZSin(Qt)) +e 3t

1 - 2
ge*‘” ~ 13 cos(2t) + % sin(2t).

Mit einer vollstandigen (komplexen) Partialbruchzerlegung wéire der Re-

chenweg etwas ldnger gewesen:

1
(s+3)(s—24)(s +2j5)
1

C1 C2 C3
s+3+3—2j+s+2j
c1(s* +4) +ea(s +3)(s +29) +

Spezialfall s = —3

1 = 13¢
o = 1/13.
Spezialfall s = 2j
1 = (21434 = co(—8+12))
1 —8—12j —2-3j
cy = = =
2 —8+12j 208 52
Spezialfall s = —2j
1 = c3(=2j+3)(—4j) = c3(—8—12))
o 1 —8+12j —2+3j
3 —8—12j 208 52

13

es(s+3)(s —29)

C2



Damit ist

1 11 -2-3j 1 +—2+3j 1
(s+3)(s2+4) 13 s5+3 52 s—2j 52 s+2j
1 a0 —2-3j op  —243j 4
*—O i J ]
B3¢ T ¢ T ©

konjugiert komplex

1 —2-35 ..
=  —e 34 2re —2-3 eIt
13 52

1 1
= Ee_gt - 2—6re((2 + 37)(cos(2t) + jsin(2t)))
_ Lo 1 :
= 3¢ 2 (2 cos(2t) — 3sin(2t))
I 3
= 3¢ 13 cos(2t) + 56 sin(2t)

Aufgabe 15. Losen Sie die DGL
fO+f) =t f07)=0

einmal im Zeitbereich und einmal mit Laplace Transformation. Verglei-
chen Sie das Ergebnis.

L6sung von Aufgabe 15.

e Losung im Zeitbereich. Homogene DGL

FO i = o.

Ansatz:
ft) = eM.
Charakteristisches Polynom.
A+1 =0
A -1
Basislosung.
fiey = e

Partikulare inhomogene Losung. Ansatz:

at+b
F = a

~
—~

~+
—

14



Einsetzen in DGL.

atat+b = t
a = 1
b —1.

Partikuldare inhomogene Losung.

f&) = t-—1
Allgemeine inhomogene Losung.
flt) = t—1+Ce !t
Startwert.
f(0m) = —-1+C
= 0
c =1

Partiklare Losung mit gegebenem Startwert.
fit) = t—14e "

Loésung mit Laplace Transformation. Mit

wird aus der DGL im Bildbereich

sF(s)+ F(s)

Fs)(s+1) = —

F(s) =

Partialbruchzerlegung.

1 C1 Co C3

s2(s+1) s 2 s+1
1 = cs(s+1)+co(s+1)+ s

Aus s =0 folgt co = 1. Aus s = —1 folgt ¢3 = 1. Einsetzen ergibt

1 = cs(s+1)+s+1+s
cas(s+1)+s(s+1) = 0
cT = —1.

15



Damit ist

F(s) - _é s% s —lk 1
o o(t)(~1+t+eh)
= o))
Damit ist
fit) = t—1+4¢t fiir ¢t > 0.

Mit Laplace Transformation erhilt man die Losungsfunktion f(t)
nur im Bereich ¢ > 0. Dort stimmt die Losung mit der im Zeitbereich
ermittelten iiberein.

Aufgabe 16. Berechnen Sie die allgemeine Losung der DGL
ft) = f(t) = tcos(t)
fir t > 0.

Hinweis: Berechnen Sie zunéchst die allgemeine homogene Lésung mit
dem e* Ansatz. Eine partikuldre inhomogene Losung liefert die Laplace
Transformation wenn man z.B. den Startwert f(07) = 0 wéhlt.

Losung von Aufgabe 16. Die homogene DGL ist
ffe=f = o

Mit dem Ansatz f(t) = e erhilt man das charakteristische Polynom

A-1 =0

A= 1

Damit ist die allgemeine homogene Losung
f(t) = Ce', CeR.

Eine partikuldre inhomogene Losung erhélt man, indem man den Start-
wert f(07) = 0 vorgibt. Da nur der Bereich ¢ > 0 interessiert, kann man
beide Seiten mit o(¢) multiplizieren so dass die Laplace Transformierte
der rechten Seite existiert.

a®)f'(t)—o)f(t) = o(t)t Cos(?t)
= re(a(t)tel?).
Zunéchst wird die DGL
o) f'(t) —a(t)f(t) = o(t)tel
gelost. Mit
o(1)f(t) o—e F(s)

o(t)f'(t) o—e sF(s)— f(07)
o(t)elt o—e L -
s —j
it o—e — Ly
o(t)te <s —j)
_ 1
(592

16



ist die DGL im Bildbereich

F(S)(S_l) = (57]-)2

1
R Vi

Partialbruchzerlegung

1 C1 + Co + C3
(s =1)(s —J)* s—1 s—j (s—j)?
1 = ci(s—5)+ca(s—1)(s—J)+c3(s—1)

Spezialfall s = 1.

1 = a(l—-y)
= a(1-2j-1)
= —2j(31
1
6 = —=
1 2
_ I
2
Spezialfall s = j.
1 = (-1
1
cg = ——
3 i1
2
N )
B 2
Sepzialfall s = 0.
J 2 1+7
1 = =(— - — (-1
2( J)" e D) (-1)
— —*+C _A'_li
T T
o1
= jts
1 1
= Z(1-=
c2 j( 5)
_ _J
5

Damit ist die Losung der DGL mit rechter Seite o (¢)te’t

i1 1 1+ 1
2s—1 2s—3j 2 (s—j)?

. T
—o (i) (;et - %eﬁ - ;]tejt> .

F(s) =

17



Der Realteil hiervon ist

. C 4
o(t)re <]et it - ;_]tejt>

2 2
= %a(t)re (=7 (cos(t) + jsin(t)) — (1 + j)t(cos(t) + jsin(t)))
- %a(t)(sin(t) ~ tcos(t) + tsin(t))

= %O’(t)((]. +¢)sin(t) — tcos(t)).
Damit ist
aclt)f(t) = %O’(t)((l +¢) sin(t) — tcos(t))

und folglich

1) = (1+1) sin(;) — tcos(t)

fiir ¢ > 0. Zusammen mit der allgemeinen homogenen Losung erhélt man
damit

1+ t)sin(t) — t cos(t)
5 .

fity = Cet+ (

Aufgabe 17. Berechnen Sie die Losung der DGL
FO+ft) = ot)+6t),  f(07) = -1
fir t > 0.
L6sung von Aufgabe 17. Sei
o(t)f(t) o—e F(s).
Dann ist

o()f'(t) o—e sF(s)— f(07)
=  sF(s)+1.

Multiplikation der DGL mit o(¢) und Laplace Transformation ergibt

o) f'(t) + o) f(t) = o(t)+d()
sF(s)+1+F(s) = é*f’l
F)s+1) = -
1
Fs) = s(s+1)
Partialbruchzerlegung.
1 o C1 C2
s(s+1) s s+1
1 = c(s+1)+ers

18



Spezialfall s = 0 ergibt ¢; = 1. Spezialfall s = —1 ergibt ¢; = —1

ist
1 1
F = —-—
() s s+1
o o(t)—o(t)e™
= o(t)(l-e™)
Somit ist
ft) = 1—e* fiirt>0.
Aufgabe 18. Es gilt
1 NG
Vit Vs

Berechnen Sie hiermit die Laplace Transformierte von v/%.

Losung von Aufgabe 18. Sei

Dann ist

= VR

253

19
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