Heilbronn, den 7.4.2025 Prof. Dr. V. Stahl SS 25

Ubungen zu Mathematik 3
mit Musterlosungen

Blatt 5
Aufgabe 1. Sei
@ = Vit
Ve fir0<t<e
g:(t) = { 0  sonst.

o Zeigen Sie, dass f(t) bei ¢ = 0 nicht differenzierbar ist.
o Berechnen Sie (f * g-)(¢) fir beliebiges € > 0.
o (Freiwillig) Zeigen Sie, dass (f * g-)(t) bei t = 0 differenzierbar ist.

L6sung von Aufgabe 1.

o Sekantensteigung von f(t) zwischen ¢t = 0 und ¢t = At.

s(At) f(At)A; f(0)
VIAtL

At

Rechtsseitiger Grenzwert

lim s(At) = lim ——

At—0 at—o0 At
At>0 At>0
li L
= 1m ——-
At—0 L/
At>0 At
= OoQ.

Linksseitiger Grenzwert

lim s(At) = lim VIAY

At—0 at—o At

At<0 At<0
v/ |At
= lim — |

At—0 |At|

At<0

li !
= m —

22 VAt

= —0Q.

Damit hat s(At) keinen Grenzwert bei A¢ = 0 und somit ist f(t) bei
t = 0 nicht differenzierbar.



o Faltung.

(frg)(t) = [%f@—ﬂ%vmf

1 £
= f/ V|t — T|dT.
€Jo
— Wenn t < 0ist |t — 7| =7 —t und
1 /¢ 1 /¢ 1
7/ Vit =T1ldr = */(T—t)th
€Jo €Jo
1[1 anl€
= - (T—t)/2:|
e 32 0
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(e =07 = (=1)).
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— Wenn t > ¢ ist [t — 7| =t — 7 und

1 /¢ 1 /¢
7/ VIt —Tldr f/ (t—T)1/2dT
€Jo 0

g
1[1 s ]©
= —= (t—T)/2:|
e [3/2 0
o (6= )" = £)
3e
2

= 5 (2 — (t —)*?).

— Wenn 0 <t <c¢ist
1 5 t 5
g/ VIt —r1ldr = \/|t—T|dT+/ \/t—TdT)
0 0 t
t £
vimrar+ [ mdr)
0 t
t €
_ _ )2 _\3/2
=], + [ir=0];)

£ 4 (e = 1))

M= M|
TN N
S— S—
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Damit ist

2/3:(t° — (t — €)*/?) falls t > ¢
%3e (t72 + (e — t)¥?) falls 0 <t <e.

2/3:((e — 1) — (=t)”?) fallst <0
(fxgo)t) = {

e Sei 0 < At < e. Sekantensteigung von (f * g.)(¢) zwischen ¢t = 0 und



t = At.

N N N NN
= Al3e (At + (e — Ab) € )
2 (A 2 — (e — At)*?
3¢ < At At )

- 2/ am\
At—0 _£<€ /2)
= 1

€

VE

3

Sekantensteigung von (f * g.)(t) zwischen ¢ = —At und ¢ = 0.

J*9e)(0) — (f xgo)(=At
s(—Al) = ( )(0) A(t )(—At)
- 1z (53/2 — (e + A1)V 4 At3/2)
At 3e
_ 2 At B (e + A1) — &%
T 3\ At At
- 2 7 55\
At—0 _£<€/)
1,
= —78/2
e

1
9

Damit existiert der links- und rechtsseitige Grenzwert der Sekanten-
steigung und beide sind gleich. Folglich ist (f % g-)(t) an der Stelle
t = 0 differenzierbar.

Aufgabe 2. Auf einer Strafie von A nach B steht eine Messstelle fiir Schadstof-
fe. Aufgrund einer besonders schlauen Umweltschutzverordnung miissen
Dieselfahrzeuge diese Messstelle weitlaufig umfahren. Die Fahrzeit fiir den
direkten Weg von A nach B sei 10 Sekunden, die Fahrzeit iiber den Umweg
sei 50 Sekunden. Vereinfachend wird angenommen, dass alle Autos gleich
schnell fahren. Weiterhin fahrt die Halfte aller Fahrzeuge mit Diesel. Sei
f(¢t) die Stromstérke bei A und h(t) die Stromstérke bei B.

o Berechnen Sie eine Funktion g(t) so dass
ht) = (f*9)t)

fiir alle ¢.
o Berechnen Sie h(t) fir

f@t) = sin®(mwt) + 1.
Berechnen Sie h(t) fir



d.h. die Stromstarke bei A ist konstant.

Losung von Aufgabe 2.
e Aus

W) = %f(t710)+%f(t750)
= LU0 —10) + 5(f#)(t ~50)

— %(f % 010)(t) + %(f * 050) (1)

= ()

folgt

o Fur

ist
sin?(7(t — 10)) + 1 + sin?(7(t — 50)) + 1
2
sin?(mt — 107) + sin® (7t — 50m)
- +1
2
.92 .92
_ sin (mt) + sin®(7t) 41
2
= sin?(wt) + 1

= S

o Fiir f(t) = cist auch h(t) = c.

Aufgabe 3. Sei S ein System mit

[S(HI(E) = f(30).

Entscheiden Sie ob S linear und zeitinvariant ist. Begriinden Sie Ihre Ant-
wort. Schreiben Sie zunéchst hin, was Sie zeigen miissen.

Losung von Aufgabe 3. S ist linear. Zu zeigen:

S(f+9) = S()+5(9)
S(uf) = uS(f).

Zwei Funktionen sind gleich wenn Sie die selben Funktionswerte fiir alle ¢



haben.
[S(fF+9lt) = (f+9)(30)

= uf(30)
= ulS(H )
=[S (1).

S ist nicht zeitinvariant. Die Eigenschaft

S(fp) = S
ist nicht erfillt.

[SUDI(E) = fi(31)
FBt—1)
[S(HIE) = [SHIE-1)
B3 —1)
= f(3t—30)

Aufgabe 4. Sei S ein System, das ein Inputsignal f in ein Outputsignal h
transformiert, wobei

t
h(t) = f(t)+ / N f(r)dr.
Zeigen Sie, dass S linear und zeitinvariant ist.
Losung von Aufgabe 4. Man kann die Aufgabe auf zwei Weisen 16sen.
o Zeige, dass es eine Funktion g gibt so dass
h = fxg.
Mit

f(t) (6% f)(t)
[ f(rydr = / o(t—7)f(r)dr

= (oxf)()
gilt aufgrund der Linearitdt der Faltung
h(t) = (0= f)(t)+ (o))
= ((5+0)* ).
Damit ist
S() = (+o)f

Das System S lésst sich somit durch Faltung mit der Impulsantwort
g = § 4+ o beschreiben und ist daher LTI.



e Zeige die Linearitdt und Zeitinvarianz

S(f+g9) = S(f)+S(9)
S(uf) = uS(f)
S(fz) S(f)

Linearitat.

S(f+a)](t) = U+@U%{[ (f + 9)(r)dr

Zeitinvarianz.

[S(F1 ()

I
s
—
Nt

+
H
s
—
2
QU
\]

Mit der Substitution

du = dr

gilt

lm—®+[ ﬂw%w-=£m—®+[fﬂwm



Aufgabe 5. Berechnen Sie die inverse Laplace Transformierte von

S
F = —.
(s) es(s—1)2
Losung von Aufgabe 5. Umformen ergibt
s
F = e °
() ¢ (s —1)2

berechnet. Partialbruchzerlegung:

S C1 C2

Go12  s-1 (s-1p2
s = cals—1)+e
g = 1
c = 1
s 1 1
G012  s—1 (s-12

Aus der Tabelle entnimmt man

Mit dem Dampfungssatz
F(s+a) oo e *f(t)

folgt fir a = —1

Damit ist

Mit dem Verschiebungssatz
e 'F(s) e—o f(t—1)

folgt mit £ =1

oo o(t—1)et—1)(1+t—1)

= o(t—1)te!



Aufgabe 6. Sei
flt) = sign(t)e™,

wobei sign(t) das Vorzeichen von ¢ ist Beachten Sie, dass diese Funktion
einen Sprung bei ¢ = 0 hat.

o Berechnen Sie die Laplace Transformierte F'(s) von o(t)f(t).
o Berechnen Sie o(t)f'(t) indem Sie f(¢) im Zeitbereich ableiten.
o Verifizieren Sie fiir dieses Beispiel, dass

o(t)f'(t) o—e sF(s)—f(07).

Losung von Aufgabe 6. Fiir t > 0 ist

fit) = e

Da der Funktionswert an der Stelle ¢ = 0 fiir die Laplace Transformation
keine Rolle spielt, ist fiir ¢t # 0

ot)f(t) = o(t)e™
1
o—e = F
o} (s)
Far ¢t > 0 ist
fi)y = —et
Da f an der Stelle ¢ = 0 einen Sprung von —1 auf 1 macht, ist
ot)f'(t) = 26(t)—e”"
o—e 2 — 1
s+1
o 2(s+1)—-1
N s+1
B 25 +1
N s+1°
Weiterhin ist
s
F(s)— f(07) = — (-1
SF(s) = J(07) = 5 (-1)
- s n s+1
T os+1 s+1
o 2s+1
Tos+1

Aufgabe 7. Berechnen Sie die partikulire Losung f(t) der DGL
ffe=1+ft-1) = (t+1),

fiir die eine Laplace Transformierte f(t) o— F(s) existiert.



L6sung von Aufgabe 7. Sei

ft) o—e F(s)
f'(t) o—e sF(s)
flt—=1) o—e e °sF(s)

fit—1) o—e e °F(s).
Damit ist die DGL im Bildbereich

e °sF(s)+e °F(s) = ¢€°
F(s)e ?(s+1) = ¢€°
1
F —_ 2s
(s) e
Aus
1

s+1
folgt mit dem Verschiebungssatz

e L ——o 0(t+2)e_(t+2)
s+1

=  o(t+2)e 72
Damit ist
f) = o(t+2)e "%
Aufgabe 8. Sei
f(t) o—e F(s).
Berechnen Sie hiermit die Laplace Transformierte von tf/(t).

Verifizieren Sie diese allgemeine Formel am Beispiel f(t) = o(¢)t ohne
Verwendung von Korrespondenzen.

Losung von Aufgabe 8. Mit der Ableitung im Zeitbereich gilt
Ft) o—e sF(s).
Mit der Ableitung im Bildbereich gilt

tf'(t) o—e —d*SF(S)

Sei f(t) = o(t)t. Dann ist

F(s) = s%

Fls) = —=

sF'(s) = —532
—F(s)—sF'(s) = 3% 532 = siz



Weiterhin ist mit der Ausblendeigenschaft

() = t0Wt+o) = o)t o—s .
Aufgabe 9. Bestimmen Sie die Ubertragungsfunktion des folgenden Systems,
d.h. die Funktion G(s) so dass
H(s) = F(s)G(s).

Die Blocke g1 bzw. g bedeuten hierbei jeweils die Faltung mit g; bzw. go.

Losung von Aufgabe 9. Zunéchst werden in das Diagramm Hilfsgrofien ein-
gezeichnet:

f+hxgo (f+hx*ge)xgl

h

Hieraus wird die Gleichung
h = (f+h*xg)*q
ersichtlich. Laplace Transformation mit Faltungssatz ergibt
H(s) = (F(s)+ H(s)G2(s))G1(s).
Auflésen nach H(s) ergibt

H(s) = F(s)Gi(s)+ H(s)G2(s)G1(s)
H(s)(1 —Ga(s)Gi(s)) = F(s)Gi(s
H(s) = Gl—(S)F(s)

1-— Gl(S)GQ(S)
Die gesuchte Ubertragungsfunktion ist somit

Gl(S)

G(S) - 1-— Gl(S)GQ(S) ’

Aufgabe 10. Bestimmen Sie die Originalfunktion f(t) der Laplace Transfor-

mierten
2541

PO =Gy

Hinweis: Partialbruchzerlegung.
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Losung von Aufgabe 10. Partialbruchzerlegung von F(s):

2s+1 c n d
(s+1)2  s+1 (s+1)2
2s+1 = c¢(s+1)+d

Koeffizientenvergleich ergibt

c=2, d=-1
Damit ist
2 1
)= Gy
Aus
1
1 o—e —
s
1
t o—e 5—2

und dem Dampfungssatz

e 'f(t) o—e F(s+a)

folgt
4 1
e o—e
s+1
1
te? —
‘ (5417
Damit gilt

F(s) e—o 2e ' —te "

Aufgabe 11. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von

Mit dem Dampfungssatz (Verschiebung im Frequenzbereich)
e UUf(t) o—e F(s+a)

folgt

11



Aufgabe 12. Losen Sie das Anfangswertproblem
fO+ft) = ot=1), f0O07)=0

fiir ¢ > 0. Priifen Sie Thr Ergebnis indem Sie die Losungsfunktion f(t) in
die DGL einsetzen. Achten Sie darauf, dass Sie die Faktoren o(t) nicht
vergessen.

Losung von Aufgabe 12. Multipliziert man beide Seiten mit o(¢) erhdlt man

o) f(t) +o®)f () = oft—1).

Sei
o(t)f(t) o—e F(s)
o(t)f'(t) o—e sF(s)—f(07)
= sF(s)
Weiterhin ist
1
o'(t) o—e g
e—S
o(t—1) o—e
s
Aus der DGL wird im Bildbereich
675
F(s)(s+1) = .
1
F = ¢°
(s) ¢ s(s+1)
Riicktransformation.
1 - C1 Co
s(s+1) s +s+1
1 = ca(s+1)+ceas
Spezialfall s = 0 liefert
c1T = 1
Spezialfall s = —1 liefert
Cy = -1
Damit ist
1 11
s(s+1) s s+1
o o(t)—o(t)e?
= o(t)(1—eh

12



Verschiebung im Zeitbereich liefert

s 1 .~ o _ it
e ST o(t—1)(1 )
Damit ist
ot)f(t) = o(t—1)(1—e'"")
bzw.

fit) = o(t—1)(1—e'") fiir t > 0.

Einsetzen in die DGL.

ity = o(t=1A-e ) +olt—1)(-e")(-1)
= S(t—1)(1—-e) +o(t—1)"
o(t—1)e'
Damit ist
FO+f) = ot-1)1—e™")+o(t -1
= o(t—1)(1—e'"t 4l
= o(t—-1).

Aufgabe 13. In einem System bestehe folgender Zusammenhang zwischen
Eingangsfunktion f(¢) und Ausgangsfunktion h(t):

ffO)+ft) = W(t)—h).
Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion

H{(s)

¢ = )

und die Impulsantwort g(t) des Systems. Sie diirfen dabei annehmen, dass
f und h eine Laplace Transformierte haben.

Losung von Aufgabe 13. Sei

Dann ist

f'(t) o—e sF(s)
W(t) o—e sH(s).

Aus der DGL wird somit im Bildbereich

F(s)(s+1) = H(s)(s—1).

13



Damit ist die Ubertragungsfunktion

H{(s)
G =
s+
s —17
Polynomdivision liefert
s+1 (s—1)+2
s—1 s—1
= 1+ 2
N s—1
Riicktransformation ergibt
gt) = o(t) +20(t)e’.

Aufgabe 14. Gegeben sei folgender Vierpol, der aus einem ohmschen Wider-
stand R und einem Kondensator C' besteht:

ur(t)
i(t) I:Ié
R

ue(t) l ¢ —— l g (t)

O O

e Stellen Sie eine Differentialgleichung auf, in der R, C, uc(t), uq(t)
und u, (¢) auftreten.

e Berechnen Sie U,(s) in Abhédngigkeit von Ue(s). Zum Zeitpunkt ¢t =
0~ sei der Kondensator hierbei entladen.

o Berechnen Sie wu,(t) wenn wu,(t) = §(t) fiir t > 0.
o Berechnen Sie u4(t) wenn u,(t) = o(t) fiir ¢t > 0.

Losung von Aufgabe 14.
o Fir die Spannung am Widerstand gilt
ur(t) = Ri(t).
Die Ladung des Kondensators ist
q(t) = Cuq(t).
Ableiten ergibt

i(t) = Cul(t).

14



Aus der Maschenregel folgt

uc(t) = up(t) + uq(t)
= RC’U/; (t) + Ua(t)'

Die Differentialgleichung ist somit
ue(t) = RCuL(t) + uq(t).

Multipliziert man die DGL mit o(t), erhilt man

o(t)ue(t) = RCo(t)ul(t)+ o(t)ug(t).
Sei
U(t>ue(t) o—e Ue(s)
o(t)ug(t) o—e Uy(s)
Dann ist

da uq(07) = 0. Laplace Transformation der DGL ergibt somit

Ue(s) = RCsU,(s)+ U,(s)
= U,(s)(RCs+1).

Damit gilt
1
Ua(s) = ROs+1 e(8)-
Fiir we(t) = §(t) gilt
Ue(s) = 1
Damit ist
1
Uals) RCs+1
11
= Do 1
RO s+ RC
Aus der Korrespondenz
1
o—e o(t)e™
s—a
folgt
1 ¢
— o—e g(t)e /"¢
s+ RC



bzw.

1 1 1
e NP, O_(t)Rief,/RC'

RC s+ % C
Damit ist
1 —t/RC
o(t)ua(t) = a(t)ﬁe
bzw.
ug(t) = ie_t/RC firt >0
¢ RC -
Fiir u(t) = o(t) gilt
1
Damit ist
1
U, =
() s(RCs+1)
B 1/rC
~ s(s+1YRc)
Partialbruchzerlegung ergibt
_ Yo _ a_ ¢
s(s+1rc) s s+1rC
RIS
rc ~ \°TRc)T
(1 +e2) o1y
= s(aa+c c1——.
11 C2 s
Damit ist
(G 1, Cy = -1
Einsetzen ergibt
1 1
Uss) = —— -
s s+ wmE
Mit den Korrespondenzen
1
-~ &0 o(t)
S
1 ¢
— o o(t)e” /RO
S+ RC
folgt
o(ua(t) = cr(t)(l *"/RC)
bzw.

ug(t) = 1—e 779 firt>0.

16



Aufgabe 15. Skizzieren Sie die Funktion
pt) = > d(t—k).
k=—oc0

Diese Funktion heifit Impulszug und spielt in der digitalen Signalverarbei-
tung eine ganz zentrale Rolle.

Sei f(t) eine beliebige Funktion und

fp(t) = f()p(?).

Skizzieren Sie auch die Funktion f,(t). Zeigen Sie unter Verwendung der
Ausblendeigenschaft, dass

B = 3 hot—k)

k=—o00

wobei

die Abtastwerte von f(¢) bei ganzzahligen Zeitpunkten ¢ = k sind.

Zeigen Sie dann, dass

fp(t) o—e Z fkeisk-

k=—oc0
Im wesentlichen benétigen Sie hierfiir nur Linearitét.

Losung von Aufgabe 15.

p(t)

noho P

17



fr@®) = f(t)p(t)

= () Y s(t—k)
k=—o0
= > Fwot—k)

k=—o0

= Z f(k)o(t — k)  Ausblendeigenschaft

k=—o
= Y fro(t—k).
k=—oc0

Laplace Transformation. Aus
o(t) o—e 1
folgt mit dem Verschiebungssatz
S(t—k) o—e e°k,

Mit Linearitat folgt

O = 3 Rét—k)

k=—o00
oo
o—e > fre k.
k=—o0

Aufgabe 16. Berechnen Sie die z-Transformierte der Folge

3 fallsk=2
fi=¢ 7 fallsk=3
0 sonst

Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich, d.h. es sollen keine
negativen Exponenten von z auftreten und die Briiche sollen auf einen
gemeinsamen Nenner gebracht werden.

Losung von Aufgabe 16.

F(z) = kaz_k
k=0

= 327247273
3 7
22 28
3247

23
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Aufgabe 17. Die Funktion
f(t) = sin(t) +?
wird mit Abtastintervall At = 0.1 abgetastet.

e Berechnen Sie die Abtastwerte f.

o Berechnen Sie eine Funktion ¢(t), die mit Abtastintervall At = 0.3
abgetastet die gleichen Abtastwerte fj liefert.

o Berechnen Sie fiir eine beliebige Funktion f(t) und Konstanten Aty, Aty #
0 die Funktion g¢(¢) mit

fir alle k.

Losung von Aufgabe 17.

o Abtastwerte.
fr = f(0.1k)

sin(0.1k) + (0.1k)?
sin(0.1k) + 0.01%2.

e Durch Stauchung von f(¢) um Faktor
0.1 1

03 3

erhalt man

sin(t/3
= sin(t/3

+(1/3)?
+t2/9.

=

Abtastung von g(f) mit Abtastinterval At = 0.3 liefert

g = 9g(0.3k)

sin(0.1k) + (0.3k)*/9
sin(0.1k) + 0.09/9%>
sin(0.1k) + 0.01%>

= fr

e Aus
f(kAt) = g(kAty)
folgt durch Substitution
= kAt
k= t/Aty

19



und Einsetzen

4
t) = — At
o) = 1(5n)
Aty
= —1].
()
Aufgabe 18. Sei f(t) eine Funktion mit f(¢) = 0 fiir ¢ < 0 und At > 0 beliebig.

Sei
Zeigen Sie, dass

Losen Sie die Aufgabe auf zwei Weisen.
e Verwenden Sie den Rechteckimpuls

() = 1 fallst>0undt < At
o 0 sonst.

Stellen Sie g(t) im Zeitbereich als Faltungsintegral dar und verwenden
Sie den Faltungssatz.

o Verwenden Sie eine Stammfunktion von f(¢) um das Integral im Zeit-
bereich umzuformen. Um Verwechslungen mit der Laplace Transfor-
mierten zu vermeiden, ist es sinnvoll, diese Stammfunktion z.B. mit
f zu bezeichnen. Verwenden Sie dann die Korrespondenzen der La-
place Transformation fiir Integration im Zeitbereich und den Ver-
schiebungssatz.

Losung von Aufgabe 18.

e Losung mit Faltungssatz.

() = 1 fallst>0undt < At
o 0 sonst.
Dann ist
r(t—7) = 1 fallst—7>0undt—7 <At
- 0 sonst.
_ 1 fallst<tund7>t-— At
o 0 sonst.

Damit ist

gt) = / F(r)dr

—At
/OOO r(t— 1) f(r)dr

= (r=N)®)
o—e  R(s)F(s).

20



Mit

gilt damit
g(t) o—e ——F(s).

« Losung mit Stammfunktion. Sei f(t) eine Stammfuntion von f(t).

Dann gilt
o) = /t_Atf(T)dT
= f@t) - ft—Ab).
Mit
fiy o—e TV
ft)y o—e F(s)
f(t—At) o—e eiSAtﬁ’(s)
— e—sAt@
gilt
efsAt
- ()
_ 1—%3%(8)

Aufgabe 19. Zeigen Sie, dass die z-Transformation linear ist.

21



Losung von Aufgabe 19.

fe+gx o—e Z(fkngk)Z*k
k=0
o0

= St g

kO:OO .
= D iz FY gz )
k=0 k=0

=  F(z)+G(2)

oo

afp o—e Zaszfk

k=0

oo
- ey
k=0

=  aF(2)
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