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Ubungen zu Mathematik 3
mit Musterlosungen
Blatt 6

Aufgabe 1. Sei
[S(HI(E) = sin(f(t+1)).
Zeigen Sie, dass S zeitinvariant ist.
Losung von Aufgabe 1. Zu zeigen ist, dass
S(fe) = S

bzw.

fir alle ¢.

[S(I ) = sin(f(t+1))
= sm(f(tferl))
SOt —1)
[ (N)lz (@)

Aufgabe 2. Sei S(f) = h wobei h die Losung eines der folgenden Anfangswert-
probleme mit rechter Seite f ist.

e Sei
W +ah=f, h(0) = 5.

Zeigen Sie, dass S nicht linear ist.

e Sei
W +ah=f, h(0) = 0.

Zeigen Sie, dass S linear aber nicht zeitinvariant ist.

e Sei
h' +ah = f, h(—o0) = 0.
Zeigen Sie, dass S linear und zeitinvariant ist.

L6sung von Aufgabe 2. Sei

S(f) = h
S(fi) = m
S(f2) = ho



Linearitat und Zeitinvarianz bedeutet

S(fi+fo) = S(f1)+S(f)

Il
=
=
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>
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S(uf) = uS(f)

Il
<
>

S(f) = S
= h

o Aus der Annahme S(f) = h folgt
B +ah=f, h(0) = 5.
Wire die Bedingung S(uf) = uh erfiillt, wiirde gelten
(uh) + a(uh) = uf, (uh)(0) = 5.

Da aber h(0) =5 ist, ist (uh)(0) = 5u # 5.
e Aus der Annahme folgt

Wokah = f H(0)=0
h/l + ah1 = f17 hl(O) =0
h/2 +ahy = fo, hQ(O) =0.
Zu zeigen:
S(fi+fo) = hi+he
S(uf) = uh
bzw.
(h1 +ho) +alhy +ha) = fi1+ fo, (h1 +h2)(0) =0
(uh) +a(uh) = uf, (uh)(0) = 0.
Dies folgt direkt aus den Ableitungsregeln. Zeitinvarianz wirde hei-
Ben
S(f) = bk
bzw.
h% + ahg = ff, hf(O) =0.

Da h;(0) = h(—7) ist, ist diese Bedingung i.a. nicht erfiillt.

e Die Linearitdt zeigt man wie im vorigen Beispiel. Zeitinvarianz be-
deutet hier

(hp)' +ah; = fr,  hy(=00) =0.
Da S(f) = h gilt

B'(t) +ah(t) = f(t)



fir alle t. Folglich gilt auch

P(t—1)+ah(t—1) = f(t—1)

h(t—1) +ah(t—1%) = f(t—1)

(hy)'(t) + ahy(t) = f(t—1)
(he)' +ah; = f;.

Weiterhin ist

hi(—00) = h(—oco — t)

Aufgabe 3. Sei S ein System mit

[S(HIE) = tf).

Entscheiden Sie, ob S linear bzw. zeitinvariant ist und geben Sie jeweils
eine Begriindung. Schreiben Sie zunéchst auf, was Sie zeigen miissen.

Losung von Aufgabe 3. Linearitdt. Zu zeigen ist

S(f+g) = S(f)+S(9)
S(uf) = uS(f)

[S(F+9l(t) = Hf+9)@)
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(Sl (t) = tu

Zeitinvarianz. Zu zeigen ist
S(f) = S
Dies ist hier nicht der Fall:

[SUAI@) = tfi(®)

— (-
SO = S E—1)
— (- Df(t- D).



Aufgabe 4. Die Stromstérke am Ein- bzw. Ausgang eines Wasserrohrs sei f(t)
bzw. h(t). Das Rohr ist ein lineares, zeitinvariants System, d.h.

ht) = (fx9)®)

wobei g(t) die Impulsantwort ist. Angenommen, das Rohr ist verlustfrei,
d.h. das gesamte Wasser, das in das Rohr hineinflieft, kommt auch am
anderen Ende irgendwann wieder heraus. Welche Eigenschaft folgt daraus
fur die Impulsantwort?

Losung von Aufgabe 4. Die ins Rohr geflossene Wassermenge ist

/_ Z Ft)dt

Da kein Wasser verloren geht, muss dies gleich der Wassermenge am Aus-

gang sein, d.h.
[ fdt = / (f = g)(B)dt

Fiir den Spezialfall f(t) = 0(¢) gilt damit

1 = /O:og(t)dt.

Die Flache unter der Impulsantwort muss folglich 1 sein.

Aufgabe 5. Sei g(t) eine beliebige Funktion und

oo

Z (t —nT).

Damit setzt sich f(¢) aus unendlich vielen Kopien von ¢(t) zusammen, die
jeweils um T nach rechts verschoben sind.

Zeigen Sie zunéchst, dass fiir alle ¢ gilt

f) = ft=T) = g(t).

Fihren Sie dann auf beiden Seiten dieser Gleichung die Laplace Transfor-
mation durch und leiten Sie dadurch eine Formel her, wie man die Laplace
Transformierte F'(s) von f(t) berechnen kann in Abhéngikeit der Laplace
Transformierten G(s) von g(t).

Losung von Aufgabe 5.

fO)—ft-7T) = igt—nT th—T nT)
n=0
= igt—nT th— (n+1)T)
n=0
= igt—nT Z (t —nT)
n=0 n=1
= g(b).



Mit dem Verschiebungssatz gilt

fit—=T) o—e e *TF(s).
Aus der Gleichung

f@) = ft=T)=g(t)

wird nach der Laplace Transformation auf beiden Seiten

F(s)—e*TF(s) = G(s)
F(s)(1—e*T) = G(s)
F(s) = %.

Aufgabe 6. In einem System mit Eingangsfunktion f und Ausgangsfunktion
h bestehe folgender Zusammenhang:

/t hr)dr + W () = /: F(r)dr

— 00

« Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(s) und die Impulsantwort
g(t) dieses Systems.

e Priifen Sie Thr Ergebnis nach, indem Sie die Gleichung verifzieren fiir
F() = 8(t) und h(t) = g(¢).

Sie diirfen davon ausgehen, dass f und h eine Laplace Transformierte hat.

Losung von Aufgabe 6. Sei

Dann gilt

/_t h(r)dr o—e LH(s)

oo 5
K 1
[ s o—e SF(
o 5
t—1 o5
f(r)ydr o—e F(s).
o s
Im Bildbereich erhélt man die Gleichung
1 e’
EH(S) +sH(s) = S F(s)
H(s)+s*H(s) = e *F(s)
1
H = e ° F
() = e F)



Damit ist die Ubertragungsfunktion

1
G = ¢e°
(S) € 1 +52
Aus der Formelsammlung entnimmt man
- (1) sin (1)
— sin
1+ s2 7

und mit dem Verschiebungssatz erhdlt man die Impulsantwort
g(t) = o(t—1)sin(t —1).

Sei f(t) = 6(t) und h(t) = g(t). Dann ist die rechte Seite der Gleichung
t—1
(1) = olt=1)
und die linke Seite

/t h(r)dT + I/ (t)

— 00

= /t o(t —1)sin(r — 1)dr + 6(t — 1)sin(t — 1) + o(t — 1) cos(t — 1)

—0o0

= o(t—1) /lt sin(7 — 1)d7 + o(t — 1) cos(t — 1)

— o(t— 1)([— cos(r — 1)]! + cos(t — 1))
= o(t—1)(—cos(t—1)+1+cos(t—1))
= o(t—1).

Aufgabe 7. Fir Funktionen f(t), die an der Stelle ¢ = 0 einen Sprung haben,
gilt fir die Ableitung im Zeitbereich

o(t)f(t) o—e F(s)
o(t)f'(t) o—e sF(s)—f(07)
wobei f(07) der linksseitige Grenzwert von f(t) bei t = 0 ist, d.h.

JO07) = lim f(—2).

Lesen Sie die Begrindung im Skript nach! Berechnnen Sie die Losung des
Anfangswertproblems

ffe)+ft) = o), f(07)=5

mit Hilfe der Laplace Transformation fiir ¢ > 0. Uberlegen Sie sich, wie
eine Losungsfunktion der DGL auf ganz R aussehen muss. Setzen Sie Thre
Losungsfunktion in die DGL ein und verifzieren Sie das Ergebnis.



Losung von Aufgabe 7. Multiplikation der DGL mit o(¢) auf beiden Seiten
ergibt

o) f'(t) + o) f(t) = o).
Sei
o(t)f(t) o—e F(s).
Durch Laplace Transformation wird aus der DGL

sF(s) =5+ F(s) =
F(s)(s+1) = 6

F(s)

s+1°
Mit
1

s—a

——o o(t)e™

gilt im Spezialfall a = —1

1
o o(t)e "
s+ 1

Mit der Linearitét gilt
6
s+1

—t

—0 G6o(t)e

Damit ist
at)f(t) = 6o(t)e .

Da f(07) = 5 und f(0) = 6, hat die Funktion an der Stelle ¢ = 0 einen
Sprung von 5 auf 6, was zu einem Impuls bei f’(¢) bei t = 0 fiihrt. Die
Losungsfunktion, die fiir alle t € R gilt, ist somit

J) = (G+olt)e.

Verifikation.
fiit) = o6@t)e™ = (B+at)e
= 6t)—B+oa)e "
FO)+ 1) = 6t)—G+a)e™ +(5+a(t))e”
= 4(b).

Aufgabe 8. In dieser Aufgabe wird der Zusammenhang zwischen analoger und
diskreter Faltung hergestellt. Durch Multiplikation von f und g mit der
Kammfunktion erhdlt man die Impulsziige von Abtastwerten

f&) = fOp) = Y fedt—0)

{=—00
oo

gw(t) = gtp(t) = Y gub(t—Fk)

k=—o00



Zeigen Sie, dass die Faltung dieser Impulsziige wieder ein Impulszug er-
gibt, dessen Impulse durch diskrete Faltung der Abstastwerte von f und
g berechnet werden kénnen, d.h.

(forgp)t) = Y hpd(t—k)
k=—o0
wobei

hy = Z fegr—e

l=—00

die diskrete Faltung der Abtastwerte von f und g ist.

analoge Faltung

Ip> 9p Io* 9p
Starke des Stérke des
k-ten Impulses k-ten Impulses
frs gk (f *9)k

diskrete Faltung

Hinweis: Sie miissen im Beweis die Linearitat der Faltung nutzen. Weiter-
hin bewirkt die Faltung mit einem verschobenen Dirac Impuls eine Ver-
schiebung. Konkret gilt

St—0)*3(t—k) = d(t—k—1).

Losung von Aufgabe 8.

(fpxgp)(t) = (Z flé(t_€)> * ( Z gké(t—k‘)>.

{=—00 k=—o00

Linearitat der Faltung ergibt

i feo(t —0) < i gké(t—k)>.

{=—o00 k=—o00

Nochmalige Anwendung der Linearitdt ergibt

DD (fed(t—0) = (grd(t — k).

l=—00 k=—00

Da f; und gj konstante Faktoren in der Faltung sind, erhélt man

oo

Do D fegn(S(t—0) 8t — k).

{=—o00 k=—00

Die Faltung der beiden verschobenen Dirac Impulse l&dsst sich vereinfachen:

SN et —k—0) = > " foged(t — (k+0)).

{=—00 k=—o00 {=—00 k=—00



Substitution in der inneren Summe.
u = k‘ —|— E’ k =Uu— E.
Damit erhalt man
SN feguid(t—u)
f=—00 u=—00
Substitution u = k ergibt
> D fegr-id(t—k).
b=—00 k=—00

Vertauschung der Reihenfolge der Summen ergibt

i i fegr—e0(t —k) = i ( i fggk_g> 5t —k)
k=—00l=—00 k=—00 \f=—o00
= i hid(t — k).

k=—o0

Aufgabe 9. Zeigen Sie, dass fir alle n € N mit n > 1 gilt

n—1
Z 627rjk/n = 0.
k=0
Gehen Sie von
S = e?ﬂ’jO/n +62ﬂjl/n 4o +e27rj(n71)/n

aus, multiplizieren Sie beide Seiten mit e2™/" subtrahieren Sie die Glei-
chungen und 16sen Sie nach S auf.

Losung von Aufgabe 9. Multipliziert man beide Seiten mit e2™7/™ erhélt man
S = e27rj0/n + 6271'j1/n + 627rj2/n o+ eQTrj(n—l)/n
6271'j/nS _ 6271']'1/71 + 6271'j2/n o+ 627rj(n71)/n + 627rjn/n.

Subtrahiert man beide Gleichungen, erhilt man

G _2milng —  G2mi0/n _ 2min/n
= 1-1
=0

S(1—e¥™/my = .

Aus n > 1 folgt €277/ % 1 und folglich S = 0.

Aufgabe 10. Berechnen Sie fiir beliebiges a € C die z-Transformierte von

fr = ora®™ T,



Losung von Aufgabe 10. Ausgehend von der bekannten Korrespondenz

& z
Ora o—e
z—a
folgt mit dem Dampfungssatz
O’ka2k = Jkak ak
z/a
o—e
z/a—a
z
z—a?’
Mit der Linearitét gilt
Jka2k+1 = aaka%
az
z—a?’

Man hétte die Aufgabe auch ohne Dampfungssatz 16sen kénnen:

2k = k

aor(a?)
z

Ok

o—e g—0
z—a?
az

z—a?

Aufgabe 11. Berechnen Sie die Summe

S = i ka®.
k=0

Sie diirfen die Existenz der Summe voraussetzen. Hinweis: Zeigen Sie
zunéchst, dass

S—aS = iak.
k=1

Losung von Aufgabe 11. Aus

S = ikak
k=0

folgt

aS = aikak
k=0

oo

E kak:+1
k=0

00

= Z(k —1)a".

k=1

10



Damit gilt

S—aS = ikakfi(kfl)ak
k=0 k=1
= ) (k—(k—1))d*
k=1
= 3 a®.

Folglich ist

Sei nun

k=1

al = Zak

T(l—a) = a

Damit ist

(1—a)*
Aufgabe 12. Berechnen Sie die z-Transformierte der Folge
fk::<1)17O7O’171)O707"'>7

d.h.
fo=fi=1, fo=f3=0, [frpa=fifirkeNy.

L6sung von Aufgabe 12.

o0

kaz_k

k=0
2704271
sh g 5

28 + 279

F(2)

+ o+ +

Q+z 1+ +2784..).
S

11



Mit

S = 14244284
2748 = PR
S(1— 271 1
1
S —
1—2z4
gilt
14271
F =
(2) 1—z4
B A48
24

Aufgabe 13. Die Folge fj sei definiert durch

fo =1
fi = 3
fev2 = for1— [ fir k>0

und f, =0 fir k < 0.

e Berechnen Sie die z-Transformierte von f; anhand der gegebenen
Rekursionsgleichung mit Hilfe des Verschiebungssatzes.

o Berechnet man die ersten Werte fiir fj, stellt man fest, dass es sich um
eine periodische Folge handelt. Berechnen Sie die z-Transformierte
von fi mit Hilfe der Formel fiir periodische Formeln.

o Die beiden Ergebnisse sehen zunéchst unterschiedlich aus. Wie kann
man verifizieren, dass beide Ergebnisse gleich sind? Sie miissen das
nicht “von Hand” machen sondern koénnen auch einen Rechner ver-
wenden.

Losung von Aufgabe 13. Aus der Rekursionsgleichung folgt

Okfi+2 = Okfi+1 — orfr fir alle k.
Sei
opfr, o—e F(z).
Dann gilt
okfirr = z2(F(z)=fo) = 2F(z)—=
Opfere = 22(F(2)—fo— fiz™') = 2°F(2) -2 -3z

Im Bildbereich gilt damit

2PF(2) =22 =32z = 2F(2) —z—F(2)
F(2)(22—241) = 22422
2%+ 22
F(z) = T2
(2) 22—z+41

12



Berechnet man die ersten Abtastwerte von f; erhalt man die periodische
Folge

fk = <1,372a_17_3a _27 17372a"'>
mit z-Tansformierter

284325 49224 — 23 322922
26 —1 '

F(z) =

Um die Ergebnisse zu verifizieren, muss man zeigen, dass

28 4325 4224 — 23 322 -2z _ 22 4+ 22
26 —1 T2 241
2543244223 —22-321 -2 _ z+2
26 —1 22— z41
bzw.
(2543224228 22 =322 —2) (22 —2+1) = (2+2)(2°-1)

Die naheliegende Moglichkeit ist, die Polynome auszumultiplizieren und
die Koeflizienten zu vergleichen. Da es sich um Polynome vom Grad 7 han-
delt, konnte man aber auch Funktionswerte auf beiden Seiten vergleichen.
Stimmen zwei Polynome vom Grad 7 an 8 verschiedenen Stellen {iberein,
miissen sie gleich sein.

Beim Polynom auf der rechten Seite erkennt man reelle Nullstellen bei
z = —2,1,—1. Spaltet man diese mit Polynomdivision ab, erhalt man

(z+2)(25-1) = +2)(z-DE+1)E+22+1).

Da die linke Seite die selben Nullstellen haben muss, kann man auch hier
mit Polynomdivision abspalten und erhélt

(2543224223 — 22 - 321 — (22— 2 +1)
= +2E-DE+D)E2+24+1).

Kiirzt man die Linearfaktoren auf beiden Seiten, bleibt zu zeigen, dass

(PHz+D(E2—241) = 2442241
(P H1+2)(22+1-2) = 22+224+1
(241222 = 2422 +1

Im letzten Schritt wurde die dritte Binomische Formel angewandt. Nun
muss man die linke Seite nur noch mit der ersten Binomischen Formel
ausmultiplizieren.

Aufgabe 14. Sei fi eine n-periodische Folge, d.h.
fean = fr firalle k>0.

Zeigen Sie mit Hilfe des Verschiebungssatzes dass dann

ZTL

n n—1

z _

F(z) = _1§ fez "
k=0

13



L6sung von Aufgabe 14. Multipliziert man beide Seiten mit oy, erhilt man

Ok fien = oifr firalle k.
Sei
orf o—e F(z).

Dann gilt mit dem Verschiebungssatz

n—1
Ok fitn O—® 2" (F(Z) -3 sz_k>
k=0

n—1
= ZZ"F(z)-2" z frz 7k

k=0

Im Bildbereich gilt damit
n—1
2"F(z) — 2" Z frz ™ = F(2)
k=0
n—1
F(z)(z"—-1) = 2" Z fez "
k=0

z

n n—1
F(z) = T Z fez k.
k=0

AL

Aufgabe 15. Berechnen Sie die z-Transformierte der Folgen

fk = Jkak
g = op_ok2k.

Bringen Sie die Ergebnisse auf einen Bruch ohne negative Exponenten.

Losung von Aufgabe 15. Aus der Formelsammlung entnimmt man

z

2k o0—e
Tk z—2

Damit ist

14



Weiter ist

g = fr—f(0)o — f(1)0r—1
= [k =20k
2z
o—e 7(,2—2)2 — 2z 1
2z 2
T z-22 2
222 —2(z—2)2
B 2(z —2)?
222 — 2224828
z2(z —2)2
z—1
- 8z(z —2)2

Aufgabe 16. Berechnen Sie die z-Transformierte der Folge
fe = kog_1cos(2k—1).
Vereinfachen Sie das Ergebnis so dass die Zahl j nicht darin auftritt.
Losung von Aufgabe 16.
cos(2k —1) = re(e!?FY)
= Leger-n 4 mieno)
= %(e”keﬁ + efgjkej)

Aus der Formelsammlung entimmt man

und damit

1 . .
o cos(2k —1) o—e ( ey 2_2j69>

Mit der Korrespondenz

kf, o—e —2F'(2)

15



folgt

ko, cos(2k — 1)

o—e —

NN N W

ed(z—e )2 +ei(z— e2j)2>
((z —e¥)(z —e72))?

<6j(2:2 —2ze Y f e ) 4 e7I(2% — 22e% + 64j>

(22 +1— z(e7% + e27))?
22(el +e ) —2z(e7T +el)+ e 3 e >
(22 4+ 1 — z(cos(—2) + jsin(—2) 4 cos(2) + jsin(2))?
222 cos(1) — 222 cos(1) + 2 cos(3))
(22 +1 — 2z cos(2))?
3 cos(1) — 222 cos(1) + z cos(3)
(22 +1—2zco0s(2))?

WM NN NN

]fo’kfl = ]ﬂdk
fiir alle &, folgt

23 cos(1) — 222 cos(1) + 2z cos(3)

ko1 cos(2k — 1) (22 + 1 — 2z cos(2))2

Aufgabe 17. Sei S ein System, das eine Folge f wie folgt transformiert:

Sk = {f2 fiir k =0

frx  sonst.
bzw.

S(<f07f1af27f37"'>) = <f27f17f27f37f43"'>‘

e Berechnen Sie die Impulsantwort von S.

o Ist S linear? Ist S zeitinvariant? Geben Sie eine kurze Begriindung.
Losung von Aufgabe 17. Die Impulsantwort ist

S(8) = (0,0,0,0,...)

16



S ist linear, da fur alle k gilt

(f+g) furk=0
(f+9)r sonst.
fot+go furk=0
fk + gr  sonst.
fir k=0 go firk=0
sonst. gr  sonst.
W + [S(9)i
2 firk=0

(o =t
{

str+al = { |

[S(af)ly,
fuir k=0

sonst.
_ fir k=0
o fk sonst.

alS(f) -

Folglich gilt

S(f+g) = S(f)+5(9)
S(af) = aS(f).
S ist nicht zeitinvariant.

e Wenn man f textuell durch durch f_; in

fuir k=0

sonst.

_ fo
st = { F
ersetzt, erhalt man

se-nl, = {8 o

k
[ fyp fir k=0
o fi_j sonst

—~~

e Wenn man k textuell durch k — k in

st = { I h=O

fr  sonst.

ersetzt, erhdlt man

see = { £ a0
B f2 fiir k = k
o fi_p  sonst.

17



Damit ist
[S(f_i)]), # S(i
fir k=0 und k = k. Folglich ist

S(f_p) #S() i

Es macht also einen Unterschied, ob man zuerst die Folge f verschiebt und
dann durch das System abbildet oder zuerst f durch das System abbildet
und danach verschiebt.

Aufgabe 18. Sei S ein System, das eine Folge f transformiert durch
[S(He = kfw,
d.h.

S((fo, frs fos f3--)) = (0, f1,2f2,3f3,...))

e Berechnen Sie die Impulsantwort von S.

o Ist S linear? Ist S zeitinvariant? Geben Sie eine kurze Begriindung.
Losung von Aufgabe 18. Die Impulsantwort ist
S = (0,0,0,...).

S ist linear, da

S(f+9k = k(fu+gx)
= kfy+kgx
= S(f)r+S(9)k
= (S(f)+S(9)k
S(af)k = kafk
= akfi
= aS(f)k
= (aS(f)k
S ist nicht zeitinvariant. Ersetzt man f durch die um k verschobene Folge
fA—IAc in
SNk = kfe
erhalt man
[S(f_i], = k(f_pe
= kfi_p
Dies ist das Ergebnis wenn man f zuerst verschiebt und dann durch S
abbildet.

18



Andererseits ist

S = k=k)f_j

Dies ist das Ergebnis wenn man zuerst f durch S abbildet und dann
verschiebt.

Damit ist

bzw.
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