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Ubungen zu Mathematik 3
mit Musterlosungen
Blatt 7

Aufgabe 1. Seien dy,...,a, € R™ linear abhéngig, b€ R™ und

leer oder unendlich ist.

Sie diirfen alle in der Vorlesung gezeigten Theoreme verwenden.
Losung von Aufgabe 1. Zu zeigen:
L = (0 oder L ist unendlich.
Dies ist dquivalent zu der Aussage
L # ) — L ist unendlich.

Annahme: L # (.
Zu zeigen: L ist unendlich.
Da L #  existiert ein & so dass

AT = b

Da dy,...,d, linear abhénig ist, gibt es eine nichttriviale Darstellung des
Nullvektors als Linearkombination dieser Vektoren bzw. ein &y # 0 so dass

Az, = 0.

Damit ist jeder Vektor T+ cfo mit c € R beliebig eine Losung des LGS
AZ =b:

A(Z+ciy) = AT+cAZ, = b+0 = b
Folglich hat die Menge I unendlich viele Elemente.
Aufgabe 2. Das LTI System S mit
Sy = f

ordnet jeder auf ganz R differenzierbaren Funktion ihre Ableitung zu. Ist
S injektiv?



Losung von Aufgabe 2. S ist nicht injektiv. Sei z.B.
i) =
f2(t) = 2+1
Dann ist fl 7é f2 aber S(fl) = S(fg)

Aufgabe 3. Losen Sie das Anfangswertproblem
fr)y=sf/t)+2ft)y=e", fO7)=1, f(07)=0
fir ¢ > 0 durch Laplace Transformation.
Losung von Aufgabe 3. Mit
f'(t) o—e $*F(s) = sf(07) = f'(07) = s°F(s) —s
ft) o—e sF(s) = f(07) = sF(s) -1
f(t) o—e F(s)

i 1
e o—e
s+1

ist die DGL im Frequenzbereich

1
2F(s) — s —3(sF(s) — 1) + 2F =
s°F(s) — s = 3(sF(s) — 1) + 2F(s) o}
1
F(s)(s* — 2) = —
(s)(s* —3s+2) 5+1+s 3
s2—25—2

F&) = a3 =842

Die Nullstellen von s? — 3s + 2 sind s; = 1 und s = 2. Damit ldsst sich
der Nenner faktorisieren und es gilt

s2—25—2
(s+1)(s—1)(s—2)

F(s) =

Partialbruchzerlegung liefert

s2—2s—2 c1 Co c3
= + + .
(s+1)(s—=1)(s—2) s+1 s—1 s-—2

Koeffizientenvergleich ergibt

$2—-25—2 i 1
- 2 & e rs— —
“ -1(s—2) °
= 1/6
s2—25—2
ca TFICED) ir s
= 3/2
2 _ _
o = S TT2
(s+1)(s—1)
= —2/3.



Damit ist

i R
— ]
e (t) i R i Uq(t)

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird eine Eingangsspannung u.(t) angelegt. Der
Kondensator ist zu diesem Zeitpunkt entladen. Leiten Sie eine Formel
fiir ue(t) in Abhéngigkeit von wu.(t) her unter Verwendung der Laplace
Transformation. Sei nun

uo(t) = { cos(t) furt>0

0 firt <0
Berechnen Sie u,(t). Fir den eingeschwungenen Zustand, d.h.
ue(t) = cos(t) fir alle ¢

liee sich uq(t) einfach mit komplexer Wechselstromrechnung bestimmen.
Vergleichen Sie die beiden Ergebnisse fiir grole Werte von ¢ wenn sich das
System eingeschwungen hat.

Losung von Aufgabe 4. Fir die Ladung des Kondensators gilt
q(t) = Cuq(t).
Durch Ableiten erhdlt man die Stromstérke
i(t) = Cul(t).
Die Spannung am Widerstand ist

ur(t) = Ri(t)
= RCu,(t).

Aus der Maschenregel erhélt man

ue(t) = ugr(t) +uq(t)
= RCu,(t) + uq(t).



Laplace Transformation ergibt
Uec(s) = RCO(sUu(s) — uq(0)) 4+ Uy(s).
Da der Kondensator zum Startzeitpunkt entladen ist, gilt

Ue(s) = RCsUu(s)+ Uu(s)
Ua(s)(RCs +1).

Auflésen nach U, (s) ergibt

1
RCs+1°
——
H(s)

Uas(s) = Ue(s)

Riicktransformation der Ubertragungsfunktion

1
H = @ —
() RCs+1
B 1 1
- DO . 1
RC s + RC
1
— e—=O t
- o(t)
1 — e e_t/(RC)U(t)
s+ RC
1 1 L _i/roy
— —oO t
RCs + RC* ot
Damit ist die Impulsantwort
1 _
ht) = p5e t(RC) 5 (1),

Riicktransformation von U, (t) mit dem Faltungssatz

Uas(s) = U(s)H(s)
Ug(t) = uel(t) * h(t)

- /OO (Tt — 7)

— 00

e 1
= / ue(T)ﬁ e/ EO (¢ — 1Ydr

— 00

1 t
= ﬁe*t/(Rc)/O ()™ ) dr.

Mit

ue(t) =

cos(t) firt>0
0 firt <0



gilt

Uq(t)

1 t
ﬁe_t/(RC) /0 cos(r)e™ F) dr

L —ro / b i (RO)
fTok ; re(e’")e dr

1 b
ﬁe_t/(RC)re (/0 e]TeT/(RC)dT>

t
1 o), ( / eT<1/<RC>+j>dT>
0

RC
Loy, (1 {er<1/<RC>+j>r)
RC e+ 0
1 ,
—t/(RC) t/(RC)+jt) _
¢ 1”e<1+ch (e 1))

1 .
b (e —ro)
re <1 T jRC (e € ))

H% re (1= jRC) (cos(t) + jsin(t) — e~/ )

ﬁ (Cos(t) — e /(RO 4 RC sin(t))

Fiir grole Werte von ¢ gilt

e /O 0

und damit erhalt man im eingeschwungenen Zustand

Mit

cos(t) + RC'sin(t)
ua(t) = 1+ R2C?

ue(t) = cos(t) fir alle ¢

kann man komplexe Wechselstromrechnung anwenden. Demnach erhélt



man folgende komplexe Zeiger fiir Spannungen und Stréme
ue(t) = €t

i(t) = 1

ug(t) = i(t)—

ue(t) 1
R+ j% jC
ue(t)
1+ jRC
ue(t)(1 — jRC)
1+ R2C?
eft(1 - jRC)
1+ R2C?
(cos(t) + jsin(t))(1 — jRC)
1+ R2C? '

Der Realteil hiervon ist

cos(t) + RC'sin(t)
1+ R2C?

uq(t) =
und ist damit identisch mit dem o.g. Ergebnis.
Aufgabe 5. Seien
fr = (1,2,3,0,0,0,...)
g = (5,3,1,4,0,0,0,...)

zwei endliche Folgen, d.h. Folgen mit nur endlich vielen Gliedern ungleich
Null.
o Berechen Sie die Folge hy = (f * g)i durch Faltung.

o Berechnen Sie die z-Transformierte F(z), G(z) und H(z) von fi, g
und hy.

o Multiplizieren Sie F'(z) und G(z) indem Sie die Klammern auflésen
und Summanden mit gleichem z-Faktor zusammenfassen. Das Er-
gebnis muss gleich sein wie die in der vorigen Teilaufgabe berechnete
Funktion H(z).

Losung von Aufgabe 5. Durch Faltung erhélt man
hi = (5,13,22,15,11,12,0,0,0,...)

Die z-Transformierten sind

F(z) = 14227143272
G(z) = 5+32 42244273
H(z) = 5413271422272 41523 + 11274 +1227°



Multiplikation der z-Transformierten ergibt

F(2)G(z) = (1+2:"43272) (54327 +272+4277)
= 543z 422442734
2,71 (5 +327 42724 4z_3) +
3272 (5 +327 42724 4z_3)
= 5432142244273+
10271 +6272 4227348271+
1527249273 4+ 3271 4 1227°
= 5413271422272 41520 + 11274 412275,

Aufgabe 6. Die Funktion
f(t) =o(t)sin(t)
wird zu den Zeitpunkten kAt, k € Z abgetastet. Die Abtastwerte sind die
Folge
fr = f(EAD).

Berechnen Sie die z-Transformierte von fi. Um zu einer geschlossenen
Formel zu kommen, miissen Sie die Sinus Funktion durch komplexe e-
Funktionen darstellen. Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

Losung von Aufgabe 6.

sin(t) = % (e7t — eIt

fr = [(kA?)

_ Uki (6jkAt _ efjkm)
2j

Mit der Korrespondenz

k Z
OrQ o—e
zZ—a
erhilt man
. . k
O_kejkAt _ ok (ejAt)
o—e z
z — eJAt
und
i N
ore JjkAt _ ok (6 jAt)
o—e z
z — e~ JAt



Mit der Linearitat der z-Transformation folgt somit

1 z z
Flz) = 2j (z—ejAt - z—e—jm)

z (z—e 7B — (z - P

2§ (2 — edBt)(z — e—IAL)
QIO _ —iAt

z

2j 22 — z(e~IBt + eiBY) 4 1
zsin(At)

22 — 2zcos(At) + 1

Aufgabe 7. Die Funktion
f(t) = o(t)tsin(t)
wird zu den Zeitpunkten kAt, k € Z abgetastet. Die Abtastwerte sind die
Folge
e = f(kAD).
Nutzen Sie das Ergebnis der vorigen Aufgabe und die Korrespondenz
kfy, o—e —2F'(2)
um die z-Transformierte von fj zu bestimmen.
Losung von Aufgabe 7. Die Folge der Abtastwerte ist
fk = O kAt sin(kAt).
In der vorigen Aufgabe wurde gezeigt, dass

zsin(At)
22 — 2z cos(At) +1°

sin(kAt) o—e

Damit gilt

. zsin(At) '
ksin(kAt) o—e —z <z2 — 2z cos(At) + 1>

22 — 2zcos(At) + 1 — 2(2z — 2 cos(At))
(22 — 2z cos(At) + 1)2
—22 + cos(At)(—2z + 22) + 1
(22 — 2z cos(At) + 1)2
2(2? — 1) sin(At)
(22 — 2z cos(At) +1)2°

= —zsin(At)

= —zsin(At)

Folglich ist

fo = kAtsin(kA?)
2(22 — 1)Atsin(At)
(22 — 2z cos(At) +1)2°




Aufgabe 8. Berechnen Sie die inverse z-Transformierte von

z

22 -1

F(z) =

Losung von Aufgabe 8. Partialbruchzerlegung.

z _ z
2—-1  (z=1)(z+1)
. C1 C2
Coz—1 z+1
z = caz+1)+e(z-1)

Spezialfall z = 1 liefert

1 = 261
a = Yo
Spezialfall z = —1 liefert
-1 = 7262
g = 1l
Damit ist
1/2 1/2
F = .
(z) z—1 + z+1
Riucktransformation.
z
—O Ok
z—1
1
&—O Op—1
z—1
o o(—1)*
z4+1
1
- 0O _ 71 k—1
z+1 Tk 1( )

= 70’k_1(71)k

F(z) o0 1201 (1— (~1)¥)
= Yol - (1))
= (0,1,0,1,...)

Aufgabe 9. Beim Ubergang von der Laplace- zur z-Transformation wurde die
Laplace Transformierte von

) = ft)p(t)

berechnet. Aufgrund der Ausblendeigenschaft héngt f,(¢) nur noch von
den Abtastwerten f; ab und es entsteht die z-Transformierte von fi. In



dieser Aufgabe wird untersucht, was geschieht, wenn das Abtastintervall
At sehr klein wird. Sei nun

p(t) = At > 5(t—kAt)
k=—oc0
ein Impulszug, dessen Impulse Abstand At haben und Starke At.

o Berechnen Sie die Laplace Transformierte Fj,(s) von f(¢)p(t) in Ab-
héngigkeit von At.

o Zeigen Sie, dass wenn die Impulse sehr nahe zusammenliegen, d.h.
At sehr klein ist, F,(s) in die Laplace Transformierte F(s) von f(¢)
iibergeht.

o Fir kleine At gilt somit

und damit im Zeitbereich

fpt) ~ f(b).

Andererseits sehen f(¢)p(t) und f(t) ja vollig unterschiedlich aus. In
welchem Sinn kann man trotzdem sagen, dass sie auch im Zeitbereich
dhnlich sind?

Hinweis:
e Verwenden Sie eine Hilfsfunktion
gty = f(t)e™™

« Die Flidche unter g(t) ldsst sich durch eine Summe von Rechtecken
der Hohe g(kAt) und Breite At approximieren:

o0

/OO g(t)dt = Z g(kAt)At  falls At klein.
—oo k=—o0
L6sung von Aufgabe 9.
o Berechnung von F(s).
fpt) = f(HAL i o(t — KAL)
k=—o0
= At i F@®)(t — kAL)
k=—o0

= At f: F(EAL)S(t — kAL

k=—o00

o—e At Y f(kAt)eFA!
k=—o00

= Fp(s).

10



o Mit

gilt

Q

/ g(t)dt falls At klein

— 00

= /_OO f(t)e stdt
= F(s).

o Die Fliache unter f(p)p(t) und f(¢) ist ndherungsweise gleich grof.
Falls At gegen Null geht, gilt dies auch fiir sehr kleine Intervalle.
Aufgabe 10. Berechnen Sie die inverse z-Transformierte f;, der Funktion

z

e =e-y

mit Partialbruchzerlegung. Vereinfachen Sie den Ergebnisterm so weit wie
moglich. Sie diirfen alle Korrespondenzen der Formelsammlung benutzen.
Losung von Aufgabe 10. Ansatz:

z €1 C2 c3
(z4+2)(z—-1)2  z+2 z-1 (2-1)2

Fiir die Koeffizienten gilt

z

g = o1 fur z = -2
= -2/9

c3 = 2—7—2 firz=1
= 1/3.

Um ¢y zu berechnen, kann man ¢; und c3 einsetzen und einen beliebigen
Wert fiir z wahlen. Mit z = 0 erhélt man

0 = —1/9—cy+1/3
Cy = 2/9.
Damit ist

2/9  2/9 1/3
242 z—1 0 (z—1)2

11



Mit den Korrespondenzen

1 _
212 ° ° ok (-2
1
z—1 *° k-1
1
o 0 ol

gilt
e = ok (—3(—2)’“1 + g + %(k - 1))
Y
- o (S

%(G?k+§—;>

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass

(-2 k1
2_Z = 0
9 + 3 9
fiir Kk = 0 und es folglich egal ist, ob man mit ox_; oder mit o multipli-

ziert.

Aufgabe 11. Sei
fu o—e F(z)

und
g = ke f.

Berechnen Sie G(z) in Abhéngigkeit von F'(z).

Losung von Aufgabe 11. Aus

a” fro—eF(z/a)
folgt
% f,, o—e F(z/e).
Mit
ki o—e —2 0 F(:)
k ZdZ z
folgt
ke f,, o—e —ziF(z/e“)
dz
= fziF'(z/ea)



Aufgabe 12. Zeigen Sie, dass
b b—k
few = D fe
l=a l=a—k

Losung von Aufgabe 12. Schreibt man die Summen aus, erhélt man

b
Zfefk = fak+ far1-k + faro-k + ...+ foi
l=a

= fo-k + fa—kt1 + fa—pg2 + ...+ fook

b—k
= > I

{=a—k

Aufgabe 13. Sei g eine beliebige Folge.

e Zeigen Sie, dass
k
Z ge = (o*g) fir alle k.
{=—o0

e Berechnen Sie hiermit und unter Verwendung des Faltungssatzes die
z-Transformierte der Folge

k
fk- = astin(f).
£=0

Sie miissen das Ergebnis nicht vereinfachen.
Losung von Aufgabe 13.
e Mit der Definition der diskreten Faltung gilt
o0
(Cxgk = > okt
{=—0c0

Da o_y = 0 falls £ > k vereinfacht sich dies zu

o] k
Z Ok—tQe = Z Ok—tde

f=—o0 l=—c0

k
Z ge-

l=—00

o Mit

gr = ogsin(k)

13



gilt
k

fk = O'ké sin(f)
£=0
k

= Z o sin(f)

f=—o00

k
= > w
l=—0c0
= (0*9)g-
z-Transformation von oy und gg.

o O—e

opsin(k) = op—(e?F —e7IF)

1 z z
o—e — — .
27 \z—¢€J z—eJ

Mit dem Faltungssatz gilt daher

z 1 z z
fi o—e — - — - .
z—1)2j\z—el z—eJ

Aufgabe 14. Berechnen Sie die z-Transformierte der Folge

0 fallsk<0
fi = 2 fallsk=35
1 sonst.

Losung von Aufgabe 14. Die Folge f; kann als Summe von zwei Folgen ge-
schrieben werden:

fre =0k + g
wobei
|1 fallsk=5
9 =13 0 sonst.
Mit
o—e z
o
k z—1
gk) o—e Z_5
folgt
z 1
O . T .
I z—1 25

14



Aufgabe 15. Berechnen Sie die z-Transformierte der Folge
fk = 0']61620,1c

Losung von Aufgabe 15. Es gilt

k: Z
OrLa o—e

zZ—a

Mit Ableitung im Bildbereich erhélt man

li
z
Ukkak o—e —z
z—a

_ (z—a)—z
(z—a)?
T (-ap

akkzak o—e ( G 2>
(z—a)
2

. a(z —a)® — 2za(z — a)

(z—a)t
a(z —a) — 2za
(z—a)?
za(z + a)
(z—a)?

= -z

Aufgabe 16. Sei
Berechnen Sie die z-Transformierte von k3 fy.
Losung von Aufgabe 16. Es gilt
kfy, o—e —zF'(2).
Nochmalige Multiplikation mit & im Zeitbereich fithrt zu
K fy o—e —z(—2F'(2))
= —z(=F'(2) = 2F"(2))
= 2F'(2) + 22F"(2).
Nochmalige Multiplikation mit & im Zeitbereich fithrt zu
Ef, o—e —z(2F'(2)+ 2°F"(2))
= —2(F'(2) + 2F"(2) + 22F"(2) + 22F"'(2))
= —2(F'(2) +32F"(2) + 22F"(2))
= —2F'(2) = 32°F"(2) — 22F"(2).

Aufgabe 17. Zeigen Sie, dass fiir alle k, m gilt
Ok—mfe = Ok—mfm-
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Losung von Aufgabe 17.

O] 0 falls k #m

= 5k—mfm~

Aufgabe 18. Zeigen Sie mit Hilfe der z-Transformation, dass

{ fm fallsk=m

f,_;;*g.—m = (f*g)_(,%+m)

Losung von Aufgabe 18.

= (F(x)G(z))z" "™
&—o0 (f *g),_(fg.t,_m)'
Aufgabe 19. Sei S ein kausales LTI System mit
S((1,4,-2,0,0,...)) = (2,9,—1,-6,2,0,0,...).

Berechnen Sie die Impulsantwort g von S. Losen Sie die Aufgabe einmal
im Zeitbereich und einmal mit dem Faltungssatz und Polynomdivision.

L6sung von Aufgabe 19.
e Losung im Zeitbereich. Da S kausal ist, gilt

S

ka,ggg fur alle &
=0

= frgo + fr—191 + fr—292 + ...

Damit erhélt man die Gleichungen

2 = lgo

9 = 4go+ 1
-1 = =290 +4g1 + 192
-6 = 291 +4g2 + 193

= —2go+4gs+ 1g4
= —2g3+4gs+1gs5

Losen einer Gleichung und Einsetzen in die néchste liefert

go = 2

g = 9-8 =1

g = —-1+4-4 = -1
g3 = —6+24+4 =20
g = 2-240=0
g5 = 0+0-0 =0
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Damit ist
g = (2,1,—-1,0,0,...).
Losung mit z-Transformation. Aus

S(f) = fxg

folgt mit dem Faltungssatz

2492 22— 623 +22* = (1+42-22°)G(2).
Damit ist
e
Polynomdivision ergibt
G(z) = —22+2+2

Riicktransformation ergibt

G(z) e—o (2,1,-1,0,0,...).
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