Heilbronn, den 5.5.2025 Prof. Dr. V. Stahl

Ubungen zu Mathematik 3
mit Musterlosungen
Blatt 9

SS 25

Aufgabe 1. Berechnen Sie eine Stammfunktion von

X

Mo = mgyr

Losung von Aufgabe 1. Faktorisierung des Nenners.

?-224+1 = (z—-1)~4
Ansatz
T C1 C2
(x—1)2 ;v—lJr(x—l)Q
x = c(x—1)+c
x c1x +cy —C1
Damit ist
c; = 1
Cy = 1
und
1 1

T 1 (o1
F) = Wz —1)— —

-1

Aufgabe 2. Berechnen Sie die Laplace Transformierte der Funktion

1 fallso<t<1
g(t):{ -

0 sonst.

Berechnen Sie dann die Laplace Transformierte der Rechteck Schwingung

o {1 flsk<<kilfick=0.2.46..
1 0 sonst.

Hinweis: Es gilt f(t) — f(t — 2) = g(¢) fir alle t.



Losung von Aufgabe 2.

Sei
ft) o—e F(s).
Mit dem Verschiebungssatz gilt
f(t—2) o—e e 2 F(s).
Damit ist
g(t) = f(t) = f(t—2) o—e F(s)(1—e ) =G(s).
Folglich ist

G(s)
F = —
(S) 1 —e2s
- 1—e7°
 s(1 —em2s)
Aufgabe 3. Bestimmen Sie die Originalfunktion f(¢) der Laplace Transfor-
mierten
4543
F(s) = —1°2
(®) 552 + 6

Sie benotigen dafiir keine Partialbruchzerlegung.

Losung von Aufgabe 3.

4s+ 3
F - 2T
() 552 + 6
s 1
= 4 3
552—&—6Jr 552 4+ 6
4 s 3 1

552 +6/5 +Ss2+6/5

_45+§\/576\/675

552 +6/5 s2 4 6/5
oo alt) (3 eos(VFF ) + gﬁ sn /751 )
= o(t) (;l cos(1/6/5 t) + 1/3/10sin(/6/5 t)>




Aufgabe 4. Sei n eine natiirliche Zahl.

e Sei
fo = 1 falls k=0,n,2n,3n,...
ke 0 sonst.
Damit ist
fi = <1,0,07...,07170,0,...,0,1,...>
—_—
n—1 Nullen n—1 Nullen

Berechnen Sie die z-Transformierte von f.

e Sei nun
0 fallsk <O
g = k  falls k=0,n,2n,3n,...
3k sonst.

Berechnen Sie die z-Transformierte von g;. Hinweise: Uberlegen Sie
sich, wie Sie fj transformieren miissen um g zu erhalten und fithren
Sie die entsprechenden Schritte auf der z-Transformierten aus. Sie
miissen das Ergebnis nicht auf einen Nenner bringen, formen Sie je-
doch so um, dass keine negativen Exponenten von z auftreten.

Losung von Aufgabe 4.

F(z) = kaz_k
k=0

= 2 04,y g

2 "F(z) = T4 2T L
F(z) =2z "F(z) = 2z7°
Fiz)(1-2z"7) =
1
F =
(2) 1—2—m
o on—1
Es gilt
gr = o3’ =3 fu +kfi

Transformation der einzelnen Terme. Mit der Korrespondenz

z

Ukak o—e
zZ—a

folgt




Mit
Z’ﬂ

F(z) = 1 und der Korrespondenz
Zn —

a“fy o—e F(z/a)

gilt
3, o—e F(2/3)
(z/3)"
(z/3)" =1
- on _ 3n
Mit
F(z) = S und der Korrespondenz
on
kf, o—e —2F'(2)
gilt
nz""H(z" — 1) — 2"nzn !
kfi. o—e —
Jr z o1
Zanl _ anl _ Z2n71
= —zn
1y
_Zn—l
= —zn 1)
_ nz"
e
Damit ist
Glx) = .z Lo

Aufgabe 5. Sei

fe = opa”

g = aka_k.

Berechnen Sie (f * g); indem Sie zuerst die Faltung im Zeitbereich durch-
fihren und dann mit Hilfe der z-Transformation.



Losung von Aufgabe 5. Losung im Zeitbereich.

o0
E Ugagok,ga_(k_é)

l=—o0

k
- Z aba—k+t
(=0

k
= O Z ala=*at
£=0
k

= aka_kg a?t .
=0

N——
S

(f *9)k

Damit ist
k
a’s = Zaza%
£=0
k
_ Z G2+
£=0
k+1

= Y
=1
k k+1
S(1—a?) = Za% — Za%
=0 =1

= ] _ 20
1 — g2(k+1)
§ — -~
1—a?
(f*9)r = opa" kS
a—k _ gk+2
= O
Losung mit z-Transformation.
z
Ora o—e
z—a
aka_k = O’k(l/a)k
o—eo
z—1/a
z z
o S —
(F %9 z—az—1/a
52
T (-a)(z-1/a)
Polynomdivision.
1 —1
2 (z—a)(z—1/a) = 1+ az+ (1/a)z

—a)z—1/a)



Partialbruchzerlegung des gebrochenen Rests.

az+ (1/a)z —1 - a o
(z—a)(z—1/a) z—a z-—1/a
az+ (1/a)z—1 = ci(z—1/a)+ ca(z — a)

Spezialfall z = a

a>+1-1 = ci(a—1/a)
a> = ci(a—1/a)
a® = ci(a®—1)
3
R
Spezialfall z=1/a
1+1/a®> -1 = cy(1/a—a)
1 = cy(a—a®)
1
g = ——
2 a—ad
Damit ist
az+ (1/a)z —1 B ad 1 n 1 1
(z—a)(z—1/a) ~  a2—1z—a a—adz—1/a
_ a? z n 1 z
N a?—1lz—a a—dadz—1/a
3
a k—1 1 —k—1
*° Tkt <a2—1a +a—a3a )
a2 . a—F
= oOp
Milezo1l T1-a2
ak+2 _ gk
- Uk_l< a2 -1 )
und somit

Ak 2 _ gk
= op| — .
a? -1

Aufgabe 6. Berechnen Sie die z-Transformierte der Folge
fx = ogcos(k).

Hinweis: Stellen Sie cos(k) mit komplexen e-Funktionen dar. Beginnen Sie
mit der Korrespondenz

k z
orLa o—e

zZ—a

und den Spezialfillen ¢ = e/ und verwenden Sie Linearitét.



Losung von Aufgabe 6. Mit a = ¢/ und a = e/ gilt

op(e)r = ogped”
z
o—e :
z —eJ
ople™ ) = ope Ik
z
o—e .
z—eJ

Addition im Zeitbereich ergibt

ope’t 4 ope % = 20ure(e’F)
= 20y cos(k).
Addition im Bildbereich
z 2 zz—e ) z2(z—¢)
z—el  z—ed (z—el)(z —ed)

2(z—e +2—¢)

22—z(e T +el)+1
2(22 — 2re(e’))

22 — 2zre(ed) + 1
2z(z — cos(1))

22 —2zcos(1) +1°

Damit hat man
2z(z — cos(1))
22 —2zcos(1)+1
z(z — cos(1))
22 —2zcos(1) + 1

20 cos(k) o—e

o cos(k) o—e

Aufgabe 7. Sei f(t) = 0 fir t < 0. In der Praxis wird die Abtastung von
f(t) mit einem Sample and Hold Verstérker gemacht. Hierbei entsteht ein
Signal

g(t) = f(lt])

wobei [t| den Wert von ¢ abgerundet auf die néchste ganze Zahl bedeutet.
Somit ist g(t) eine Stufenfunktion, d.h.

fo falls0<t<1

g(t) = fi falls1<t<2
bzw.
g(t) = D ferk(®)
k=0
wobei

<
re(t) = {1 falls k <t < k+1

0 sonst.



Berechnen Sie die Laplace Transformierte von g(t) in Abhéngigkeit
der Abtastwerte f.

Sowohl G(s) als auch F(z) sind Laplace Transformierte von f(¢) nach
einer Abtastung. Bei G(s) wurde die Abtastung durch einen Sample
and Hold Verstarker gemacht, bei F(z) durch Multiplikation mit der
Kammfunktion p(t). Tatséchlich unterscheiden sich G(s) und F(z)
nur um einen Faktor. Berechnen Sie diesen.

Durch welche Operation im Zeitbereich unterscheiden sich folglich
f()p(t) und g(t)?

Losung von Aufgabe 7. Laplace Transformierte von ro(t).

oo

ro(t) o—e / ro(t)e—*tdt

= / e~ Stdt
0

= =,
1—e7°

S

Laplace Transformierte von ry () mit dem Verschiebungssatz.

re(t) = ro(t—k)
o o €_Sk 1—e™ ]
S

Laplace Transformierte von g(t).

gt) = > fers(d)
k=0

> —s
f _sxl—e
o—e E ke E—
S
k=0

—s o0

l—e —sk
= S > fre
k=0
1—e7°
= F
()
Folglich gilt
1—e7%
G(s) = . F(2)
Mit
1 _ S
e 1ot
s
F(z) e—o [f(t)p(t)
gilt somit



Aufgabe 8. Sei

fi = ox2"
g = O’k(—l)k.
Berechnen Sie
(f * 9k

Losung von Aufgabe 8. Man kann die Faltung im Zeitbereich berechnen oder
mit dem Faltungssatz und z-Transformation.

e Losung im Zeitbereich.

(fxaw = Y fugne

{=—00

k
= opy 2(-1)F*
£=0

Damit ist

n
\
—~
|
N N
~— ~—
»nn
([ -
—~
[
N N
O ~— ~—
=

Folglich ist

(f*g9k =



e Losung mit z-Transformation.

z
F =
(2) z—2
z
G =
(2) P
Damit ist
52
F(2)G =
52
T 22—z -2
Polynomdivision ergibt
z+2
F(2)G = 1+—.
(2)G(z) T EEY)
Partialbruchzerlegung des gebrochenen Rests.
z4+2 _ c1 Co
(z—=2)(z+1)  2z-2 =z+1
242 = caz4+1)+ea(z—2).

Spezialfall z = 2.

4:361

cpT = 4/3
Spezialfall z = —1

1 = —302
Coy = —1/3
Damit ist

z+42 Y3 s
(z=2)(z+1) z—2 z+1
4

1
PR §U}€712k_1 _ ga—kfl(_l)k_l

2 1
ok 1<3 +3( ))

_ 2ok o L)
= O'k<32 +3( 1)) Ok

Insgesamt ist somit

Uran = dran(32+ 5-0) -

= o4 (zzk + ;(—1)k>

= @ (D).

10



Aufgabe 9. Seien f(t), g(t) zwei T-periodische Funktionen mit gegebenen Fou-

rier Koeffizienten z,(cf) und z,(Cg ) Berechnen Sie hieraus die Fourier Koeffi-

zienten von f(t)g(t). Vereinfachen Sie das Ergebnis und zeigen Sie, dass
hierbei eine diskrete Faltung auftritt.

L6sung von Aufgabe 9. Sei

Dann gilt

_ Z < Z z](gf)ejk‘”t> Zég)ejfwt

l=—00 \k=—00

_ Z Z Z}if)zég)ej(k-i-e)wt

l=—o00 k=—o0

[e%) oco+¥
_ § : § : (f) (9) jkwt
= Zk—fzf €
l=—00 k=—oc0o+1
[e%S) )

_ Z Z Z](Cf_)ezég)ejkwt

l=—00 k=—00
o 00

_ Z Z zé’?@zég)eﬂ““t

k=—00l=—00

o0 o0
- (X )

k=—o0 \f=—00
(f9)
%k
o0
_ 2: Z]gfg)ejkwt.

k=—o0

Die Fourier Koeffizienten von f(¢)g(t) sind somit

o0
Z](Cfg) _ Z Z}i}i)zzég)

l=—00

= (2«29,

Aufgabe 10. Sei S ein LTI System. Zeigen Sie, dass dann auch S’ mit
S'(f) = S(f).-s

ein LTI System ist.

11



Losung von Aufgabe 10. Das System T mit

T(f) = f-s

ist LTI. Die Impulsantwort ist J _3.

Damit ist

Da die Komposition von LTI Systemen wieder LTI ist, ist S’ LTI

Aufgabe 11. Ein Ubertragungskanal mit Impulsantwort
gk = Ok +adg_1

soll durch einen nachgeschalteten, rekursiven Filter mit Impulsantwort hy,
kompensiert werden. Es soll also

(gxh)y = Ok

gelten. Berechnen Sie hy. Fiir welche Werte von a ist der Kompensator
stabil? Zeichnen Sie ein Blockschaltbild des Kompensators.

Losung von Aufgabe 11.

G(z) = 1+az!
1 z z
H = = =
(2) 1+az™! z+4a z—(—a)
hk = ak(fa)k.

H(z) hat einen Pol bei z = —a. Damit ist der Kompensator stabil falls
| —al <1 bzw. |a| < 1.
Die Ubertragungsfunktion eines rekursiven Filters hat die Form

—1 -2

1—az7l —agz72— ...

Fiir den Kompensator ist somit
bo = 1, a; = —a.

Alle anderen Koeffizienten sind 0.

12



Aufgabe 12. Elektronische Musikinstrumente miissen Schwingungen mit be-
liebiger Frequenz w erzeugen, d.h. Abtastwerte

g = cos(wkAt)

berechnen, wobei At das Abtastinterval ist. Nun ist die Berechnung der
Cosinusfunktion sehr teuer und soll optimiert werden.

Die Idee ist, einen rekursiven Filter zu entwerfen (der ja nur Multiplikatio-
nen und Additionen erfordert), dessen Impulsantwort genau g ist. Man
muss in diesen Filter dann nur noch §; eingeben und erhélt am Ausgang
die gewtinschte Cosinus Schwingung.

Berechnen Sie die Koeffizienten dieses Filters und stellen Sie ihn als Block-
schaltbild dar. Wie viele Multiplikationen und Additionen sind pro Ab-
tastwert zur Berechnung der Impulsantwort dieses Filters erforderlich?

Ist der Filter stabil?

Hinweis: Berechnen Sie die z-Transformierte G(z) von gi. Stellen Sie diese
als rationale Funktion in z~! dar. Die Filterkoeffizienten miissen Sie dann
nur noch ablesen.

L6sung von Aufgabe 12. Zunéchst wird die Cosinusfunktion durch komple-
xe e-Funktionen ersetzt.

g = cos(wkAt)
_ % (ejkat + €7jWkAt) ]
Mit
a eijt
gilt
1
g = 5(a"+7a")
Mit
b o—e =
z—a
gilt
1 z z )
gk O—* o + p
2\z—a z-—a
_ lzz—a)+2z(2—a)
2 (z—a)(z—a)
1 2(2z2—(a+a))
- 222—z(a+a)+taa
Mit
ai = la|?
1

13



und

(a+a) = 2re(a)

= 2cos(wAt)
———

(&

gilt weiter

1 2(2z —2¢)
222 —2cz+1
2% —cz

22 —2cz+1
-1

g O—e

1—cz
1—2cz—t 4 272

Die Filterkoeffizienten im Vorwérzzweig sind somit
(1,=c)
die Koeffizienten im rekursiven Zweig sind
(1,2¢,—1).

Der rekursive Filter sieht wie folgt aus:

Ir © hi

1

4
—c 2c I::I

©®
1
—1
Es gilt
hy = fiu—cfi—1+2chg_1 — hg—_o.

Um die Impulsantwort gi zu berechnen, sei fr = d;x. Da fr =0 fur k > 0
und fx_1 = 0 fir £ > 1, vereinfacht sich die Formel zu

1 fallsk=0
gk = ¢ fallsk=1
2cgi_1 — gr—o fallsk >1

Da der Wert von 2¢ vorab berechnet werden kann, ist pro Abtastwert nur
eine Multiplikation und eine Addition erforderlich.

Das Nennerpolynom der Ubertragungsfunktion ist

22— 9%z+1

14



und hat die Nullstellen

2c+ 42 —4
2
2e+2v/c2 -1

2
= c++c2-1.

Da |¢|] < 1 erhdlt man fir |¢| < 1 ein konjugiert komplexes Nullstellenpaar
bzw. im Ausnahmefall ¢ = 1 eine doppelte reelle Nullstelle bei

c+jvV1—c?

mit dem Betrag
A+(1-4) = 1
Der Filter ist somit nicht stabil.

Aufgabe 13. Fiir ein lineares, zeitinvariantes System gelte folgender Zusam-
menhang zwischen Eingabefolge fi und Ausgabefolge hy:

he +hp—1 = 2fi+ fim1 — fr—2.

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(z) und die Impulsantwort g
des Systems. Sie diirfen davon ausgehen, dass f und h eine z-Transformierte
haben. Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

Losung von Aufgabe 13. Sei

Dann gilt
H(z)+ 2 'H(z) = 2F(2)+27'F(2) —27%F(2)
Hz)(1+27Y) = F)Q2+2z1'-27?
H(z) = F(z)%

Damit ist die Ubertragungsfunktion

G(z) =

15



Riicktransformation ergibt die Impulsantwort

gk = 20k — Op_1.

Aufgabe 14. Gegeben sei ein lineares System, das eine Eingangsfolge fi in
eine Ausgangsfolge hj transformiert nach der Formel

hi =2fr + fu—1 + 3fu—2 +2hs_1.

e Sei fi = 0k der Dirac Impuls. Berechnen Sie hj unter der Annahme,
dass hy = 0 fir £ < 0.

e Schreiben Sie die o.g. Formel so um, dass Sie sie kompakt mit Fal-
tungen beschreiben koénnen, d.h. finden Sie Folgen aj und by so dass

(hxa)r = (f *b)g.

o Verwenden Sie den Faltungssatz der z-Transformation um die Ubert-
ragungsfunktion des Systems zu berechnen, d.h. finden Sie eine Funk-
tion G(z) so dass

o Versuchen Sie, G(z) in den Zeitbereich zuriickzutransformieren. Pro-
bieren Sie’s mit Polynomdivision und Partialbruchzerlegung und den
Korrespondenzen

1
- &0
z

1
z—2

1.—O5k.

o 27l

Es muss dabei die Impulsantwort des Systems herauskommen, d.h.
die in der ersten Teilaufgabe berechnete Folge hy, wenn die Eingabe-
folge der Dirac Impuls war.

Loésung von Aufgabe 14. Fiir fi = §; erhdlt man durch Einsetzen der Zahlen
in die Formel

hg = 2
hy = 1+4 =5
hy = 3+10 = 13
hs = 26
hy = 52
hs = 104
Umformen ergibt
hi —2hg—1 = 2fik+ fee1 +3fr—2
(hxa)r = (f*b)

16



fur

a = (1,-2)
b = (2,1,3)
Aus dem Faltungssatz folgt
H(2)A(z) = F(2)B(2)
B(2)
H = F
6 = PO
= F(2)G(2)
mit
Alz) = 1-2z71
B(z) = 242 '+3272
_ B(3
G(z) = Ac)
2427143272
B 1—2271
Multiplikation mit 22 ergibt
2224243
Gz) 22— 2z

Polynomdivision

22
z +z+3_2+ 5z +3

22 -2z 2(z—2)
Partialbruchzerlegung des gebrochen rationalen Teils
52 +3 c
L T €2
z2(z — 2) z  z—2
C1 = —3/2
g = 13/2
3 13

Giz) = 2——+

2z 2(z—2)

Aus den Korrespondenzen

— &0

z
z—2 oo 2o
folgt
3 13
G(Z) —oO 25k—§5k_1+?2k710’1¢_1

3 13 13 13
< T2 + 27 2 ok 2
—  (2,5,13,26,...)

17
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Aufgabe 15. Gegeben sei folgendes System, das eine Inputfolge fj in eine Out-
putfolge hj transformiert wobei f;, = hy = 0 fir £ < 0.

fr Tk Yk

hk ' @

o Stellen Sie Differenzengleichungen unter Verwendung der Hilfsgrofien
zk, yr auf und berechnen Sie damit die ersten 5 Werte der Impuls-
antwort des Systems, indem Sie folgende Tabelle ausfiillen:

El fe| e | yn | P

0] 1 1] 1 1
0 1] 2
21 0

—_

 Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(z) des Systems, indem
Sie aus den Gleichungen im Bildbereich X (z) und Y'(z) eliminieren.

« Berechnen Sie aus der Ubertragungsfunktion die Koeffizienten a; und
by, so dass das System dquivalent ist zu folgendem Filter.

Ir bo Dy,

e Stellen Sie anhand dieses dquivalenten Systems eine Differenzenglei-
chung auf und berechnen Sie damit die ersten 5 Werte der Impuls-
antwort. Das Ergebnis muss gleich sein wie die oben berechnete Im-
pulsantwort.

Losung von Aufgabe 15. Differenzengleichungen.

Ty = fret+he
Ye = Tkt Yk—1
hy = yp+xp1

Impulsantwort aus Differenzengleichungen.

18



k| fr|zx= Yk = hy =
fe+the_1 | T+ yr—1 | Yp + Tp—1

0|1 1 1 1
110 |1 2 3
210 |3 5 6
310 |6 11 14
410 |14 25 31

z-Transformation. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wirt (2) weggelassen
und w = 2z~ abgekurzt.

X F+wH
Y = X+wY
H Y +wX.
Auflosen
X = F+wH
Y(1—w) X
H = Y +wX.
Eliminieren von X.
Y1l-w) = F+wH
H = Y4 wF+wH
Auflosen
v - F+wH
1—w
Hl-w?) = Y+wF
Eliminieren von Y.
F H
H(l-w?) = —" p
1—w
H1l-w)(1-w) = F+wH+w(l—-w)F
Hl-w—-w*4+w?) = F(l+w—w?) +wH
H(l-2w—-w?+uw’) = F(l+w-—w?
1+ w—w?
H = F
1—2w— w2+ ws
14271272

1—2z71— 2724 273"
Damit ist die Ubertragungsfunktion

14271 — 22
1—2z71— 2724278

G(z) =

19



Die Koeffizienten des rekursiven Filters sind

bp = 1

bp = 1

by = -1
a; = 2
ay =

ag = —1.

Die Differenzengleichung ist damit
he = fo+ fom1 — fo—o+2hp—1 + hp—o — hy—s.

Die Impulsantwort ist damit

kL fe | he=fe+ fo1— fe2+2hp—1+hio—hp3
011 1

110 1+2=3

210 —-14+6+1=6

310 12+3—-1=14

410 28+6—-3=31

Aufgabe 16. Ein rekursiver Filter mit n Verzogerungsgliedern im Vorwérts-
zweig und m im Riickwértszweig hat folgende Struktur:

bo

fr SY b
F]
bl aiy
fk—l @ h‘k—l
] ]
bo a2
fr—2 S5 hy—2
by : A —
fk—n+1 ! @ ! hk—m+1
271 7\ 271
bn Qm
fkfn @ hk—m

o Zeigen Sie, dass die Ubertragungsfunktion G(z) des Filters immer
eine rationale Funktion in z ist, wobei der Zahlergrad kleiner oder
gleich dem Nennergrad ist.

o Unter welcher Bedingung ist der Zahlergrad gleich dem Nennergrad?

20



¢ Da man keine Zeitmaschine bauen kann, ist intuitiv klar, dass der Fil-
ter kausal sein muss. Zeigen Sie, dass die inverse z-Transformierte g
einer rationalen Funktion G(z), deren Zahlergrad kleinergleich ihrem
Nennergrad ist, kausal ist. Hinweis: Partialbruchzerlegung.

e Unter welcher Bedingung ist der rekursiver Filter invertierbar, d.h.
das inverse System mit Ubertragungsfunktion 1/G(z) ebenfalls kausal?

¢ Falls das inverse System nicht kausal ist, kann man trotzdem einen
kausalen, inversen Filter konstruieren, sofern man eine Verzégerung
um u Takte akzeptiert. Berechnen Sie das kleinst mogliche u in Ab-
héngigkeit der Filterkoeffizienten.
Welche Verzogerung muss man folglich in der Akustik akzeptieren,
wenn man durch einen Filter die Raumimpulsantwort herausrechnen
mochte? Welche praktischen Probleme kdnnen trotzdem dabei ent-
stehen?

Losung von Aufgabe 16.

o Bei dem rekursiven Filter besteht folgender Zusammenhang zwischen
Eingangssignal f und Ausgangssignal h fiir alle k:

bofr +b1fr—1+ ...+ bufo—ntarthp_1+. ... +anhp_—m = hg
bzw.
bofx +b1fk—1+...+bufe—n = hp—athg_1—...—aphp_1.

Betrachtet man beide Seiten als Folgen von k, ergibt z-Transformation

boF(2) + b1z 'F(2) 4+ ... + bz "F(2)
= H(z2)—a1z 'H(2) — ... — amz ™H(2)

bzw.
F(z) (bo +bz7 L+ bnz_") = H(z) (1 —az = — amz_m)
Hieraus ergibt sich die Ubertragungsfunktion des Filters

H(z) bo+biz" + ...+ bz
F(z)  l—aiz7'—.. . —apz™

Um negative Exponenten von z zu eliminieren muss der Bruch mit

2% erweitert werden, wobei

¢ = max(n,n).
Man erhélt

bozt + b2t + .. byt
2l — a2t — L —ap et

G(z) =

Damit hat das Nennerpolynom Grad ¢ und das Zahlerpolynom einen
Grad kleiner oder gleich ¢.
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e Falls by # 0 sind Zahlergrad und Nennergrad gleich ¢.
o Falls by # 0, d.h. Zahlergrad gleich Nennergrad, ist auch 1/G(z) eine
rationale Funktion, deren Zahler- und Nennergrad gleich ist, d.h.

1 a2t — =gt

G(z) bzl + bzt . byt

Durch Polynomdivision kann man ein Polynom vom Grad Null, d.h.
eine Konstante ¢y abspalten. Den gebrochenen Rest kann man in Par-
tialbriiche zerlegen. Sofern das Nennerpolynom nur einfache Nullstel-
len ~v1,...,7¢ hat, erhélt man

1 n c1 " " cy
= CO e .
G(2) zZ—m Z—"Ye
Mit
C; z
L = g 0 ciop1y !
2= 2=

hat die Impulsantwort des inversen Systems die Form

1
G(2)

codk + ok—1 (YT ey ).

Diese ist Null fir £ < 0 und somit kausal.

Falls das Nennerpolynom mehrfache Nullstellen hat, tauchen in der
Partialbruchzerlegung Terme der Form

c 1 1 1

— = ¢
(z —y)P 2= z—7 z—

o0 clop V" x o T x ok oY),
auf. Da jeder Faktor der Faltung kausal ist, ist auch das Faltungs-
produkt kausal und somit &ndern mehrfache Nullstellen des Nenner-
polynoms nichts daran, dass die Impulsantwort kausal ist.

e Wenn by # 0 ist, ist das inverse System nicht kausal. Sei allgemein
u > 0 so dass

bozblz...:bu,1:0undbu7é0.

Dann hat G(z) Zahlergrad ¢ — v und Nennergrad ¢. Folglich hat
die Ubertragungsfunktion des inversen Systems 1/G(z) Zihlergrad ¢
und Nennergrad £ — u. Durch Polynomdivision kann man von 1/G(z)
einen ganzrationalen Teil vom Grad w abspalten, dessen inverse z-
Transformierte eine nicht-kausale Folge ergibt.

Andererseits ist

1 2w gttt 4 4Rt
G(2) bzt + by 12t L byl

—Uu

eine rationale Funktion, deren Zahler- und Nennergrad gleich sind.
Das System mit Ubertragungsfunktion 2~ "/c(z) ist folglich kausal und
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unterscheidet sich vom inversen System von G(z) nur durch eine Ver-
zogerung um u Takte. Akzeptiert man also eine Verzégerung um u
Takte, kann man das System invertieren.

Die Anzahl u von Takten entspricht in der Akustik der Zeit, die es
dauert, bis “etwas” vom Sendersignal beim Empfinger angekommen
ist, d.h. der Laufzeit vom Sender zum Empfinger. Dies ist auch in-
tuitiv klar, denn um eine reine Laufzeitverzégerung zu kompensieren,
miisste man in die Zukunft sehen kénnen.

Trotzdem ist eine Kompensation praktisch schwierig, da das inverse
System nur dann stabil ist, wenn fir alle v; gilt

vl < L
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