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Ubungen zu Mathematik 3
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Zu bearbeiten bis 19.5.2025

Name: Matrikelnr.:

Pflichtaufgabe. Vergleichen Sie Thre Losungen des letzten Aufgabenblatts mit
den Musterlosungen.

e Geben Sie die Nummern der Aufgaben an, die Sie richtig bzw. nicht
richtig gel6st haben.

e Schreiben Sie jede Aufgabe, die Sie nicht richtig gelost haben, von
der Musterlosung ab und geben Sie an wo Ihr Problem lag (z.B.
Rechenfehler, Aufgabenstellung nicht verstanden, Wissensliicke im
Stoff der Vorlesung, usw.).

Aufgabe 1. Berechnen Sie eine partikuldre Losung der DGL

' +2y +5y = cos(2z).

Aufgabe 2. Die Ubertragungsfunktion G(z) eines rekursiven Filters habe einen
reellen Pol bei z = 0, ein konjugiert komplexes Polpaar bei z = +j und
sonst keine weiteren Nullstellen oder Pole. Berechnen Sie seine Impulsant-
wort und die Filterkoeffizienten b;, a;. (Der Verstarkungsfaktor des Filters
sei 1.)

Aufgabe 3. Das Ausgangssignal h; eines digitalen Filters sei der Mittelwert
von zwei aufeinanderfolgenden Abtastwerten des Eingangssiganals fj, d.h.

h = %(fk + fr-1)-

Offensichtlich wird durch diesen Filter das Signal f; geglittet, d.h. der
Filter hat Tiefpasscharakteristik. Sei nun

fo = &%
eine komplexe Schwingung mit normierter Frequenz 0 < & < 7.

e Zeigen Sie, dass hjy eine komplexe Schwingung ist mit gleicher Fre-
quenz & und berechnen Sie den Faktor K (@) so dass

hy = K(©)/f

Dieser Faktor heifit Frequenzantwort des Filters. Berechen Sie diesen
Faktor sowohl im Zeitbereich als auch mit Hilfe der z-Transformation
und der Ubertragungsfunktion des Filters.



o Zeigen Sie, dass |K(@)*> monoton fallend ist fiir 0 < & < 7. Die

Tiefpasscharakteristik zeigt sich somit darin, dass hohe Frequenzen
stiarker gedampft werden als niedrige.

Aufgabe 4. Das Verhalten eines LTI Systems S ist besonders interessant, wenn
das Eingangssignal f eine harmonische Schwingung ist. In diesem Fall ist
das Ausgangssignal S(f) ebenfalls eine harmonische Schwingung und zwar
mit gleicher Frequenz wie f. Das System &ndert allenfalls die Amplitude
und die Phase.

Praktisch lasst sich dies am Beispiel der Raumakustik leicht sehen: Strahlt
der Sender einen 900Hz Ton ab, kommt auch beim Empfénger ein 900Hz
Ton an. Bei der Ubertragung durch den Raum éndert sich die Tonhéhe
nicht. Lediglich bei sehr hoher Amplitude kann es sein, dass ein Fenster
zerbricht und klirrt — das ist dann allerdings ein nichtlinearer Effekt.

Berechnet werden soll nun die Amplituden- und Phasenénderung in Ab-
hingigkeit von der Frequenz w durch das System sowohl im analogen als
auch im diskreten Fall.

e Sei S ein analoges LTI System mit Impulsantwort g(¢) und
ft) = et
Zeigen Sie, dass
[S(HIE) = z(w)f(?)

wobei z(w) eine Konstante, d.h. von ¢ unabhingig ist. Zeigen Sie
weiterhin, dass z(w) die Fourier Transformierte der Impulsantwort
g(t) des Systems ist, d.h.

z(w) = / g(t)e I@tdt.
e Sei S ein diskretes LTI Sytem mit Impulsantwort g, und
fo = ek
Zeigen Sie, dass
SN = 2w)fi

wobei z(w) eine Konstante, d.h. von k unabhingig ist. Zeigen Sie
weiterhin, dass z(w) die sog. zeitdiskrete Fourier Transformierte der
Impulsantwort gy des Systems ist, d.h.

oo
z(w) = Z gre Ir,
k=—o0
Zeigen Sie, dass

2(w) = G(e¥)

gilt, wobei G(z) die z-Transformierte der Impulsantwort gy, ist.



Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass fiir alle n, k € Ny gilt

(Z) B <nik>

Aufgabe 6. Zeigen Sie, dass fir alle n, k € Ny gilt
n—1N\n—-k n—1
kE—1 k N k)

« Berechnen Sie von folgendem Filter die Ubertragungsfunktion und
die Impulsantwort.

Aufgabe 7.

fr

hy

o Der Filter wird nun zwei Mal hintereinandergeschaltet. Berechnen Sie
dessen Impulsantwort, indem sie die oben berechnete Impulsantwort
mit sich selbst falten.

e Der Filter wird nun n-Mal hintereinandergeschaltet:

fr S5, S5,

h,

Berechnen Sie mit Hilfe der oben berechneten Ubertragungsfunktion
auch von diesem Filter die Ubertragungsfunktion und die Impulsant-
wort. Nutzen Sie fiir die inverse z-Transformation die Korrespondenz

1 ° o ak—n k—1
(z —a)” n—1

sowie den Verschiebungssatz
27"F(z) &0 fi_m,

der hier fiir negative m angwandt werden muss.

Verfizieren Sie die so berechnete Impulsantwort fiir beliebiges n mit
der in den vorigen Teilaufgaben berechneten Impulsantwort im Spe-
zialfall n = 1 und n = 2.

Aufgabe 8. Bei einem rekursiven Filter kann es vorkommen, dass sich das
System aufgrund der Riickkopplung “aufschwingt”. Dieses Verhalten ist
natiirlich nicht erwiinscht.



Berechnen Sie die Impulsantworten g der folgenden Systeme fiir k& =
0,1,...,8:

hiy = fi+ hk—1+ hgp—o
ht = fe+hg—1—hr_—2

1
hy, fo+hg—1— §hk—2

Sei nun allgemein ein System mit Ubertragungsfunktion

gegeben wobei der Zahlergrad kleiner als der Nennergrad ist. Weiterhin sei
vereinfachend angenommen, dass das Nennerpolynom nur einfache (kom-
plexe) Nullstellen ag, ..., a, hat. Damit erhilt man die Partialbruchzer-
legung

1 1 1

G(z) = + ¢ + ... +c, .
Z— 1 Z— Qo Z — Qp

Berechnen Sie hieraus die Impulsantwort g, und zeigen Sie, dass

li = 0
Pas
genau dann wenn |o;| < 1 fiir alle ¢ = 1,. .., n. Die Nullstellen des Nenner-

polynoms der Ubertragungsfunktion miissen also innerhalb des Einheits-
kreises in der komplexen Ebene liegen. Systeme mit dieser Eigenschaft
nennt man stabil.

Priifen Sie dann von den 3 o.g. Systemen, ob diese stabil sind.

Aufgabe 9. Fiir n, k € Z sind die Binomialkoeffizienten definiert durch

k - 0 sonst.

Unter anderem treten diese Koeffizienten bei den Binomischen Formeln
auf:

(a+b)" = i(Z)akb"k.

k=0

Interessanterweise treten diese auch bei der Verallgemeinerung der Pro-
duktregel auf hohere Ableitungen auf:

n

G = 3 (}) @)

k=0

o Verifizieren Sie dies fir n = 1,2, 3.

2

o Berechnen Sie die 100-ste Ableitung von z?sin(z).



Aufgabe 10. Zeigen Sie, dass

n " n _ n+1

k k—1 N k)
Dies ist iibrigens genau das Gesetz, nachdem das Pascal Dreieck konstru-
iert wird, wobei n die Zeile und k die Spalte ist.

Aufgabe 11. In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass

T

eTe¥ = e*TY.

Mit der Taylor Reihe der e-Funktion gilt

La)\Xy) - X
1= Jj=

i=0 j=0

Anstatt zeilenweise iiber alle Punkte (i,7) € N3 zu summieren, kann man
dies auch in Diagonalen tun:

S
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N S
N S
- . . . . .
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Man erhélt damit
>y o
n=0 ij=0 '’
i+j=n
Die inneren Summe liuft iiber eine Diagonale, d.h. alle Punkte (i, j) € N2
mit
t+7 = n
bzw.
J = n-—i
Beachten Sie, dass diese Diagonale nur n + 1 Punkte enthalt.

Formen Sie diesen Term unter Verwendung der allgemeinen Binomischen
Formel

@ +y)" = ; (7)ats

weiter um bis Sie die Taylor Reihe von e®1¥ erhalten.



Aufgabe 12. Zeigen Sie, dass

k
o fe = (froh

{=—00

Aufgabe 13. Sei n € Ny beliebig. Zeigen Sie durch Induktion iiber k, dass fiir

alle k € Ny gilt
k
Z(Hn) _ <k‘+n+1>
= n n+1

Aufgabe 14. Beweisen Sie, dass fiir alle n € N gilt

(cxo*--%x0) = (k—i—n)
—— n
n4+1lmal

Fithren Sie den Beweis einmal mit z-Transformation unter Verwendung
des Faltungssatzes, des Verschiebungssatzes und der Korrespondenz

(k1 1
a o—e —
n—1 (z—a)”

und einmal mit Induktion. Sie diirfen hierbei die Formel
i(f-ﬁ-n) B (kz+n+1>
= n n+1

verwenden.

Aufgabe 15. Eine einfache Mdoglichkeit, ein Signal fi zu glatten besteht durch
rekursive Filterung mit

hr, = ahg_1+ (1 — a)fk.

Betrachtet man Werte fiir o zwischen Null und Eins, ist anschaulich klar,
dass ein grofler Wert von « zu einer stirkeren Glattung fithrt als ein klei-
nerer. Die Grenzfille = 0 und a = 1 sind uninteressant und kénnen
ausgeschlossen werden.

o Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(z) dieses Filters.
« Fiir welche Werte von « ist der Filter stabil?
« Berechnen Sie die Frequenzantwort G(e/%). Hierbei ist
o =
W
wobei w, die Abtastfrequenz und w die Signalfrequenz ist. Aufgrund

des Abtasttheorems ist somit

—T <<



¢ Berechnen Sie den quadrierten Amplitudengang
u@) = [G()P
und vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich.

o Der Faktor u(@) gibt an, wie stark eine Schwingung mit Kreisfrequenz
@ von dem Filter verstarkt wird. Der Filter hat Tiefpasscharakteri-
stik, wenn w(®@) fallt fiir 0 < @ < 7 und Hochpasscharakteristik,
wenn u(W) steigt. Fiir welche Werte von « hat der Filter Tiefpass-
bzw. Hochpasscharakteristik?

Aufgabe 16. Gegeben ist ein digitaler Filter mit Impulsantwort
gk = Ok + Og—2.

 Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(z) dieses Filters.
Ist der Filter kausal? Ist der Filter stabil?

Mit welchem Faktor verstiarkt dieser Filter die Amplitude einer kom-
plexen Schwingung mit normierter Kreisfrequenz @ = /2 bzw. & = 0?7

Um welchen Winkel verschiebt der Filter die Phase eine Schwingung
mit normierter Kreisfrequenz & = 7/47?

Aufgabe 17. Berechnen Sie die z-Transformierte der Folge

fi = ox—1 47k g2,

Aufgabe 18. Berechnnen Sie die Losung des Anfangswertproblems
ffOy+f) = ot-1), f0)=5

mit Hilfe der Laplace Transformation fiir £ > 0. Hat die Losungsfunktion
an der Stelle ¢ = 0 einen Sprung? Setzen Sie Thre Losungsfunktion in die
DGL ein und verifzieren Sie das Ergebnis.

Aufgabe 19. Sei

pt) = 3 s(t—k)

k=—o

ein Impulszug. Da p(t) periodisch ist, kann er durch eine Fourier Reihe
dargestellt werden. Berechnen Sie die Fourier Koeffizienten z; und zeigen
Sie damit, dass

o0
p(t) _ Z e27rjkt.
k=—o0
Zeigen Sie mit dem Dampfungssatz der Laplace Transformation, dass

fO)p(t) o—e > F(s—2mjk).

k=—o00



Pflichtaufgabe. Fassen Sie die wichtigsten Vorlesungsinhalte seit der letz-
ten Abgabe tibersichtlich auf einer Seite zusammen. Verwenden Sie wenn
moglich Bilder. Die Darstellung sollte so sein, dass Sie Thnen spéter bei
der Klausurvorbereitung hilft. Uberlegen Sie sich, wie Sie den Stoff einer
dritten Person erkldren wiirden. Oft merkt man dabei, was man selber
noch nicht verstanden hat.



