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Ubungen zu Mathematik 3
Blatt 1/
Zu bearbeiten bis 25.6.22

Name: Matrikelnr.:

Pflichtaufgabe. Vergleichen Sie Thre Losungen des letzten Aufgabenblatts mit
den Musterlosungen.

e Geben Sie die Nummern der Aufgaben an, die Sie richtig bzw. nicht
richtig gel6st haben.

e Schreiben Sie jede Aufgabe, die Sie nicht richtig gelost haben, von
der Musterlosung ab und geben Sie an wo Ihr Problem lag (z.B.
Rechenfehler, Aufgabenstellung nicht verstanden, Wissensliicke im
Stoff der Vorlesung, usw.).

Aufgabe 1. Berechnen Sie die Losung der DGL
() = 3z(t)+t, x(07)=2

fir ¢t > 0 mit Laplace Transformation. Fiithren Sie die Riicktransformation
auf zwei Weisen durch:

o mit Partialbruchzerlegung

e mit dem Faltungssatz.

Das Ergebnis muss natiirlich gleich sein.

Berechnen Sie dann die Losung mit dem e Ansatz, indem Sie zunéchst
die allgemeine homogene Losung und dann eine partikuldre inhomogene
Losung bestimmen.

Aufgabe 2. Zeigen Sie, dass
k
Z fo = (f*0)k
f=—o0
Aufgabe 3. Berechnen Sie die z-Transformierte von
fk = Ok k2 2k.

Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie mdoglich.

A<§ ;)

Berechnen Sie die Eigenwerte der inversen Matrix von A4, d.h. von A~!,

Aufgabe 4. Sei



Aufgabe 5. Berechnen Sie alle Eigenwerte der Matrix

A:

O =N
O W
[l AN V]

Aufgabe 6. Zwei Matrizen A, B € R"*" heiflen dhnlich, wenn es eine Matrix
T gibt so dass

T-'AT = B.

Zeigen Sie, dass dhnliche Matrizen die selben Eigenwerte haben.

Hinweis: Zeigen Sie, dass wenn ¢ Eigenvektor von A mit Eigenwert \ ist,
T—1¢ Eigenvektor von T~'AT mit gleichem Eigenwert X ist.

Aufgabe 7. Eigenwerte und Eigenvektoren gibt es nicht nur bei Matrizen son-
dern auch bei LTI Systemen. Eine Funktion f heifit Eigenfunktion eines
LTT Systems S mit Eigenwert A wenn

S(f) = Af bzw.
[S(H] ) = Xf(t) fir alle t.

fit) = e*, —00 <t <00
Eigenfunktion von S ist mit Eigenwert G(a) wobei G(s) die Laplace Trans-
formierte der Impulsantwort ¢(t) des Systems ist.

Berechnen Sie

und formen Sie so lange um, bis Sie bei G(a)f(t) herauskommen. Der
Rechenweg ist sehr kurz.

Aufgabe 8. Zwei Wigen mit Massen mq,mo sind auf einer horizontalen Gera-
den reibungsfrei iiber eine Feder mit Ruheldnge Null und Federkonstante
D verbunden.

e Berechnen Sie die Krifte, die auf die Wégen wirken und stellen Sie
ein lineares DGL System zweiter Ordnung fir die Positionen 1 (t)
und x2(t) der Wagen auf, d.h.

af(t) =
zy(t) =



o Nehmen Sie als Hilfsgroen die Geschwindigkeiten vy (t) und vo () der
beiden Wéagen dazu um aus dem DGL System zweiter Ordnung ein
DGL System erster Ordnung mit 4 Gleichungen und den 4 Unbekann-
ten xq(t), vy (t), z2(t), v2(t) zu machen. Hinweis: Zwei der Gleichungen

sind
i(t) = ui(t)
zh(t) = wvalt)
Die anderen beiden haben die Form
vi(t) =
vs(t) =

wobei v = a die Beschleunigung ist.

« Finden Sie eine Matrix A € R*** so dass

) = AT@)
fur alle ¢t wobei
1‘1Et§
N T2 t
() = v ()
Ug(t)

der Systemzustand ist.

e Was wiirde sich an der Matrix A &ndern, wenn zusétzlich eine zur Ge-
schwindigkeit proportionale Reibungskraft Fr(t) = rv(t) dazukdme?

Aufgabe 9. Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix
1 -1 0

A= -1 2 1

0 11

Berechnen Sie zu jedem Eigenwert einen Eigenvektor. Da A symmetrisch
ist, miissen die Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten zueinan-
der orthogonal sein. Priifen Sie dies nach.

Aufgabe 10. Sei v Eigenvektor von A mit Eigenwert A. Zeigen Sie, dass dann
auch ctv' Eigenvektor von A mit Eigenwert A ist fiir jedes ¢ # 0.

Aufgabe 11. In folgendem Bild ist eine elektrische Schaltung bestehend aus
zwei gleichen Widerstdnden mit R Ohm und zwei gleichen Kondensatoren
mit CpF dargestellt.

11 + 2
-

C——iil iiQ
R ¢ == R[]




Berechnen Sie die allgemeine Losung fiir die Spannung an den Kondensa-
toren fur ¢ > 0.

Aufgabe 12. Sei A € R™*" eine regulire Matrix und ¥e* eine Losung von
() = AZ().
Zeigen Sie, dass dann 7e”/* eine Losung von
) = Az

ist.

Aufgabe 13. Sei

-2 6
A = ( 20 ) |
e Berechnen Sie alle Eigenwerte und die zugehérigen Eigenrdume von

A.

e Berechnen Sie die allgemeine Losung des DGL Systems zweiter Ord-
nung

Hinweis: Wie bei DGL Systemen erster Ordnung erhalten Sie alle
Basislosungen mit dem Ansatz

Aufgabe 14. Sei A € R?*2 eine reelle Matrix mit

A(lij) - (—fij)'

o Berechnen Sie alle reellen Losungsfunktionen & € R — R? des DGL
Systems

e Berechnen Sie die Matrix A.

Aufgabe 15. In folgendem Bild ist ein mechanisches System mit drei Federun-
gen und zwei Massepunkten P; und P, dargestellt. Alle Federkonstanten
seien D = 1, die Massepunkte haben beide Masse m = 1.

In der Ruhelage sind alle Federungen entspannt, d.h. es wirken keine
Kréfte. Die Auslenkung der Massepunkte aus der Ruhelage nach rechts
wird mit s1(t) bzw. s2(t) beschrieben.



Feder 1 Py Feder 2 Py Feder 3

Berechnen Sie die allgemeine Losung fiir s1(¢) und s2(¢) und gehen Sie
dabei wie folgt vor:

¢ Berechnen Sie die Dehnungen der drei Federn in Abhéngigkeit von
s1(t) und s5(¢). Hinweis: Die Dehnung von Feder 2 ist so(t) — s1(t).

« Auf jeden Massepunkt wirken die Krifte von zwei Federn. Uberle-
gen Sie sich, welche Kraft nach links und welche nach rechts zieht.
Berechnen Sie die resultierende Kraft auf jeden Massepunkt.

e Berechnen Sie die Beschleunigungen der Massepunkte s/ (¢) und s (t)
mit dem Trégheitsgesetz und stellen Sie ein lineares DGL System
zweiter Ordnung auf.

e Formen Sie das DGL System durch Diagonalisierung so um, dass
zwei voneinander unabhéngige Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung entstehen.

« Losen Sie die beiden Differentialgleichungen mit dem e** Ansatz.

e Berechnen Sie hieraus die allgemeine Losung des urspriinglichen DGL
Systems.

Aufgabe 16. Berechnen Sie die allgemeine Losung des DGL Systems

2i(t) = 2x1(t) — 2x2(t)
xh(t) = 4dxi(t) — 2z2(t)

mit der Eigenwertmethode.

Aufgabe 17. Sei A € R™*" eine singulére Matrix. Begriinden Sie, weshalb in
diesem Fall die allgemeine Losung des DGL Systems

7(t) = AZ(t)

auch zeitkonstante Losungsfunktionen enthiélt. Sie diirfen in der Begriindung
alle Thnen bekannten Eigenschaften von singuléren Matrizen verwenden.

Pflichtaufgabe. Fassen Sie die wichtigsten Vorlesungsinhalte seit der letz-
ten Abgabe tibersichtlich auf einer Seite zusammen. Verwenden Sie wenn
moglich Bilder. Die Darstellung sollte so sein, dass Sie Ihnen spéter bei
der Klausurvorbereitung hilft. Uberlegen Sie sich, wie Sie den Stoff einer
dritten Person erklaren wiirden. Oft merkt man dabei, was man selber
noch nicht verstanden hat.



