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Ubungen zu Mathematik 3
Blatt 15
Zu bearbeiten bis -

Name: Matrikelnr.:

Pflichtaufgabe. Vergleichen Sie Thre Losungen des letzten Aufgabenblatts mit
den Musterlosungen.

e Geben Sie die Nummern der Aufgaben an, die Sie richtig bzw. nicht
richtig gel6st haben.

e Schreiben Sie jede Aufgabe, die Sie nicht richtig gelost haben, von
der Musterlosung ab und geben Sie an wo Ihr Problem lag (z.B.
Rechenfehler, Aufgabenstellung nicht verstanden, Wissensliicke im
Stoff der Vorlesung, usw.).

Aufgabe 1. Berechnen Sie die inverse Fourier Transformierte von
Flw) = jeYd(w—1).
Aufgabe 2. Sei

B 1 falls |w| >1
Fw) = {0 sonst

die Ubertragungsfunktion eines Hochpass Filters mit cutoff Frequenz 1.
Berechnen Sie die Impulsantwort f(¢) dieses Filters.

Hinweis: Die direkte Anwendung der Formel fiir die inverse Fourier Trans-
formation funktioniert hier nicht, da im Zeitbereich eine Distribution ent-
steht. Sie mussen daher zundchst F(w) in eine Summe von Funktionen
zerlegen, deren Riicktransformation einfacher geht.

Aufgabe 3. Sei

£(0) {t fir —1<t<1

0  sonst.
Berechnen Sie die Fourier Transformierte der Ableitung f’(¢) von f(t) und
beachten Sie den Spezialfall w = 0.

Hinweis: Da f(t) eine ungerade Funktion ist, ist f/(t) gerade. Vereinfachen
Sie das Ergebnis daher so, dass keine komplexen Zahlen darin vorkommen.



Aufgabe 4. Die Fourier Transformierte S(w) der Sprungfunktion o(¢) kann
man wie folgt berechnen. Aus

f't) o—e jwF(w)
folgt mit f(t) = o(t)
o'(t) o—e jwS(w).
Da o'(t) = 6(t) und 8(t) o—e 1 folgt
o'(t) o—e 1.

Hieraus folgt

jw’

Dies kann jedoch nicht sein: Da 1/jw rein imaginér ist, miisste o (¢) eine un-
gerade Funktion sein, was nicht stimmt. Finden Sie den Fehler, korrigieren
Sie diesen und leiten Sie damit den korrekten Wert fiir S(w) her.

Aufgabe 5. In dieser Aufgabe wird gezeigt, wie man die Impulsantwort eines
LTT Systems experimentell mit Hilfe der Fourier Transformation bestim-
men kann. Sei

fit) = cos(wt)

f2(t) = sin(wt)
f3 (t) = ej”t.
Von einem LTI System S kann
S(fr) = M

flir beliebiges w € R gemessen werden.

o Berechnen Sie S(f2) und S(f3) in Abhédngigkeit von h;.

e Zeigen Sie, dass
St = ¥'G(w)
wobei G(w) die Fourier Transformierte der Impulsantwort g(t) des

Systems S ist.

e Wie kann man hiermit die Impulsantwort von S berechnen? Beach-
ten Sie, dass alle Funktionen von w abhéngig sind, obwohl nur die
Abhéngigkeit von t explizit genannt wird.



Aufgabe 6. Seia € RT und

e I%e™  fallsw >0
Flw) = elPea falls w < 0
0 falls w = 0.

o Berechnen Sie die inverse Fourier Transformierte f(t) von F'(w). Hin-
weis: Es gilt F(—w) = F(w), folglich ist f(t) reell.

¢ Berechnen Sie dann fiir ¢ # 0

glt) = lim f(t).

Dies ist die inverse Fourier Transformierte von

e 7% fallsw >0
Gw) = el?  fallsw <0
0 falls w = 0.

Eine Faltung mit g(¢) bedeutet somit, dass alle im Signal enthalte-
nen Schwingungen unabhéngig von ihrer Frequenz w > 0 die selbe
Phasenverschiebung — erfahren. Weiterhin gilt

6w 8 = (el = { P9 Trerl

Folglich gilt im Zeitbereich

g(t) +g(=t) = 2cos(p)i(t).

Sie kénnen damit verifizieren, dass g(—t) = —g(t) fir t # 0 gelten
muss. An der Stelle ¢ = 0 hat g(¢) jedoch einen Impuls cos(p)d(t),
den Sie auf die zuvor berechnete Funktion g(¢) addieren miissen, um
die inverse Fourier Transformierte von G(w) auch im Fall ¢ = 0 zu
erhalten.

Im Spezialfall ¢ = 0 werden die Schwingungen nicht verschoben und
das Signal bleibt bei Faltung mit ¢(¢) unverdndert. Folglich muss in
diesm Fall g(t) = §(t) sein.

Im Spezialvall ¢ = 7 werden alle Schwingungen um Winkel 7 verscho-
ben und somit wird das Signal negiert. In diesem Fall muss folglich
g(t) = —d(t) sein. Verifizieren Sie dies.

e Berechnen Sie schliellich die Funktion h(t), die man aus g(¢) im Spe-
zialfall ¢ = 7/2 erhilt. Dies ist dann die inverse Fourier Transformier-
te von

—7 fallsw >0
Hw) = j fallsw <0
0 fallsw=0.

Das LTT System mit Impulsantwort h(t) heifit Hilbert Transformation
und spielt in der Signalverarbeitung (Single Side Band Modulation)
eine wichtige Rolle und wird u.a. in Ultraschallgerdten verwendet.



Aufgabe 7. Sei f(t) an der Stelle £ stetig und
o(t—D)f(t) o—e F(s).
Berechnen Sie damit die Laplace Transformierte von
o(t—i)f(1).
Aufgabe 8. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von

0 = oY

Aufgabe 9. Berechnen Sie die Laplace Transformierte von
fit) = o(t—1)sin(t—1)
und von
f@®) = o(t)sin(t—1).

Vereinfachen Sie das Ergebnis so weit wie moglich. Hinweis: Bei der zwei-
ten Transformation miissen Sie die Sinus Funktion durch komplexe e-
Funktionen darstellen und das Laplace Integral berechnen.

Aufgabe 10. Berechnen Sie die inverse Laplace Transformierte von

3+s

F(s) = m.

Aufgabe 11. Berechnen Sie eine Folge fi mit

(Okfes1) * fx = fx
fo =
fi = 0 fiir k < 0.

Aufgabe 12. Sei S ein Ubertragungskanal, der das Eingangssignal f um einen
Takt verzogert, d.h.

Sk = fe-1,

bzw.

oder

S(<f0aflyf2af3-">) = <O’f07f1’f2a"'>)

¢ Berechnen Sie die Impulsantwort von S.

o Ist S linear? Ist S zeitinvariant? Geben Sie eine kurze Begriindung.



e Es ist technisch nicht moglich, diesen Kanal zu kompensieren da man
dazu einen Takt in die Zukunft schauen miisste. Trotzdem gibt es eine
Folge g so dass

S(f)xg=f

fir alle Folgen f. Die Folge ¢ ist allerdings nicht kausal, d.h. die
Eigenschaft

g, =0firk <0
ist nicht erfiillt. Bestimmen Sie diese Folge gj.

Aufgabe 13. Sei

9k = ak.
Berechnen Sie eine Folge hjy so dass
(g * h)k = 5]@,1.

Aufgabe 14. Berechnen Sie die inverse z-Transformierte f; der Funktion

z

e =t

mit Partialbruchzerlegung und der Korrespondenz

k—n k—1 1
a o—e ——.
n—1 (z—a)”

Berechnen Sie dann fy, f1, fo und fs.
Aufgabe 15. Sein € N, ay,...,a, € Rund f eine Folge mit

fo = Orp+ Y aife; fiiralle k € Z.

i=1

Die Folge fj, ist durch diese Gleichung nicht eindeutig definiert. Es gibt
jedoch genau eine solche Folge fi, die eine z-Transformierte F'(z) hat.
Berechnen Sie dieses F'(z) und vereinfachen Sie das Ergebnis so, dass keine
negativen Potenzen von z darin auftreten.



Aufgabe 16. Sei u € R mit u # —1,

fo = 0 falls k<0
ko= 1 fallsk=1
und
fere = (1 —w)frs1 + ufe fiir alle £ > 0.

o Berechnen Sie die z-Transformierte F(z) von f;. Hinweis: Fiir alle
k€ Z gilt

opfere = ox(l—u)fry1 + orufy.

o Transformieren Sie F'(z) in den Zeitbereich zuriick um einen geschlos-
senen Term fiir fi zu erhalten.

o Fir welche Werte von u hat die Folge fi einen endlichen Grenzwert?
Berechnen Sie diesen.

Aufgabe 17. Sei

0 fallsk <0
fr = a fallsk=0
b fallsk=1
und
1 3 .
five = 1fk+1+1fk fur k > 0.

o Berechnen Sie die z-Transformierte F'(z) von fi. Hinweis: Fir alle
k € Z gilt

1 3
Ok frr2 = Ukikarl‘i‘Ukak-

o Transformieren Sie F'(z) in den Zeitbereich zuriick um einen geschlos-
senen Term fir f; zu erhalten.

e Berechnen Sie den Grenzwert von fj, fiir k& — oco.

Aufgabe 18. Berechnen Sie die inverse z-Transformierte von

14272

F(z) = =2 _.
() = s



Aufgabe 19. Mit dem Faltungssatz der Laplace Transformation erhdlt man

1
(o * Un*Mal xcg)(t) o—e -
Aus der Formelsammlung entnimmt man
o)l o—e (n s_nl)!.
Daraus folgt
(cxox---x0)(t) = n i l)la(t)tnfl.

n Mal

Beweisen Sie dies nun durch Induktion im Zeitbereich (d.h. ohne Laplace
Transformation).

Aufgabe 20. Das de Morgansche Gesetz
~(FAG) = —-FV-G
lasst sich auf n > 2 Variablen verallgemeinern:
S(FAANFs AN NF,) = —-FiV-FyV...V-oE,.
Beweisen Sie dies durch Induktion.

Aufgabe 21. Beweisen Sie, dass fiir alle n € N gilt

(cxox--x0), = <k—|—n>
—_—
n+1mal "

Fithren Sie den Beweis einmal mit z-Transformation unter Verwendung
des Faltungssatzes, des Verschiebungssatzes und der Korrespondenz

pen(k—1 1
a o—e ——
n—1 (z—a)”

und einmal mit Induktion. Sie diirfen hierbei die Formel
Z’“: <£+n) B <k+n+1>

= n n+1
verwenden.

Aufgabe 22. Gegeben sei folgendes System, das eine Inputfolge fj in eine Out-
putfolge h; transformiert.

fr T Yk

\L @ ,ZTl \L @ 271
- 271 T @ 271 T
e [ U [



Berechnen Sie Koeffizienten ay, by so dass dieses System dquivalent zu
folgendem System ist:

fr by D,

Hinweis:

Stellen Sie unter Verwendung der Hilfsgroflen xy, yg, ux Differenzen-
gleichungen auf.

Transformieren Sie die Gleichungen unter Verwendung des Verschie-
bungssatzes in den Bildbereich.

Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion, indem Sie im Bildbereich
X(2),Y(2),U(2) eliminieren. Es handelt sich um lineare Gleichungen
mit den Unbekannten F(z), H(z), X (2),Y (2),U(z) wobei die Koef-
fizienten rationale Funktionen in z~! sind. Gehen Sie systematisch
vor, sonst wird die Rechnung schnell uniibersichtlich.

Wenn Sie die Ubertragungsfunktion als rationale Funktion in 27!

darstellen, konnen Sie die Koeffizienten a; und by direkt ablesen.

Verifizieren Sie Ihr Ergebnis, indem Sie aus den Filterkoeffizienten
des dquivalenten Systems eine Differenzengleichung im Zeitbereich
aufstellen und damit von beiden Systemen die ersten paar Glieder
der Impulsantwort berechnen.

Aufgabe 23. FEin digitaler FIR Filter bildet eine Eingangsfolge fi auf eine
Ausgangsfolge

hy = fi—fom1+foa—fos+...—foen = (—=1)* fr—e
=0

£

ab, wobei n > 0 eine ungerade Konstante ist.

Berechnen Sie die Impulsantwort g, und die Ubertragungsfunktion G(z)
des Filters.

Formen Sie die Ubertragungsfunktion so um, dass Sie daraus einen rekur-
siven Filter entwickeln konnen, der sich gleich verhilt wie der o.g. FIR
Filter, aber nur 2 Additionen pro Takt braucht. Zeichnen Sie das Block-
schaltbild dieses rekursiven Filters.



Aufgabe 24. Berechnen Sie die Ubertragungsfunktion G(z) und einen Term
fir die Impulsantwort g des folgenden Filters. Vereinfachen Sie das Er-
gebnis soweit wie moglich.

Tk ® @ hy

-1 2

Die Késten bedeuten hierbei Verzogerungsglieder, die Zahlen an den Ver-
bindungen stehen fiir Multiplikationen.

Aufgabe 25. Berechnen Sie alle Eigenwerte der Matrix

1
A=11
3

S =N
_ O =

Aufgabe 26. Eigenwerte und Eigenvektoren gibt es nicht nur bei Matrizen
sondern auch bei LTI Systemen. Eine Funktion f heifit Eigenfunktion
eines LTI Systems S mit Eigenwert A wenn

S(f) = Af bzw.
[S(HI @) = Xf(t) fir alle t.

Zeigen Sie, dass die komplexe Schwingung
flty = &

mit Kreisfrequenz @ Eigenfunktion von S ist mit Eigenwert
A= G@)

wobei G(w) die Ubertragungsfunktion des Systems ist.

Hinweis: Da S LTT ist, gilt S(f) = f * g wobei g die Impulantwort des
Systems ist. Die Ubertragungsfunktion G(w) des Systems ist die Fourier
Transformierte von g(t):

Berechnen Sie

und formen Sie so lange um, bis Sie bei G(w)f(t) herauskommen. Der
Rechenweg ist sehr kurz.



Aufgabe 27. Sei

1
1
1

b

I
—_ O =
o O O

o Berechnen Sie die Eigenwerte von A und zu jedem Eigenwert eine
Basis des zugehorigen Eigenraums.

e Nennen Sie von jedem Eigenwert seine geometrische und seine alge-
braische Vielfachheit.

Aufgabe 28. Sei

A= (5 1)

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von A. Berechnen Sie dann
eine Basis fiir den Vektorraum der reellen Losungsfunktionen des DGL
Systems

2 (t) = z1(t) + 3xa(t)
wy(t) = x(t) — 22(t)

Aufgabe 30. Gegeben sei das DGL System

o~ O
= o O

1
7(t) = AZ(t) mit A= 1
1

o Versuchen Sie, die allgemeine Losung mit der Eigenwertmethode zu
berechnen. Sie erhalten hierbei nur zwei Basislosungen, d.h. nicht alle
Losungen des DGL Systems.

e Zeigen Sie, dass z.B. auch

eine Losungsfunktion ist.
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¢ Berechnen Sie dann alle Losungen mit der Laplace Transformation.

Aufgabe 31. Gegeben sei das DGL System

5 0 1
Ft)=1 0 3 0 |Z@#)
1 0 5
mit den Anfangswerten x1(0) = 2, 22(0) = 1, 23(0) = 0.

e Bestimmen Sie die Losung des DGL Systems mit der Eigenwertme-
thode.

¢ Bestimmen Sie die Losung des DGL Systems mit Laplace Transfor-
mation.

Aufgabe 32. Gegeben sei die lineare homogene DGL zweiter Ordnung mit
konstanten Koeflizenten

ff@)+2f' @)+ ft) = 0.

Formen Sie diese DGL so um, dass ein DGL System erster Ordnung der
Form

7(t) = AZ(t)
entsteht. Benutzen Sie die Substitution

() = f)
no(t) = i (b).

Aufgabe 33. Berechnen Sie die allgemeine Lésung der DGL zweiter Ordnung

fI(t) = 4f'(t) +4f(t) = 0.

Die DGL zweiter Ordnung kann in ein DGL System erster Ordung umge-
formt werden mit der Substitution

wi(t) = flt
wa(t) = [

~—

Damit ist
&) = =(t
f'@)
1) = @5
und man erhélt das DGL System
zi(t) = z2(t)
xh(t) = —dx1(t) + da(t)

F) = (_2 i)f(t).

Versuchen Sie, die allgemeine Losung dieses DGL System mit der Eigen-
vektormethode zu bestimmen. Vergleichen Sie die Losung des DGL Sy-
stems mit der Losung der DGL zweiter Ordnung.

=
[\~]
—~

~+

bzw.
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Pflichtaufgabe. Fassen Sie die wichtigsten Vorlesungsinhalte seit der letz-
ten Abgabe tibersichtlich auf einer Seite zusammen. Verwenden Sie wenn
moglich Bilder. Die Darstellung sollte so sein, dass Sie Thnen spéter bei
der Klausurvorbereitung hilft. Uberlegen Sie sich, wie Sie den Stoff einer
dritten Person erkldren wiirden. Oft merkt man dabei, was man selber
noch nicht verstanden hat.
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