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Punkte: Note:

¢ Es werden nur leserliche Klausuren bewertet.
o Vereinfachen Sie Ihre Losungen so weit wie moglich.

« Ubertragen Sie Ihre Losungen am Ende der Priifungszeit in die Kisten
auf dem Aufgabenblatt. Nur diese werden bewertet.

Aufgabe 1. (10 Punkte) Sei f(¢) eine T-periodische Funktion mit Fourier
Koeffizienten zj. Berechnen Sie die Fourier Koeffizienten Z; der Funktion
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Losung von Aufgabe 1. Es gilt
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Aufgabe 2. (10 Punkte) Sei

_ 1 falls |w| >1
Fw) = {0 sonst

die Ubertragungsfunktion eines Hochpass Filters mit cutoff Frequenz 1.
Berechnen Sie die Impulsantwort f(t) dieses Filters.

Hinweis: Die direkte Anwendung der Formel fiir die inverse Fourier Trans-
formation funktioniert hier nicht, da im Zeitbereich eine Distribution ent-
steht. Sie mussen daher zundchst F(w) in eine Summe von Funktionen
zerlegen, deren Riicktransformation einfacher geht.

L6sung von Aufgabe 2. Sei

G(w)

1 falls jw] <1
0  sonst.

Dann ist
Flw) = 1-Gw).

Riicktransformation von G(w).
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Fiir t = 0 erhéalt man
I 1 1
g(t) = — ldw = — = =si(0).
2 J_4 T m
Damit ist
g(t) = —si(t) fir alle ¢.

Fw) = 1-GWw)
o 5(t) - %si(t)



Aufgabe 3. (10 Punkte) Sei

1 falls-1<t<1
) = { 0 sonst.

o Berechnen Sie F(w) und stellen Sie das Ergebnis unter Verwendung
der si-Funktion dar.

e Berechnen Sie dann mit Hilfe der inversen Fourier Transformation

von F(w)
/_ Z i(t)dt.

Hinweis: Die si-Funktion ist nicht elementar integrierbar, d.h. die
Stammfunktionen von si(t) lassen sich nicht mit den tiblichen Funk-
tionssymbolen darstellen.

o Leiten Sie hieraus

/O b si(t)dt

her und begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung von Aufgabe 3.
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Damit ist

F(w) = 2si(w) firalleweR.



Inverse Fourier Transformation ergibt
1 > : jwt
2si(w)e’“tdw = f(1).

2r ) o

Fir ¢t = 0 erhélt man hieraus

1/00 S@dw = 1.

T J—-c

Da es sich um ein bestimmtes Integral handelt, kann man w durch ¢ er-

setzen und erhéalt
/ si(t)dt = .

Da die si-Funktion gerade ist, d.h. fiir ¢ # 0

S(—t) = sinﬁ;t) _ —SiI;(t) _ sint(t) o

folgt durch Substition (oder einfach aus Symmetriegriinden)

/_ooosi(t)dt _ /_OOOSi(_t)dt = —/:si(t)dt _ /Ooosi(t)dt

und damit
o] 0o 0
/ si(t)dt = / si(t)dt —/ si(t)dt
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Aufgabe 4. (10 Punkte) Ein Operationsverstérker ist eine Schaltung mit ei-
nem invertierenden Eingang —, einem nicht invertierenden Eingang + und
einem Ausgang. Sie verstarkt die Differenzspannung zwischen + und —
mit einem sehr hohen Faktor und leitet diese auf den Ausgang. Durch
Riickkopplung des Ausgangs auf den invertierenden Eingang ist die Span-
nungsdifferenz zwischen + und — immer nahezu Null, d.h. die Eingénge
liegen immer etwa auf dem gleichen Potential. Weiterhin sind die Eingénge
sehr hochohmig, d.h. durch die Eingénge fliefit fast kein Strom.

Die nachfolgende Schaltung heifit analoger Integrierer.
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Aufgrund der o.g. Eigenschaften des Operationsverstirkers gilt hier

. Ue (t)
t =
i = "t
und
wlt) = uolt)
Zum Zeitpunkt t = —oo sei der Kondensator entladen. Berechnen Sie u, (t)

in Abhéngigkeit von u.(t). Berechnen Sie dann eine Funktion G(s) so dass

_ue(t).

‘0 = -i) = "2

Damit ist ¢(¢) eine Stammfunktion von —u,(t)/R. Da g(—o0) = 0 folgt

q(t) = —%[ Ue(T)dT.



folgt

t
ug(t) = —R—IC - Ue(T)dT
1
= —E(a *ue)(t).
Da das System durch Faltung mit der Funktion
1
o) = —pzolt)

realisiert werden kann, ist es linear und zeitinvariant. Mit dem Faltungs-
satz folgt im Bildbereich

Ua(s) = - RCs Ue(s)
Damit ist die Ubertragungsfunktion
1
G = - .
() RCs

Aufgabe 5. (10 Punkte) Berechnen Sie die Losung f(¢) der DGL
ffO)+f) = 1-o-1)
mit Startwert f(0~) =1 fiir ¢ > 0.

Losung von Aufgabe 5. Da nur die Losung fiir ¢ > 0 gesucht ist, kann man
beide Seiten mit o(¢) multiplizieren und erhalt

o) f' ) + o) f(t) = o(t)—o(t)o(t—1)
= o(t)—o(t—1).

Laplace Transformierte der rechten Seite.

1 1 1—e%
t—o(t—1 Soets = .
olt) ~oft—1) o—e - -
Sei
o(t)f(t) o—e F(s).
Dann ist
a(t)f'(t) o—e sF(s)—1.
Damit ist die DGL im Bildbereich
1—¢ 5
sF(s)— 1+ F(s) = c
s
1—e% 1—e%
F(s)(s+1) = 41 = st c
s s
s+1—e* 1 1
F = _— = Z e S
() s(s+1) s ¢ s(s+1)



Riicktransformation mit Partialbruchzerlegung.

1 o Co
s(s+1) s s+1
1 = ca(s+1)+cas.

Spezialfall s = 0 ergibt ¢; = 1. Spezialfall s = —1 ergibt c; = —1.

Damit ist
1 11
s(s+1) s s+1
o o(t)—at)et = ot)(1—eh).

Mit dem Verschiebungssatz erhilt man

eiss(s Y ——o og(t—1)(1—e").

Insgesamt ist somit
F(s) &0 o(t)—o(t—1)(1—e").
Folglich ist fiir t > 0

f(t) L+o(t—1) (et =1)

= o(l—t)+o(t—1)e"

Ein schnellerer Rechenweg wére wie folgt gewesen. Zuerst transformiert
man sF'(s) zuriick.
1

sF(s) = 1- e*Ss 1 o0 §(t) —o(t—1)e'

Die Multiplikation mit /s, die man im Bildbereich benétigt um F'(s) zu
erhalten, entspricht einer Faltung mit o(¢) im Zeitbereich. Damit ist

F(s) e—o /_ (6(r) —o(r —1)e' " T)dr

= ot)—o(t— 1)/1te1—7d7

= ot)+o(t-1) [el_T]tl

= o)+ot-1)(e""-1)

Aufgabe 6. (10 Punkte) Ein rekursiver Filter habe die Impulsantwort

g = O'k(—l)k+30'k_12k71+5k.

Zeichnen Sie das Blockschaltbild dieses Filters unter Verwendung von Ad-
dierern, Multiplizierern und Verzogerungsgliedern.



Losung von Aufgabe 6. Aus

folgt

Mit dem Verschiebungssatz erhilt man

O'k_12k71 o—e

Damit ist

z 3
A
2(z—=2)+3(z4+ 1)+ (z+1)(z — 2)
(z+1)(2-2)
22 —224324+34+22—2-2
22 —2-2
222 +1
22—z-2
24272
1— 271222

+1

Die Gewichte im Vorwértszweig sind
bp=2, b1 =0, by=1.
Die Gewichte im Riickwartszweig sind

ar =1, ags=2.
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Aufgabe 7. (10 Punkte) Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix

A - (1+_g —1+'j).
—J 11—y

und stellen Sie diese in kartesischen Koordinaten dar.



Losung von Aufgabe 7.

_ 1+j-X —1+j
I G
det(A=AE) = (1+j-MN1—-7=A) = (=1+7)(—j)
= MM+ +1-4)+ A+ —5) - i1 —7)
= AN -_22+1-7
Nullstellen:
2+ /4 —4(1—7)
)\1,2 = B)
2+/4j
B 2
= 1+/j
= 1+ Vei™/?
= 1+
= 1ii(1+')
Damit ist
AN o= 1+ ! + !,
1 = \/i \/5]
Ny = 1oL
Vo RO

Aufgabe 8. (10 Punkte) Sein € N, aq,...,a, € R und f eine Folge mit

fo = Gkt aife; firallek e Z

i=1

Die Folge fj ist durch diese Gleichung nicht eindeutig definiert. Es gibt
jedoch genau eine solche Folge fi, die eine z-Transformierte F'(z) hat.
Berechnen Sie dieses F'(z) und vereinfachen Sie das Ergebnis so, dass keine
negativen Potenzen von z darin auftreten.

Losung von Aufgabe 8.

F(z) = z+ZaizfiF(z)

=1
F(z) <1 — Zaiz_l> = z
i=1
z
F =
) 1= aiz™
Zn+1



Aufgabe 9. (10 Punkte) Sei v € R mit u # —1,

B 0 falls k<0
fe = 1 fallsk=1
und
feve = (1 —w)frr1 + ufe fiir alle £ > 0.

o Berechnen Sie die z-Transformierte F(z) von f;. Hinweis: Fiir alle
k € Z gilt

opfere = ox(l—u)fry1 +orufy.

o Transformieren Sie F'(z) in den Zeitbereich zuriick um einen geschlos-
senen Term fiir fj zu erhalten.

o Fir welche Werte von u hat die Folge fi einen endlichen Grenzwert?
Berechnen Sie diesen.

L6sung von Aufgabe 9. Sei

Dann ist

0
Opfir1 = z(F(z)—kaz_k> = zF(z)

k=0
Opfere = 2° (F(z) - Z szk> = 2%F(2) - 2.
k=0
Damit hat man im Bildbereich
P2F(2) -2z = (1—u)zF(z)+uF(z)
22F(2) — (1 —u)zF(2) —uF(z) = =z
F()(Z2+u—-1)z—u) = =z
F(z) = &
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Faktorisierung des Nenners.

1—u+/(u—1)2+4u

21,2 =

2
l—utvuZ+2u+1
2
1—u£+/(u+1)2
2

1—u|utl
2

1—u+(utl)
2

Damit ist
z1 = 1
Zo = —u.
Da u # —1 hat man zwei einfache, reelle Nullstellen.

Partialbruchzerlegung:

z C1 2
F = =
(2) (z—=1D(z+u) zfl+z+u
z = clz+u)+e(z—1).
Spezialfall z = 1 ergibt
1 = a(1+w)
1
C =
! 1+u
Spezialfall z = —u ergibt
—u = co(—u—1)
u
C =
2 1+u
Damit ist
1 1 u 1

F = .
(2) 1+uz—1+1+uz+u

Riicktransformation ergibt

fr = Uk—1(11k1+u (—u)k1>

14+u 14+u

1 k—1

— Ok_11+u( +U(—U) )
1 k
O’k_11+u( — (—w)"¥)

_ 0 fir k<0
o 1J%u(l —(—u)¥) firk>0
Diese Folge ist konvergent falls | — u| < 1 bzw. |u] < 1. In diesem Fall ist

1
li = .
Kroo T 14+u
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Aufgabe 10. (10 Punkte) Sei

(2

Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenrdume von A. Berechnen Sie dann
eine Basis fiir den Vektorraum der reellen Losungsfunktionen des DGL
Systems

Losung von Aufgabe 10.

A—\E = <2—)\ 2 >

-1 =X
det(A—AE) = (2—M\)(=\)+2
A2\ + 2.
Eigenwerte:
2+/4-8 2+25 .
A = = = 1+4j.
1,2 B) 5 J

Eigenvektoren zu A =1+ j.

| (A=XE)YY = 0
() 06) - (6)
—z+(-1-j)y = 0
o= (=1—-j)y

Damit sind die Eigenvektoren

((—1;ﬁy> _ y(_dfj>,

Da A reell ist, erhélt man folgende Eigenwerte und Eigenrdume:

Avo= 14
Evyy = {a< _11_] ) |a€(C}
o = 1

By = {a( 177 ) lace),

Komplexe Basislosungen des DGL Systems sind

“1=7\ (a4 L+7 ) -t
(175 e (453 )t

12



Da das DGL System linear ist und die Basislésungen konjugiert komplex
sind, kann man den Real- und Imaginérteil einer Basislosung nehmen.

(717 e = () eeosto) st
_ (e g
cos(t) + j sin(t)

ol < —cos(t) + sin(t) 4+ j(—sin(t) — cos(t)) )
cos(t) + jsin(t)

Reelle Basislosungen sind somit

nt) = et< — cos(t) + sin(t) )

cos(t)

w(t) = et( —sin(t) — cos(t) )

sin(t)
Aufgabe 11. (10 Punkte) Sei A = (dy,...,d,) € R"*™ und 0 < j < n.
Fiir jedes € R"™ sei
Az = (@1, ..., %, ..., dy) € RV
J-te STpalte

die Matrix, die man aus A erhélt wenn man deren j-te Spalte durch &
ersetzt. Zeigen Sie, dass

det (A;_,_g) = det (A,j) + det (Ag')
det (Auj‘) = wudet (Aj‘)
fur alle Z,3 € R™ und u € R.

Hinweis: Entwickeln Sie die Determinanten nach der j-ten Spalte.

Losung von Aufgabe 11. Sei A7) die Matrix A ohne ihre i-te Zeile und j-te
Spalte. Dann gilt fiir beliebiges & € R"

det (A(i’j)) = det (Ag’j)).

o Entwicklung nach der j-ten Spalte liefert

n

det (Azyg) = D (=1)" (s + i) det (4L7)
i=1
- Zn:( 1) (2; + ;) det (A(i*j))
i=1
_ i( 1)z, det (A(i,j)> + i(_l)iﬂyi det (A(i,j))
=1 i=1
_ En:(_l)i-&-jxi det (Ag’j)) i zn:(_l)i-i-jyi det (A?(;J))

i=1 i=1

= det(Az) + det(Ay).
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¢ Entwicklung nach der j-ten Spalte liefert

det (Aui')

n
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