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1 z-Transformation

Aufgabe 1. Ein Ubertragungskanal mit Impulsantwort
fk = O k ak

soll durch ein nachgeschaltetes System mit Impulsantwort g kompensiert
werden. Damit das System realisierbar ist, wird ein Takt Verzogerung in
Kauf genommen. Es soll also

(f*9k = Ok

gelten. Berechnen Sie hiermit die Ubertragungsfunktion G(z) und die Im-
pulsantwort g, des Kompensators.

Losung von Aufgabe 1. Im Bildbereich gilt

F(2)G(z) = z7!
-1
z
G =
Berechnung von F'(z).
O'kak o—e z
zZ—a
P /
orka® o—e —z ( )
Z—a
B z—a—=z2
B (z —a)?
B az
(-
= F(z)
Damit ist
N2
G(Z) — Z—l (Z a)
az
_ (2 —a)?
o az?
_ 2% — 2az + a?
o az?
1 -1 -2
= ——2z " +az
a
1

0 —{p —20p_1+ adg_o.
a
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Aufgabe 2. Berechnen Sie die z-Transformierte der Folge

auf zwei Weisen.
e Zeigen Sie, dass
k+1
afy —fr = "t -1

ist, berechnen Sie die z-Transformierte auf beiden Seiten und lésen
Sie nach F(z) auf.
e Zeigen Sie, dass
fos1— fr = d"*t!

ist, berechne Sie unter Verwendung des Verschiebungssatzes und fo =
1 die z-Transformierte auf beiden Seiten und losen Sie nach F(z) auf.

Losung von Aufgabe 2.
o Mit

afr, = aZai

erhalt man

afy —fr = Y a' =) a
i=1 =0

Weiterhin gilt

und




1

Z-TRANSFORMATION

Damit erhélt man aus
afe — fr = atl—1

durch z-Transformation auf beiden Seiten

aF(z)—F(z) = a

F(z)(a—1)

I
)

z—a z-—1
az(z—1)—z(z — a)

(z=1)(z—a)
az’> —az — 22 + za
(z—1)(z—a)
(z—1)(z—a)
22(a—1)
(2 =1)(z—a)

2

(z—1)(z—a)

Mit

k1 k
fevi— e = Y d =) d
i=0 i=0

_ ak+1

und dem Verschiebungssatz

fre1 oo 2(F(z) — foz ")

=  z(F(z)-1)
erhdlt man
AF()-1)-F(z) = a - .
Fz)(z—1) = azia +z

aerZsza

zZ—a

(z=1)(z —a)
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Aufgabe 3. Berechnen Sie die z-Transformierte der Folge
fe =kog_1 cos(k —1).

Sie miussen die entstehenden Terme nicht vereinfachen.

Losung von Aufgabe 3. Aus

1. .
orcos(k) = o 3 (ejlC + efjk)
1 _ _
= 3 (Ukejk + Ukeﬂk)
und
o'keak o—e z
z—e?
folgt

oy cos(k) o—e 1( = 4= )

Mit dem Verschiebungssatz

fr-1 o—e 2TF(z)

1 n 1
z—el  z—eJ

(z—e) '+ (z—e ).

folgt

op—1cos(k—1) o—e

= N

Mit der Ableitung im Frequenzbereich
kf, o—e —2F'(z)

folgt

kog—1 cos(k—1) o—e _72 (—(Z —e) P (z— 6_'j)_2)

- Heortemom):

Aufgabe 4. Sei fi eine Folge mit

O'kfk o—e F(Z)
Berechnen Sie hiermit die z-Transformierte von
25 oh o fr1.
Hinweis:
Op—2 = Op—1—O0p_1.

Verwenden Sie die Ausblendeigenschaft.
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Losung von Aufgabe 4.

2k+1

26 oy — Ok—1) foo1

Ok—1fr—1 — Ok—1fr—1)
26 (o1 fro1 — Sk—1f0)

Op—2fr—1 =
2k+1(

Aus

orfr o—e F(z)

0p o—e 1
folgt
oifr —0kfo o—e F(z)— fo.
Mit der Verschiebung im Zeitbereich erhélt man
Ok-1fr-1—0k1fo o—e =z '(F(2)— fo)

Mit dem Dampfungssatz und Linearitit erhélt man

26 oy 1 frm1 — Ok fo) = 2(28)(ok—1fr-1 — k—1f0)
o—e 2((2/2)"'(F(2/2) - fo)
= N EGD) - ).
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2 Diskrete LTI Systeme

Aufgabe 5. Sei S ein diskretes System mit
SO = or-1f

e Berechnen Sie [S(f.—fc)]k und [S(f)__,%]k und vereinfachen Sie das
Ergebnis so weit wie moglich.
Der Index . — k bedeutet hierbei die Verschiebung um k Takte, d.h.

(f_ie = Jfo_i

e Ist f linear? Ist f zeitinvariant?

Losung von Aufgabe 5.
[SU_p], = ol

= ok—1fp i
(S il = Sz

= Op_i1Sii

S ist linear aber nicht zeitinvariant.

Aufgabe 6. Sei S ein System, das eine Folge f wie folgt transformiert:

k

[S(He = Z 3'f;.

1=—00

Ist das System linear? Ist es zeitinvariant? Geben Sie eine kurze Begriin-
dung.
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L6sung von Aufgabe 6. Das System ist linear.

k
S+l = D 3(f+g)

1=—00

k

= Z 3'(fi + 9)
zfgoo
= Z 3'fi+3'g:

k

k
= ) 3fi+ > 3

i=—00 i=—00

=[Sk + [S(9)]k

= [S()+ 59k
k

[S(af)), = ,Z 3 (af)i

1=—00

k
= Z 3'a(f:)

i=—00

k
= a Z 3if¢

— Sl

Das System ist nicht zeitinvariant. Ersetzt man f durch f _; in der Defi-
nition von S erhélt man

[SF_p)], = D 3 (f_pi

1=—00

k
- ‘Z 3f 4

1=—00

k—k

= Z 3tk g,

i=—00

 k—k
= 3> 3

i=—00

= 3 [S()]s
7é [S(f)]k—k

Damit ist

bzw.



2 DISKRETE LTI SYSTEME

10

Aufgabe 7. Berechnen Sie die inverse z-Transformierte von

auf folgende Weisen:

24271
1—272

e Durch geschicktes Umformen und Anwenden von Korrespondenzen
aus der Formelsammlung.

¢ Berechnen der ersten 5 Glieder der Folge durch Polynomdivision.

o Partialbruchzerlegung.

« Entwurf eines rekursiven Filters, dessen Ubertragungsfunktion gleich
der gegebenen Funktion ist und Berechnen der Impulsantwort dieses

Filters im Zeitbereich.

Losung von Aufgabe 7.

e Umformen ergibt

24271 222 + 2
1—272 22 -1
22 22+ z
22—-1 22-1
22 z(z+1)
(z=1(z+1) (z=1(z+1)
z z z

z—lz—|—1+(z—1)
(1,1,1,..) % (1,-1,1,~1,...) + 0%
(1,0,1,0,...) + o

(2,1,2,1,...).

¢ Polynomdivision

24271 :1-272 = 24271 42272423 4 270 4L

2— 2272
271 42272
21— 273
22724 278
2272 2274
273 42274
273 — 275
2274 4275

o Partialbruchzerlegung

24271

222 + 2

22 -1
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Ganzrationalen Teil abspalten

222 4 2 z+2
=2
22 -1 +2271

Faktorisierung des Nenners
2-1 = (z=1)(z+1)

Ansatz fiir den gebrochenen Teil

z+2 c1 Co
22-1 zfl+z+1
z4+2 = c(z4+1)+e(z—-1)
Spezialfall z =1
3 = 261
C1 = 3/2

Spezialfall z = —1

1 —2co
co = —1/2
Riicktransformation
2—1—%%—%% o 26k+gak—1_%ak71(_l)k_l

= %&f + gok - %Uk_l(—l)k_l
= %@c + go'k + %kal(_l)k

= gak + %O’]f(fl)k

= (2,1,2,1,...)

e Ein rekursiver Filter sieht schematisch wie folgt aus:

i hi
— = b07b17"'7bn &

L

hi = bofe +bifr—1+...0nfin +arhr—1 +ashp_o+ ... +aphip—m.

Der Ausgang hy ist

Bringt man alle h-Terme auf eine Seite, erhélt man die Differenzen-
gleichung

hy —athig—1 —aghp—2 — ... —amhp—m = bofi +b1fu—1+ ... bnfr—n.
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Dies lasst sich mit Hilfe von Faltungen umformen in

(h’* <15_a17_a27"-7_a7n>)k = (f*<b07b17"-abn>)k
Sei nun
(1,—a1,—ag,...,—ay,) o—e 1-— a1zt —agz = a2z ™
= A(?)
(bo,b1,...,by) O0— by+brz 4.+ by
= B(z).

Dann gilt mit dem Faltungssatz

H(2)A(z) = F(2)B(z)
H(z) = F(z)ig.

Fiir die Ubertragungsfunktion des Filters gilt somit

bo+biz7 4+ ...+ bz 24271

l—aiz7l—a9z7 2 —...—apmz™ 1— 272"

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man

by = 2
by =
ay = 1

und alle anderen Koeffizienten sind Null. Damit erhalt man

he = 2fk+ fee1+he2
Um die Impulsantwort zu berechnen setzt man nun f; = J§; und
erhéalt
ho = 25 +0_1+h_o
= 2
hy = 26 +6+h_
1.

Fir k£ > 2 und f; = & erhélt man
hiy = hig o
und damit ist

hi = (2,1,2,1,...)
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3 Lineare DGL Systeme mit konstanten Koeffi-
zienten

3.1 Eigenvektormethode
Aufgabe 8. Fiir welchen Wert von a hat die Matrix
1 2
14a 1
einen doppelten Eigenwert? Berechnen Sie fiir dieses a den Eigenwert A
und die Menge der zugehorigen Eigenvektoren v.

Losung von Aufgabe 8. Eigenwerte.

1-x 2
A=A = <1+a 1—>\)
det(A—XE) = (1-X)?-2(1+a)

= N-22+1-2-2q
A2 20— 1-—2a.

Nullstellen.

2+ \/44+4(1+ 2a)
A = :

2
Doppelte Nullstelle wenn

a=—1.

In diesem Fall ist der Eigenwert

A = L
Eigenvektoren zu a = —1 und A = 1.
0 2 x _ 0
0 0 y o 0
2y = 0
y = 0
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Aufgabe 9. Berechnen Sie die Eigenwerte und zu jedem Eigenwert eine Basis
des zugehorigen Eigenraums der Matrix

(2

Losung von Aufgabe 9.

2-\ 1
ae = (200
det(A—XE) = (2=X)(=\)+1
= A _22+1
= (A—-1)

Die Matrix hat einen doppelten Eigenwert A = 1.

Eigenvektoren.

7N\
|
=
|
— =
~
VR
< 8
e @ —r
Il
o —_
o O
~

Damit sind alle Vektoren

oo () ma( 1) s

Eigenvektoren von A zum Eigenwert 1. Eine Basis dieses Eigenraums ist

oo (1),
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Aufgabe 10. Finden Sie a,b so dass die Matrix

(F4)

einen doppelten Eigenwert A = 3 hat.

Berechnen Sie fiir diese Werte von a,b dann den zugehorigen Eigenraum
der Matrix zum Eigenwert A\ = 3.

Losung von Aufgabe 10.

2—A a
det(A — \E) det( 1 o\ )
= 2-XN0b-))—-a

A — (24 b)A+2b—a.

Dies ist ein Polynom zweiten Grades mit fiihrendem Koeffizienten 1. Es
hat genau dann eine doppelte Nullstelle A = 3 wenn es gleich ist mit

A=3)2 = M —6)1+0.

Koeffizientenvergleich ergibt

2+b = 6
2b—a = 9
Aus der ersten Gleichung folgt
b = 4.
Einsetzen in die zweite Gleichung gibt
a = -1
Eigenvektoren:
A= (7
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3.2 Losung mit Laplace Transformation

Aufgabe 11. Gegeben sei das DGL System

70 -y y )0

mit den Anfangswerten x1(0) = —1, 22(0) = 1.

¢ Bestimmen Sie die Losung des DGL Systems mit der Eigenwertme-
thode.

¢ Bestimmen Sie die Losung des DGL Systems mit Laplace Transfor-

madtion.

Losung von Aufgabe 11.

Losung mit der Eigenwertmethode. Eigenwertproblem:

1 0\, R
(_1 _2>v = A\U.

Charakteristisches Polynom

det(l_l/\ _20_A) (=N (=2- )
= M+A-2
=0
Losung
—1+v1+8
Az =
. —1+3
— o

Eigenvektoren zu A\; =1

(2 3)()-(2)

Basis des Eigenraums ist z.B.

e

Eigenvektoren zu Ay = —2
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Basis des Eigenraums ist z.B.
Basislosungen

Allgemeine Losung

f(t)cl( _i) >et+cz< (1) >62t, c1,c2 € R.

Anfangswerte.
-3 0 -1
o (1) (V)= (V)

1 =1/3, c2=2/3.

Losung:

Losung mit Anfangswerten.
o o 1 -3 ¢, 2 0 -2t _ —e!
w0 =g (7) (V)= (edhen )
Losung mit Laplace Transformation.
= -1 1 0 =
sX(s)—( 1) = (_1 _2>X(s)
s—1 0 = —1
( 1 s+2>X(S) - < 1)
-1
s—1 0 -1
(S)_< 1 5+2> (1)
B 1 s+2 0 ~1
(5= 1)(s+2) -1 s-—1 1

- eoernl v )

Partialbruchzerlegung von X (s).

<

—s—2 _ c1 n Co
(s—1)(s+2)  s—1 s+2
—s—2 = c1(s+2)+cs—1)
Mit s =1 folgt
361:—3

01:—1
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Mit s = —2 folgt

0 = CQ(—3)
Cy = 0
Damit ist
-1
Xals) = s—1
— o0 —¢t

Partialbruchzerlegung von Xs(s).

S - C1 + C2
(s—1)(s+2)  s—1 s+2
s = c(s+2)+ca(s—1)
Mit s = 1 folgt
1 = 361
c1T = 1/3
Mit s = —2 folgt
-2 = 02(—3)
Cy = 2/3
Damit ist
1/3 2/3
X =
2(5) s—1 s+2
1 2
o~ O get + §6_2t

Die Losung des DGL Systems ist
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3.3 Losung mit e Ansatz

a=(33)

Aufgabe 12. Sei

Berechnen Sie e4?t.
Losung von Aufgabe 12.
s—1 3
sb-4 = ( -3 s—|—5>
_ 1 s+5 =3
E-A)! =
(sB = 4) (3—1)(s+5)+9< 3 5_1)

_ 1 s+5 -3
- (s+2)2 3 s—-1)°

Ricktransformation.
1
? e—O
1 te—2t
(sr22 © 0
S _ s+2 2
(s+2)2 (5422 (s+2)?
1 1
= -2
s+2 (s+2)2
—oO €_2t _ 2t6—2t
Damit ist

_ -1 —2t( 5 =3 2t _ o2ty (1 0
(sE—A) —o te (3 _1>+(e 2te )(O 1)

= e
3t 1-3t
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Aufgabe 13. Sei

A

o Berechenen Sie e, Hinweis:

zerlegung.

(=)

Sie brauchen hierfiir keine Partialbruch-

e Berechnen Sie die Losung des DGL Systems

Losung von Aufgabe 13.

AFw), @

o
\

s—1 -1
sbE—4 = ( 2 5+1)
_ 1 s+1 1
E-A)! =
(s ) (8—1)(s+1)+2< -2 5—1)
B 1 s+1 1
T o2r1\ -2 s-1

Aus der Tablle entnimmt man

1
s2+1
s
s2+1
Damit ist
1 s+1 1
32+1( -1 s—1>

Die Losung des DGL System ist

€Atfg

()

sin(t)( B ) + cos(t) ( :

o sin(t)

—o0 cos(t)

(

sin(t) (

At

sin(t) + cos(t)
—2sin(t)

sin(t)

—sin(t) + cos(t) >
1) ewn(} )

(&

)
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Aufgabe 14. Sei

mit

a) Berechnen Sie eA?.
b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

¢) Berechnen Sie eine partikulire Losung des o.g. DGL Systems.
Hinweis: Die Faltung mit @(¢) im Zeitbereich ist sehr einfach und
erfordert keine Integration.

Losung von Aufgabe 14.

a) Matrix et

s—3 1
sk—A = ( -1 5—5)
1 s—5 —1
E-A)" =
(sB=4) (3—3)(3—5)+1( 1 s—3>
_ 1 s—5 -1
T 2 -85+ 16 1 s-3

B <s—14>2(515 s—l3>'

Riictransformation.
1
) —oO ¢
1 4t
e—O te
(s —4)2
Mit
fy = tet
1
F =
gilt
s
(8—4)2 = SF(S)ff(O)
o—o f'(t)
= et + dtet.
Damit ist
at at at 4t
At e** 4 4te*" — bte —te
e = o(t) < tedt e 4 fpett — 3tedt

_ wf 1—t —t
= alt)e ( t 14t
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b) Eigenwerte und Eigenvektoren.

3—) -1
A-NE - < 5 5_A)
det(A—AE) = (3-MN)(B-N)+1
= M _8\+16
= (A—4)%

Damit ist A = 4 ein doppelter Eigenwert.
Eigenvektoren zum Eigenwert A = 4.

(A-=XE)T = 0
-1 -1 T . 0
1 1 Y a 0
z+y = 0
y = -z
Basis des Eigenraums ist z.B.
L 1
v o= K
¢) Laplace Transformation des DGL Systems.
sX(s)—%y = AX(s)+U(s)
(sE—A)X(s) = Zo+U(s)
X(s) = (sE—A)"'Z+ (sE—A)'U(s)
) = e+ e xiu(t).

Mit
fR)«6(t—1) = f(t—1)
erhilt man eine partikulire Losung z.B. fiir & = 0 durch
2t) = eMxat)
B wl 1—t —t 5(t—1)
= oalt)e < t 1+t>*( 0

_ a(t)e* (1 —1t) x6(t—1)
< o(t)ettxo(t —1) )

_ o=t (t-1))
N ( ot —1)ett=D(t 1) )

— a@—1kwﬁ»<1;@11)>

_ CovAi-n [ 2-t
= o(t—1e <t—1)'
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3.4 Losung mit Hauptachsentransformation

A(_g g)

e Berechnen Sie eine Matrix T und eine Diagonalmatrix D so dass

Aufgabe 15. Sei

T'AT = D.

e Berechnen Sie die allgemeine Losung des DGL Systems

Losung von Aufgabe 15. Eigenwerte von A.

2-1 0
A—\E = ( 5 3_A)
det(A—AE) = (2—-XN)(3-2))
A= 2
Ay = 3.

Eigenvektoren zu \; = 2.

(200 - (

Eigenvektoren zu A = 3.

(20)G) -

Damit ist

(1)
D:< )

Die allgemeine Losung des DGL Systems ist damit

" 1 0
Z(t) = 01(2 >e2t+02< 1 )e?’t

O N
w o = O
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Aufgabe 16. Sei

ao (1),

Berechnen Sie eine Matrix T und eine Diagonalmatrix D so dass

T 'AT = D.

Losung von Aufgabe 16. Eigenwerte von A.

1-x 1
e = (50 1)
det(A—AE) = (1—-A)(=1—A)+2
= AN+

Eigenwerte

Eigenvektoren zu A\; = j

| (A=ME)H, = 0
(L) 0) - (0)
(I-jlz+y = 0
y (—1+j)z

Damit ist
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Aufgabe 17. Von dem DGL System
7 = Ay

sei eine Losung ¥ gegeben. Berechnen Sie hieraus eine Losung & von

i = T'ATZ.
Losung von Aufgabe 17. Sei
z = Ty
Zu zeigen ist
i = T'ATZ.
Durch einsetzen folgt
¥ o= T
= T 'Ay

= T l'ATZ.
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4 Mehrstellige Differentialrechnung

4.1 Partielle Ableitungen und Gradient

(1)

und f € R? — R? definiert durch

Aufgabe 18. Sei

(@) = aTAz

Berechnen Sie V f(Z).

Zeigen Sie dann, dass flir jede Matrix A € R® — R” und f € R* —» R"
mit

f(@) = itAx
gilt

VIE) = (A+ AN

Losung von Aufgabe 18. Mit

gilt

fla,y) = (wy)<i f)(ﬁ)

- @ (55)

= 32?2 — 2zy + dxy + Ty
= 322+ 2zy + Ty?

Die partiellen Ableitungen sind

0

il — 2

5 (@ Y) 6x + 2y

9 (z,y) 2z + 14

By Y Yy
und damit

. 6z + 2y
Viz,y) ( 2x + 14y ) ’

Sei
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Dann ist

und

n
AT = E :cjaj
Jj=1

iTAZ = o (A7)

n

= > a(@od)
i=j
n n

= E l‘j E xl—aij
j=1 i=1
n o n

= E E aijLEiZL'j.

i=1 j=1

Bei der partiellen Ableitung nach xj sind nur die Summanden relevant,
bei denen entweder i = k, j = k oder i = j = k ist. Ubrig bleibt somit

§ : § 2
aijxixj + aijxixj + ApkpTy

itk
=k

i=k
i#k

2
E Ak TiTE + E Ak TKTj + QpkTy
i#k j#k

2
E ik T Tk + E Qi TRT; + ARk Ty
ik i#k

2
Z(aik + Qi) TiTh + ATy
ik

Ableiten nach xj, ergibt damit

Damit ist

9
al‘k

&) = ) (am + ari)z; + 2apear

i#k
n
= Z(aik + @)
i=1
n

=1

= [(A+ AT)f]k

Vi@ = (A+AN7.
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Aufgabe 19. Sei f € R™ — R definiert durch

f(@) = (Z CLM?) <Z bﬂ‘i)

wobei a;, b; Konstanten sind. Berechnen Sie allgemein fir j = 1,2,...,n

die partielle Ableitung
0

5@

Sie miissen das Ergebnis nicht ausmultiplizieren. Hinweis: Benutzen Sie
die Produktregel und berechnen Sie zuerst die Ableitung der Faktoren.

L6sung von Aufgabe 19.

82(2@@?) = 2a;z;.
J

i=1

8 n

i=1

% (i afSC?) (i bum) = 2a5x; (i bi$i> +b; <i am?) .
PN =1 i= i=1

i=1
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4.2 Tangentialebene
Aufgabe 20. Berechnen Sie die Linearisierung ¢(z,y) der Funktion
f(z,y) = €Y+ cos(nx)
im Entwicklungspunkt
i=1, §=2
Bringen Sie das Ergebnis auf die Form
lz,y) = a+br+cy

wobei a, b, c Konstanten sind.

Losung von Aufgabe 20. Partielle Ableitungen.

0 R .
af(x, y) = ge msin(mx)
0 T .
8—yf(:£7y) = —?e /v
Auswerten im Arbeitspunkt.
f(1,2) = €eY2-1
0 _ 1,
%f(172) - 56
0 1
—f(1,2) = —Zel/?
8yf( ? ) 46
Damit ist
/ 1/2 L 12 L 12
() = =14 22— 1) — 1y ~2)

1 1 1 1
_ 61/2_1_561/2+§€1/2+§€1/2x_161/22/

1 1
— Q2 1 Z M2 212
e +26 x 46 Y.

Folglich ist

a = e—-1
1
1
c = ——ye

4
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Aufgabe 21. Berechnen Sie die Linearisierung ¢(z,y) der Funktion
f(z,y) = In(zy)sin(z)y
im Entwicklungspunkt
T=m/2, 7= 2.
Bringen Sie das Ergebnis auf die Form
lz,y) = a+br+cy

wobei a, b, c Konstanten sind.

Losung von Aufgabe 21.

(;yy sin(z) + In(zy) COS(x)) Yy

()

%f (x,y)
+ In(zy) cos(:v)) Y

9 : 1

@f(x’ y) = sin(x) <xyxy + ln(xy))
= sin(z)(1 + In(zy))

gel@) = (5 +mo)2

Ox /2
_ 4
é% (Z,9) = 1+In(m)
f(@,9) = 2In(m)
Lz, y) = 2In(m)+ 4(1:—7r/2)—|—(1+1n(7r))(y—2)

= 2lIn(m) + 4% — 24+ (1+1In(m)y — 2 — 21n(w)

4
:.4+%+a+mmm
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4.3 Mehrstellige Taylor Polynome

Aufgabe 22. Berechnen Sie das Taylor Polynom vom Grad 2 der Funktion

flz,y) = In(z/y) +ay

zum Entwicklungspunkt (£,9) = (1,1). Sie miissen das Polynom nicht
vereinfachen.

Losung von Aufgabe 22. Vereinfachen ergibt

flz,y) = In(x) —In(y) + 2y
1
fac(xay) = y+;
1
fa::z:(xay) = _?
1
fyy(z,y) = E
fxy(xay) =1
Auswerten bei z =1 und y = 1 ergibt
f,1) =
f(1,1) =
fy(lﬁl) =
fxm(Ll) = -1
fyy(lal) =1
fay(1,1) = 1
Damit ist das Taylor Polynom
Pry) = 142 -1)= 2@ =17+ 3y~ 17 + (- Dy 1)



4 MEHRSTELLIGE DIFFERENTIALRECHNUNG 32

Aufgabe 23. Berechnen Sie das Taylor Polynom p(z) vom Grad 2 der Funktion

eSw

f($7y) = 7

zum Entwicklungspunkt (2,9) = (0,1). Vereinfachen Sie das Polynom
durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen so weit wie moglich.

Losung von Aufgabe 23. Partielle Ableitungen.

frlay) = 3
1
fy(xa y) = _?631
frsloy) = 06
2
fuy(m,y) = 27363:7@
1
fxy(xa y) = _?36390
Auswerten bei (Z, §):

f(0,1) =1
f=(0,1) = 3
fy(O, 1) = -1

fyy(oa 1) = 2
fl.y(O, 1) = -3

Damit ist das Taylor Polynom
1 . . .
p($7 y) = Z Wf(z,])((L l)wz(y - 1)]
itj<2 T

1 1
= 1+3x—(y—1)+§9:ﬂ2+§2(y—1)2—3m(y—1)

9
= 1—|—31:—y—|—1+§x2+y2—2y—|—1—3a:y+3x

9
= 3+6x—3y+§x2—|—y2—3xy
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Aufgabe 24. Berechnen Sie das Taylor Polynom vom Grad 2 der Funktion

fz,y) = e” cos(y) + ay

zum Entwicklungspunkt (Z,§) = (0,0). Vereinfachen Sie das Polynom
durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen so weit wie moglich.

Loésung von Aufgabe 24. Partielle Ableitungen.

falw,y) = €"cos(y) +y
foz(z,y) = €%cos(y)

fylz,y) = —e¥sin(y) +=
fyy(z,y) = —€cos(y)
fay(z,y) = —€sin(y) +1

Auswerten bei £ =0, g = 0.

f(0,0) =1
f2(0,0) = 1
fy(0,0) = 0
fyy(oa 0) = -1
f2y(0,0) = 1
Taylor Polynom.
Lo 1,
plz,y) = l+az+52°— sy +ay.

2 2
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Aufgabe 25. Sei
flxy) = y+e.

Hat die Funktion stationdre Punkte? Falls ja, entscheiden Sie von jedem
stationdren Punkt ob es sich um ein lokakes Maximum oder Minimum
oder um einen Sattelpunkt handelt.

Loésung von Aufgabe 25. Partielle Ableitungen.

folzy) = ye™
fylz,y) = 1+ ze™
Nullsetzen.
ye™ = 0
1+ze™ = 0.

Aus der ersten Gleichung folgt y = 0. Eingesetzt in die zweite erhédlt man

142 = 0
r = -1
Die Funktion hat einen stationdren Punkt o = —1,y = 0.
Zweite partielle Ableitungen.
fea(T,y) = erzy
fay(@,y) = "+ zye™
foy(zy) = 2%e™,
Auswerten beim stationdren Punkt.
foz(=1,0) 0
foy(—=1,0) = 1
f yy(_la 0 =1

Hessematrix.

0
A=

Eigenwerte der Hessematrix.

V)

-2 1
det(A—\E) = det( 1 1_/\)

= =A(1-XM-1
= NM-A-1
Nullstellen.

1+V1+4
2
1++5
7
Da /5 > 1 ist ein Eigenwert positiv und ein Eigenwert negativ. Die Hes-
sematrix ist daher indefinit und es liegt ein Sattelpunkt vor.

Ao =
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Aufgabe 26. Berechnen Sie das Taylor Polynom vom Grad 2 fiir

f(z,y) = xy +e¥

zum Entwicklungspunkt & = 0, § = 0. Hinweis: Beginnen Sie mit dem
Ansatz
p(r,y) = ag + a1z + agy + a3x2 + a4y2 + asxy

und berechnen Sie die Koeffizienten aus den Bedingungen

[(&,9) = p@,9)

fo(2,9) = pa(2,9)
fy(@9) = py(2,9)
Jo2(2,9) = Paa(,9
fyy(fvg) = pyy(sﬁ,@)
fay(2,9) = pay(@,9).

Loésung von Aufgabe 26. Durch Berechnung der partiellen Ableitungen er-
hélt man die Bedingungen

Ty + e ap + a1 + a2y + a3x2 + a4y2 + asxy
Y a1 + 2a3x + asy
z+eY as + 2a4y + asx
0 2a3
e 2a4
1 as.

Einsetzen von £ = 0, § = 0 ergibt

d.h.
apg = 1, ay = O,

und somit

ai

a2

2&3

2(14

—= = O = O =
Il

CLQZL a3:0, a4:1/2, a4:1/2,

plz,y) =14y +1/2y° + ay.
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